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. d(z,y) = (z — y)? define uma métrica no conjunto dos niimeros reais?

. Mostre que d(z,y) = /|z — y| define uma métrica no conjunto de todos os

numeros reais.

Seja d uma métrica em um conjunto X. Determine e (demonstre) todas as
constantes k, tais que

a) kd é uma métrica em X;

b) d+ k é uma métrica em X.

Seja f : [0,00) — [0,00) uma fungao concava com f(0) = 0 e f(z) > 0,
Vo € (0,00). Mostre que, se d(x,y) é uma métrica em um espago M, entao
f(d(z,y)) também é uma métrica em M. Relacione este resultado com os
exercicio 2.

Considere o espaco das sequéncias, com a distancia usual:
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onde x = (z;) e y = (y;). Mostre que é possivel obter outra métrica substi-
tuindo 1/2° por z; > 0, tal que Y z; converge.

Defina a distancia de Hausdorff e mostre que ela pode munir o conjunto
dos subconjuntos de um espago métrico de uma métrica, o que por sua vez,
se torna um espaco métrico. Defina distancia de Hausdorff em termos de
vizinhanga de conjuntos.

Mostre que o produto cartesiano de dois espacos métricos pode ser munido
de uma métrica.

Mostre que, em um espaco métrico:

a) toda bola aberta é um conjunto aberto.

b) toda bola fechada é um conjunto fechado.

Mostre que, um subconjunto A C M de um espaco métrico é aberto se, e
somente se, é uma reuniao de bolas abertas.

Mostre que a intersecao de um numero infinito de conjuntos abertos pode
nao ser um conjunto aberto.

O conjunto Q é fechado ou aberto em Q7

O conjunto Q ¢ fechado ou aberto em R?
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Mostre que todo espago métrico é aberto em si mesmo.

Seja X um subconjunto do espaco métrico M. Um ponto a € M é dito ponto
de acumula¢ao de X quando toda bola de centro a contém algum ponto de
X, diferente de a. O conjunto dos pontos de acumulacao de X em M ¢é
denotado por X’. Mostre que, dado X C M, tem-se X = X U X".

Dados dois espacos métricos, M e N, mostre que:

a) o conjunto das aplicagoes limitadas descontinuas é aberto no conjunto
das aplicagoes limitadas de M em N.

b) o conjunto das aplicagoes continuas limitadas é um subconjunto fechado
no conjunto das aplicacoes limitadas de M em N.

Dada uma sequéncia (z,) convergente no espago métrico X com limite z,
mostre que toda subsequéncia (z,,) de (x,) é convergente e tem o mesmo
limite x.

Mostre que toda sequéncia de Cauchy é limitada.
Ser limitada garante que a sequéncia seja de Cauchy? E que convirja?

Se (z,,) e (y,) sao sequéncias de Cauchy em um espago métrico (X, d), mostre
que (ay), com a, = d(x,,y,) converge. Dé exemplos.



