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Para corregdo, cada simbolo “v'x 7 o item que o antecede vale X pontos.

Resolucao da Questao 1.

O trabalho € calculado através da integral de linha do campo vetorial:

2m 2m 1
/ F.dr = / F(r(t)) r'(t)dtv 0.4 = / (t,cost,12sint) - (cost, —sint, 6>dt
c 0 0

2w
:/ (tcost—sintcos2t+2sint) dt
0
A 1?2 parcela da integral se resolve por partes:
u=t dv = costdt du=dt v =sint

implicando em

/tcostdt:uv/vdu:tsint/sintdt:tsint+cost+K

A 22 se resolve por substituigdo:
u = cost du = —sintdt

3
cos” ¢
/sintcos2tdt: —/quu: - +

e entao
K

Juntando todas as partes temos

2
2 2
—2cost| =—-——-—(—2)=0.v1.6
cos L 3 ( 3)

cos® ¢

/ F . -dr = [tsint+cost+
C
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Resolucao da Questao 2.

A inspecdo do gréfico nos permite concluir que a orientagdo positiva da curva comeca em ¢t = /3 e termina em
t =304

A drea entdo € calculada pelo Teorema de Green:

V3 V3 t5 t3
A= / xdyv 0.4 = / t2(t? — 1)dt = / (t* —*)dt = [ - =
c V3 V3 5 3

:9\5/3 V3 + 9\[ —V3= 18‘[ —2V3 = g/l.z
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Resolucao da Questao 3.

Temos que no caso

92\ ? 92\ 2
A= 1+ (=) +( 5 ) dAv04 = V1 + 422 + 16y2dA
oz oy
D D

sendo D a elipse
D = {(z,y) : 42* + 16y* < 1}v0.2

Inicialmente, fazemos uma mudanca de varidveis:

U v
U x v Y T =3 y=7
cujo Jacobiano é
d(x,y) $ 0 1
0(u,v) 0 % 8

Assim, a integral se torna

1
8//\/1+u2+v2d14
D

sendo
D = {(z,y) : u* +v* < 1}.

Em coordenadas polares, temos:

1 271 1
= / / vV 1+ r2rdrdo.
8Jo Jo

Agora, fazemos a substituicio
w=1+7r?= dw = 2rdr.

Deste modo, a integral se torna

21

1 2w 2 1 2w 9 3/ w=2 1 27 1
a-g | /1\/Edwd9:16/0 [w ] dé?:/o (VE-1)do = - [(2v2 - 1)6]

m
= —(2V2-1).v1.2
CR 24 15 (2v2-1)

=
6=0
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Resolucao da Questiao 4.
A fronteira da superficie estd na intersec¢@o de um plano com uma elipse. A elipse tem equagdo paramétrica
x(t) = cost y(t) = 2sint

Da equacio do plano:
z=x+Yy+2= z(t) =cost +2sint + 2.

Assim, temos a parametrizacio da curva:
r(t) = costi+ 2sintj + (cost + 2sint + 2)k, 0<t<2r.v04

H4 que se notar porém que esta parametrizacdo € induzida por um vetor normal apontando para cima. Assim, para a
aplicagdo correta do Teorema de Stokes, devemos inverter o sinal. v'(.2

Temos entdo pelo Teorema de Stokes:

2
// rot F-ndS = / F.drv04=— / <2 sint, cost, cos’ t + 2 costsint + 2 cos t>-(— sint,2cost,—sint + 2 cost) dt
C 0

2w
:—/ (—2sin®t + 2cos® t + [~ cos? tsint — 2costsin®t — 2costsint 4+ 2cos’ t + 4 cos® tsint + 4 cos® t])dt
0
27
:—/ (—251n2t—|—66052t+3c08251nt—2costsin2t—2costsint+20053t)dt
0
2
:—/ (=14 cos2t + 3+ 3cos 2t + 3cos’sint — 2costsin®t — 2costsint + 2[1 — sin® t] cos t)dt
0

27
= —/ (2 + 4 cos 2t + 3cos?sint — 4 costsin® t — sin 2t + 2 cost)dt.
0

As integrais envolvendo sin e cos se resolvem por substituicao:

9 9 3 cos? t
u:costidu:—sintdti/cos tsintdt:—/u du:—g—i—K:— 3 K
9 9 u3 sind ¢
u:sint:du:costdt:/sin tcostdt:/u du:?qLK: 3 + K
Juntando as partes temos que a integral resulta em
t=2m
. 3 4 5 1 . 1 1
— |2t + 2sin 2t — cos t—gsm t+§cos2t+2s1nt =— 47r—1+§+1—§ = —-47.v'1.0
t=0
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Resolucao da Questao 5.

Dentro de qualquer superficie fechada S, contendo a origem, sempre podemos definir uma superficie esférica S}
de raio a centrada na origem (desde que a seja suficientemente pequeno).v' 0.4

Dentro do sélido £ compreendido entre .S e .So podemos aplicar o Teorema do Divergente, ja que ali as derivadas
do campo sdo continuas.

O campo no caso é

X Y .

z
F = i+ + k.
@2+ 2P2 (@ P42 (2P 2

Inicialmente, calculamos o divergente:

2 2 2
divF — 1 3z 1 3y 1 3z

($2 + y2 + 22)3/2 o ($2 + y2 + 2’2)5/2+(]}2 + y2 + Z2)3/27(x2 + y2 + 22)5/2+($2 + y2 + 22)3/2 o ($2 + y2 + Z2)5/2
B 3 g Ty 3 3 0.v06
o (22 + y2 + 22)3/2 (22 + y2 + 22)5/2 o (22 +y2 4+ 22)3/2 (22 4 42 4 22)3/2 o

A integral de superficie nesta situagdo € a soma das integrais sobre S7 e S, porém com sinais trocados, ja que o
normal de S aponta para dentro.

//F-dS—//F-dS:/E//diVFdV:O.

So S1

//F.ds—//F.ds.m.4
Sz Sl

Resta-nos agora calcular a integral sobre S;. Note que as derivadas (e o divergente consequentemente) apresentam
uma descontinuidade na origem, o que impede a aplicacdo direta do Teorema do Divergente.

Pelo Teorema do Divergente:

Isto implica finalmente que

Podemos porém calcular pela defini¢do. Parametrizagdo da esfera:
r(¢,0) = asin ¢ cosOi + asin ¢ sin bi + a cos pk
Produto vetorial que aparece no elemento de 4rea:

ry = acos ¢ cos i+ acos ¢sinfj — asin gk

rg = —asin ¢ sin i + a sin ¢ cos 0
i j k
ry Xxrg=| acosgcostl acosgsinf —asing |= (12(sin2 & cos i + sin? ¢ sin 6j + cos ¢ sin k)
—asingsinf asin ¢ cosf 0

Note-se também que o denominador de cada componente de F' na parametrizacdo esférica se torna
(2 + 12 + 22)3/% = (a®sin® ¢ cos® 0 + a® sin® ¢ sin® 0 + a® cos? ¢)>/?

(a®sin® ¢ + a® cos® ¢)*/? = a®.
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Assim, pela definicao:

2m T 1
// F.dS = / / — (asingcosd,asingsind, acos ) - <a2 sin? ¢ cos 0, a® sin® ¢ sin 0, a® cos ¢ sin ¢> dodb
o Jo @
S

2 s
= / / (sin® ¢ cos? § + sin® ¢ sin? 6 + cos? ¢ sin ¢)dedh
o Jo
2 pm 2 pm
= / / (sin® ¢ + cos? ¢ sin ¢)dpdf = / / ([1 — cos? ¢] sin ¢ + cos? ¢ sin ¢)depdh
o Jo o Jo

2 pm 2m
= / / sin ¢pdpdl = / [— cos qﬁ]iig df = [29}328’7 =47.v 0.6
o Jo 0



