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5.1 Introducao

Na geometria Fuclidiana as propriedades que nos possibilitam expressar o comprimento
de vetor e o angulo entre dois vetores sao denominadas de propriedades métricas. No
estudo do IR", em geometria analitica, definimos comprimento de vetores e angulo entre

vetores através do produto escalar
n

x-y:inyi para x,y € IR".
i=1

Nosso objetivo é de estender esses conceitos para os espacos vetoriais sobre um corpo IF.
O conceito de produto interno em um espago vetorial real (complexo) é uma generalizagao
do conceito de produto escalar definido em IR"™. Faremos essa generalizacao através do
estudo de certos tipos de aplicacoes que sao definidas sobre pares de elementos de um

espaco vetorial e tomando valores no corpo.

Denotamos o produto interno entre dois elementos u e v de um espaco vetorial da
seguinte forma: (wu, v). Neste capitulo apresentamos um estudamos das propriedades
geométricas que sao atribuidas a um espaco vetorial por meio de algum produto interno
definido sobre ele. Mais especificamente, estabelecemos as propriedades béasicas, e suas
aplicagoes, dos conceitos de comprimento, angulo e ortogonalidade determinadas ao espago

vetorial pelo produto interno.

5.2 Definicao de Produto Interno

Definicao 5.2.1 Seja V' um espacgo vetorial sobre o corpo IR. Uma aplicagao
(+, )y VxV—DR

que satisfaz as sequintes propriedades:

(1) Simetria: (u,v) = (v,u) ; YVu v €V

(2) Positividade: (u,u) >0 ; YueV, com (u,u) =0 < u = 0Oy
(3) Distributividade: (u+w,v) = (u,v) + (w,v) ; Yuv,w €V

(4) Homogeneidade: (Mu,v) = Mu,v) ; Yu v €V el eR

define um produto interno no espaco vetorial real V.
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Utilizando as propriedades de simetria, distributividade e homogeneidade tem—se
e (u,v+w) = (u,v) + (u,w) para todos  w, v, w € V.
o (u,\v) = Xu,v) para todos u,v eV e Xe R
Assim, dizemos que o produto interno, em um espaco vetorial real, ¢ uma aplicagao

bilinear, isto é, ¢ uma aplicacao linear nas duas variaveis.

Definicao 5.2.2 Seja V' um espacgo vetorial sobre o corpo C. Uma aplica¢ao
(«,):VxV—C

que satisfaz as sequintes propriedades:

(1) Simetria Hermitiana: (u,v) = (v,u) ; Y u,v eV

(2) Positividade: (u,u) >0 ; YueV, com (u,u) =0 <= u = 0y
(3) Distributividade: (u+w,v) = (u,v) + (w,v) ; Y u v,w €V

(4) Homogeneidade: (Mu,v) = Mu,v) ; VYuv eV eleC

define um produto interno no espaco vetorial complexo V.

Podemos verificar que com as propriedades de simetria Hermitiana, distributividade e

homogeneidade temos que:

e (u,v+w) = (u,v) + (u,w) para todos  u, v, w € V.

o (u, v) = Xu,v) para todos u,v eV e XeC
E importante observar que em um espaco vetorial complexo o produto interno possui
a propriedade de simetria Hermitiana, que é necessaria para garantir a propriedade de

positividade. De fato, considere um elemento u € V nao-nulo, como V ¢é um espaco

vetorial complexo, tem—se que o elemento tu € V. Logo, obtemos
(iu,iu) = ii{u,u)y = —1{u,u) < 0

que é uma contradicao, proveniente da nao utilizacao da simetria Hermitiana.

Considerando agora a propriedade de simetria Hermitiana, tem—se que
(iu,iu) = ii{u,u) = (u,u) > 0,

o que mostra a necessidade da propriedade de simetria Hermitiana.
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Definicao 5.2.3 Um espaco wvetorial com produto interno, que denotamos por
(V,(-,-)) € um espago vetorial V  sobre o corpo IF com produto interno (-, ).
Um espaco vetorial real com produto interno é denominado espaco FEuclidiano. Um

espaco vetorial complexo com produto interno é denominado espag¢o unitdrio.

Exemplo 5.2.1 Seja [ = {ey, -+, ey} a base candnica do IR™. Todo elemento

r = (x1, -, x,) € IR" € escrito de modo unico da sequinte forma:

n
r = E xT;€;.
i=1

Em muitas situacoes, por simplicidade de notacao, associamos o elemento x € IR" a

matriz coluna X € M,«1(IR), tendo em vista que 0s espagos vetoriais sao isomorfos,
Ty
X —
Ty,
Desse modo, o produto interno usual do IR™ que vamos denotar por (-, -), denominado

produto interno FEuclidiano, pode ser escrito como:
(x,y) = Z vy, = Y'X =Y, X para todos x,y € IR",
i=1

onde I, € M,(IR) ¢ a matriz identidade de ordem n.

De modo andlogo, no espaco vetorial complexo C™ o produto interno usual, denominado
produto interno Hermitiano, € escrito da sequinte forma:

(x,y) = Z vy, =YX =Y, X para todos x,y € C".
i=1

onde Y* € a transposta Hermitiana da matriz coluna Y .

Exemplo 5.2.2 Considere o espago vetorial real C([a,b]). O produto interno usual é

definido da sequinte forma:

(f.g) = / f@e@de Vi g e Cab).

Exemplo 5.2.3 No espago vetorial real M, (IR) o produto interno usual € definido da

sequinte forma:

(A,B) = tr(B'A) = Y > ayby; i VA B e M(R).

i=1 j=1
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Exemplo 5.2.4 Considere o espago vetorial real C([a,b]) e o elemento w € C([a,b])

estritamente positivo. A aplicagao (-, -) — definida por:

w

(fig), = / w@)f@g@)de ;. Yf g€ Clab),

define um produto interno com peso no espago vetorial C([a,b]).

Exemplo 5.2.5 Considere o espaco vetorial real IR™. Verifique se as aplicag¢oes abaizo

definem um produto interno em IR™.

1. (z,y) = Z%’yz‘
i=1

2. <$7y> =

n
E XTiYi
i=1

8 (z,y) = (Z% (Z%‘)

Exemplo 5.2.6 Seja V' um espago vetorial real munido do produto interno (-, -) e

T um automorfismo de V. Mostre que a aplicagao
fG,): VxV — R
(U, U) — f(U’7 ’U) = <T(u) ) T<U)>
define um produto interno em V.

Para mostrar que a aplicagdo f(-,-) satisfaz as propriedades de simetria, distributividade
e homogeneidade, basta utilizar a hipotese que T ¢é um operador linear e em seguida a

hipétese que (-, -) é um produto interno em V.

Para mostrar que a aplicagdo f(-,-) ¢é positiva vamos utilizar a hipétese que 7' é um
isomorfismo, isto é, T é um operador injetor (Ker(T) = { Oy }), e a hipétese que (-, -)

é um produto interno em V. De fato,
flu,u) = (T(u), T(u)) = 0,
pois (-, -) é um produto interno em V', e temos que
flu,u) = (T(w), T(u)) = 0 <= T(u) = 0y <= u = 0Oy,

pois T' é um operador injetor, o que completa a prova.



288 Algebra Linear e suas Aplicagdes: Notas de Aula

Dada uma matriz A € IM,(IR) vamos definir o operador linear T4 sobre o IR"

associado a matriz A = [a;;] da seguinte forma: y = Tu(x) para x € IR", onde a
i—ésima componente do elemento y = (yy, --- , y,) € IR" é dada por:
n
yi:Zaijxj ; 1=1,---,n.
j=1
Desse modo, podemos representar o elemento y = T4(z) na forma de matriz coluna

como Y = AX, onde

T n

Tn Yn

A notacao utilizacao para representar o operador T serd muito ttil no exemplo a seguir.

Exemplo 5.2.7 Considere o espago vetorial IR™ munido do produto interno usual (-, - ).
Mostre que se A € M, (IR) é uma matriz simétrica, entao (Ta(z),y) = (x, Ta(y))

para todo x, y € IR", onde Ty ¢é operador linear associado a matriz simétrica A.

Inicialmente, considerando o espaco vetorial IR™ com a base canonica, vamos representar

os elementos © = (21, -+, Zn), ¥y = (Y1, -+, yo) € IR™ na forma de matriz coluna
T n
Ty, Yn

Finalmente, escrevendo o produto interno usual do /R™ na forma matricial e utilizando

a hipétese que A é uma matriz simétrica, temos que
<TA($)a y> = YtAX = (AtY)tX = (AY)tX = <ZL‘, TA(y) >7
mostrando o resultado desejado.
Exemplo 5.2.8 Seja V' um espago vetorial real munido do produto interno (-, -) e T

um operador linear sobre V. Se (T(u), T(v)) = (u,v) para todos u,v € V, entio

T ¢ um operador injetor.

Sabemos que T ¢é um operador injetor se, e somente se, Ker(T) = { 0y }. Tomando

um elemento u € Ker(T), isto é, T(u) = Oy, e utilizando a hipdtese, temos que
Or = (T(u), T(u)) = (u, u) = u = Oy.

Portanto, Ker(T) = { Oy }, o que mostra o resultado desejado.
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Matriz do Produto Interno

Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo IF', que pode ser IR ou
C, munido do produto interno (-, -) e [ = {wvy, -+, v,} uma base ordenada de
V. Vamos mostrar que o produto interno pode ser completamente descrito em termos de

uma dada base por meio de uma determinada matriz.

Considere os elementos u, v € V| que podem ser representados de modo tinico da forma:

n n
u = E T;U; [§ v = E Y;U; .
j=1 =1

Desse modo, temos que

(. v) = éxﬂj,w
_ gwj,w
- jzi;xjwj,mg@(vj,m
=Y S (v,

j=1 i=1

= Z Zaijxj@i
j=1 i=1

= Y*AX

onde X,Y € M,y (IF) sado as matrizes de coordenadas dos elementos u e v em

relacao a base ordenada [, respectivamente, isto é,

1 Y
o Un

e a matriz A = [a;;] € M, (IF') com os elementos dados por:
a; = (v, v) para ij=1--,n,

¢ denominada matriz do produto interno em relagao a base ordenada f.
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Podemos verificar facilmente que A é uma matriz Hermitiana. De fato,

a; = (vj,v) = (vi,v) = @y

para i, j = 1, ---, n. Portanto, mostramos que A* = A.

Da propriedade de positividade do produto interno, temos que

<U,U> = iiaijxj@ = X'AX > 0

j=1 i=1

para todo u # 0Oy. Desse modo, temos que a matriz de coordenadas

T
X =T[us=1|:] # Onsaw) -
T
Portanto, temos que
X"AX > 0 para todo X # Oty () - (5.1)
Além disso, sabemos também que
(u,u) =0 = u = 0y .
Assim, temos que
XAX = 0 <<= X = Oppm) - (5.2)

Como A ¢é Hermitiana e satisfaz a propriedade (5.1), dizemos que A ¢é uma matriz
positiva—definida. As matrizes positiva-definidas serao estudadas com mais detalhes

nas segoes 6.4 e 6.7, onde iremos fazer uma caracterizacao, facilitando sua identificagao.

Finalmente, podemos observar que a matriz do produto interno A deve ser invertivel.
De fato, caso contrario, existiria um elemento X # Opg,, () tal que AX = Opn, 0

que leva a uma contradigao com a propriedade (5.1), pois terfamos
X'AX =0

para X 75 OMnxl(F)'
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Exemplo 5.2.9 Considere o espago vetorial real IR™ munido com o produto interno
usual (-, -) e com a base candnica B = {ey, ---, e, }. Podemos verificar facilmente

que I, € a matriz do produto interno usual com relacao a base canonica [3.

Exemplo 5.2.10 Considere o espaco vetorial real IR* munido com o produto interno

usual (-, -) e com a base ordenada T' = { vy, ve, v3} dada por:

v =(1,0,-1) , w=(1,2,1) e v3=(0,-3,2).

Podemos verificar facilmente que a matriz A = |a;;] dada por:
2 0 -2
aij = (vj, vi) = (vi,v5) = a — A = 0 6 —4
-2 —4 13

€ a matriz do produto interno usual com relacao a base ordenada T'.

Exemplo 5.2.11 Considere o espaco vetorial real IR?> munido com o produto interno

usual (-, -) e com a base ordenada T' = { vy, vo } dada por:
vy = (1,-1) e ve = (1,1).

Podemos verificar facilmente que a matriz A = [a;;] dada por:

2 0
a; = (vj,v) = (vi,v;) = a3 = A = [O 2]

€ a matriz do produto interno usual com relacao a base ordenada T'.

Exemplo 5.2.12 Considere o espago vetorial real Py(IR) com o produto interno

(p,q) = / p@a@)ds ;¥ pg € PuR).

Podemos verificar facilmente que a matriz A € IM3(IR) dada por:

= =Wl =N =
=P W=

¢ a matriz do produto interno (-, -) com relagdo a base canonica

B ={pmx) =1, pa(2) = 2, ps(a) = 2”},

que € a matriz de Hilbert de ordem 3.
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Exemplo 5.2.13 Considere o espago vetorial real P3(IR) com o produto interno
1
(p.q) = / p(x)g(z)dz ;¥ p.q € Ps(R).
-1

Podemos verificar facilmente que a matriz A € IMy(IR) dada por:

20 2 0

3

2 2
0> 0 =

4 - 3 5
~ 2 2
S0z 0

3 5
2 2
0= 0 =
L5 T

¢ a matriz do produto interno (-, -) com relagdo a base canonica
B={pr) =1, p(r) = o, ps(a) = 2%, pa(x) = 2°}.

Para exemplificar a utilizacao da matriz do produto interno, considere os polinomios
p, ¢ € P3(IR) dados por:

plz) =1 4+ 22 + 2° e qiz) =3 + 1 — 2%

Desse modo, o produto interno entre os elementos p, ¢ € P3(IR), isto é,
1
(p,q) = / p(x)q(z)dz,
-1

pode ser calculado da seguinte forma:

106

— YiAX = ——
(p,q) TR

onde X,Y € M, (IR) sao as matrizes de coordenadas dos elementos p e ¢ em

relagao a base canonica de Ps3(IR), respectivamente, isto é,

X = [ps =

_— O N =

E importante observar que a utilizacao da matriz do produto interno torna o calculo do

produto interno em P3(I[R) mais simples, envolvendo somente produto de matrizes.
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Exemplo 5.2.14 Considere o espaco vetorial real IR" com a base canonica

B = {617"'a6n}'

Podemos descrever todos os produtos internos sobre IR"™ através de suas matrizes em

relacdo a base canonica.

De fato, considere uma matriz A = [a;;] € M, (IR) satisfazendo as propriedades:
At = A e X'AX > 0 para todo X # Ongpui(m) >

e definimos o produto interno entre os elementos u, v € IR",

U:(ﬂfl,"',l'n) € U:(ylv"'ayn)v
da seguinte forma:
(u,v) = Z Zaijxjyi = Y'AX
j=1 i=1

onde X,Y € MM,y (IR) sdo as matrizes de coordenadas dos elementos u e v em

relacao a base candnica f3, respectivamente, isto é,

Tn Yn

Portanto, fixando uma base ordenada [ para um espaco vetorial V' de dimensao finita
sobre o corpo IF, digamos dim(V) = n, podemos obter uma descrigao de todos os
produtos internos possiveis sobre V. De fato, se A € IM,([F) é uma matriz com as

propriedades:
A* = A e X*AX > 0 para todo X # Opi ()

entao A ¢é a matriz de algum produto interno sobre V' em relagao a base ordenada f.

Sendo assim, esse produto interno é definido da seguinte forma:
(u,v) = YTAX,

onde X,Y € DM,y (F) sdo as matrizes de coordenadas dos elementos u e v em

relacao a base ordenada [, respectivamente.
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FExercicios

Exercicio 5.1 Seja V' um espaco vetorial real. Considere que (-, ), e (-, ), sao

dois produtos internos em V. Prove que a aplicagao (-, -) dada por:
(u,v) = (u,v), + (u,v), ; u,v €V

define um novo produto interno em V.

Exercicio 5.2 Sejam V um espago vetorial real de dimensao finita munido do produto
interno (-, -) e B ={vy, -, v,} wma base de V. Dados os escalares ci, -+, ¢y,

mostre que existe um unico elemento u € V' tal que

(u,v;) = ¢ para i=1,---,n.

Exercicio 5.3 Considere o espaco vetorial real U definido por:
U = {px) € Ps(R) / p(-1) = p(1) = 0}.
Mostre que a aplicagao
1
(boa) = [ P@W@is i ¥pacU,

define um produto interno em U.

Exercicio 5.4 Considere o espaco vetorial real 'V definido por:

V= {feCab]) / fla) = f(b) = 0}.

Mostre que a aplicacao definida por:
b
Fifg) = [ f@g@is 5 Vigev

define um produto interno em V.

Exercicio 5.5 Verifique se a aplicacao definida por:

mezlﬁummm .V g e c(o)

define um produto interno em C([0,1]).

Exercicio 5.6 Mostre que a aplica¢io (-, -) : Po(IR) X Po(IR) — IR dada por:

(p,q) = p(=1)q(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1)

define um produto interno no espago vetorial real Py(IR).
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Exercicio 5.7 Considere o espago vetorial real M, (IR), isto é, o espago vetorial das

matrizes de ordem m X n sobre o corpo IR. Mostre que a aplicag¢do

(A,B) = Y Y ayby; = tr(B'A) ; YV A B€E Muyw(R),

i=1 j=1

define um produto interno sobre M, ., (IR).

Exercicio 5.8 Considere o espaco vetorial IR? e a matriz diagonal D dada por:
2 0
D = .
0 4

(z,y)p = y'Dx

Mostre que a aplicacao

define um produto interno em IR?, considere os elementos de IR*> representados na
)

forma de vetor coluna.

Exercicio 5.9 Considere o espaco vetorial IR" e a matriz diagonal D dada por:
D = diag(dy, -+, dy,)
com d; >0 para 1 =1, ---,n. Mostre que a aplicacao
(r,y)p =y' Da

define um produto interno em IR", considere os elementos de IR"™ representados na

forma de vetor coluna.

Exercicio 5.10 Sejam o espago vetorial real My (IR) e uma matriz A € DMy(IR).

Mostre que a aplicacao
fa(X,Y) = Y'AX ; V X, Y € My (R),

define um produto interno sobre IMsy1(IR) se, e somente se, A' = A, a;; > 0,
axp > 0 e det(A) > 0.

Exercicio 5.11 Mostre que a aplicacdao

(u,v) = T1y1 — T1 Y2 — Y1 T2 + 4T3 Yo

define um produto interno em IR%, onde u = (x1, 2) e v = (yi, y2). Determine a

matriz do produto interno (-, -) com rela¢io a base candnica do IR?.
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Exercicio 5.12 Considere o espago vetorial real P2(IR) munido com o produto interno
(P, q) = p(=1)a(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1)
para todos p, ¢ € Pa(IR).

(a) Determine a matriz do produto interno (-, -) em relagao a base candénica
B =A{n) =1,p@) =z, p) =2}
(b) Considere os polinomios p, ¢ € Po(IR) dados por:
p(z) = =1 + 3z + 2? e q(z) = 4 + 2z — 2%,

Determine o produto interno entre os elementos p, q € P2(IR) wutilizando a matriz

do produto interno, isto €,

(p,q) = Y'AX,

onde A € a matriz do produto interno e X,Y € DMy (IR) sdo as matriz de

coordenadas dos polinomios p, ¢ com relacao a base canonica, respectivamente.
(¢) Determine todos os polinémios q € Po(IR) tais que

(p,q) =0

utilizando a matriz do produto interno.

Exercicio 5.13 Considere o espago vetorial real P3(IR) com o produto interno

(p,q) = /_1 p(x)q(x)x?de ;¥ p,q € Ps(R).

1
Determine a matriz do produto interno (-, -) em relagdo a base canonica

B=Ap) =1, m@) =2, p) =" pl) =27}

Considere o polinomio p € P3(IR) dado por:
p(z) = 2 — o + 42® + 2°.
Determine o produto interno (p, p) utilizando a matriz do produto interno, isto €,
(p.p) = X'AX,

onde A € a matriz do produto interno e X € IMsy1(IR) € a matriz de coordenadas do

polinémio p com relacao a base canoénica.
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5.3 Desigualdade de Cauchy—Schwarz

Teorema 5.3.1 Seja V' um espago vetorial real munido do produto interno (-, ).

Entao, para todos w,v € V' temos que
(w,v)" < (u,u)(v,v).

Além disso, a igualdade € vadlida se, e somente se, 0s elementos u e v sao linearmente

dependentes.

Demonstracao — No caso em que os elementos u e v sao linearmente dependentes,
a igualdade ¢é obtida trivialmente. Vamos considerar u e v linearmente independentes,

isto é, u + Av # 0Oy para todo A € IR. Desse modo, temos que
(u + Av,u + Av) = (u,u) + (u, A\v) + (Av,u) + A (v, v)
= (u,u) + 2X{(u,v) + X(v,v) >0

¢ uma inequacao de segundo grau na variavel .

Note que a equacgao do segundo grau
(u,u) + 2 (u,v) + X {(v,v) =0
nao possui raizes reais. Assim, devemos ter
4{u,v)’ — 4{u,u)(v,v) < 0 = (u,v)* < (u,u)(v,v)

o que completa da demonstracao. [ |

Exemplo 5.3.1 Considere o espaco vetorial real IR® munido do produto interno usual.

Verifique a desigualdade de Cauchy—Schwarz para u = (1,-2,1) e v=(3,—1,1).

Exemplo 5.3.2 Considere o espago vetorial C([—1,1]) com o produto interno usual

(f.9) = _lf(l“)g(ﬂf)daf ; vV fg € C(l=m7]) .

Verifique a desigualdade de Cauchy—Schwarz para os elementos f(z) = z e g(x) = 5.
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Teorema 5.3.2 Seja V' um espago vetorial complezo munido do produto interno (-, - ).
Entao, para todo w,v € V temos que

[{u, o) < (u,u)(v,0).

Além disso, a igualdade é vdlida se, e somente se, os elementos u e v sao linearmente

dependentes.

Demonstragao — No caso em que os elementos © e v sao linearmente dependentes,
a igualdade é obtida trivialmente. Vamos considerar u e v linearmente independentes,

isto é, u + Av # Oy paratodo A € C. Desse modo, temos que

0 < (u+Av,u+dv) = (u,u) + (u, v) + (Av,u) + | (v, )

= (u,u) + Mu,v) + Mo, u) + | A (v, v)
Para o caso complexo, vamos escrever (v, u) € C da seguinte forma
(v,u) = exp(if) |[(v, u)| ; 0 € [0,2m)

assim, temos que

Desse modo, temos que
(u,u) + 2Re(Xexp(if) ) [(u,v)| + [A[(v,0) > 0

chamando S = Mexp(if) € C , note que |[A|° = |3]* e observando que

|Re( )| < |B]. Assim, encontramos
(w,u) + 2[B][{u,v)] + B (v,v) > 0

podemos concluir que a fun¢ao quadratica em || nao possui raizes reais. Desse modo,

temos que
A {u, 0))? — Hu,u)(v,v) < 0 = [{(u,v)]® < (u,u)(v,v)

0 que completa a demonstracao. [ |
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5.4 Definicao de Norma. Norma Euclidiana

Defini¢ao 5.4.1 (Norma) Seja V' um espago vetorial sobre o corpo IF'. Uma norma,
ou comprimento, em V€ uma aplicagao || - || que para cada elemento uw € V associa
um nimero real ||ul|, que possui as sequintes propriedades:

(a) Positividade: |[u| >0 para u # 0y , com |u| =0 <= u = 0Oy.
(b) Homogeneidade: ||Au| = |A| || uw| paratodo w e V 6\ e IF.

(¢) Desigualdade Triangular: |u + v| < |u]| + ||v]| para todos w,v € V.

Um espago vetorial V' munido de uma norma || - || é denominado espago normado,

que denotamos por (V, |- ).

Exemplo 5.4.1 No espaco vetorial real IR"™ temos as sequintes normas

(a) Norma do Mdzimo: ||z = max{|z;| ; 1 < i <n}

(b) Norma-1 ou Norma do Tdazxi: | z|; = Z | z; |
i=1

Podemos verificar facilmente que as aplicagoes || - [l € |- |1 satisfazem as propriedades

de norma utilizando as propriedades de modulo de um ntumero real.

Exemplo 5.4.2 Considere o espago vetorial real IM,(IR). A aplica¢ao

n
Al = maX{Z la;| 5 1<i< n}
j=1

define uma norma em IM,(IR).

Exemplo 5.4.3 Considere o espago vetorial real M, (IR). A aplicagdo

Al = maX{Z laij| 5 1 <3< n}
1=1

define uma norma em IM,,(IR).
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Teorema 5.4.1 Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo IF munido do produto interno
(-, ). Entao, a aplicagio q(-) :V — IR definida da sequinte forma:

qu) = v/ (u,u) 3  NVuelV,

satisfaz as propriedades de norma:
(a) Positividade: q(u) > 0 para uw # Oy , com qu) = 0 <= u = Oy
(b) Homogeneidade: q(Au) = |A|q(u) para todo v € V., X\ € IF

(¢) Desigualdade Triangular: q(u + v) < q(u) + q(v) para todos w,v € V

Demonstragado — Vamos provar que a aplicagdo ¢(-) define uma norma em V com
relagdo ao produto interno (-, -), que denotamos por || - |2, denominada Norma

Euclidiana. As propriedades (a) e (b) seguem das propriedades de produto interno.

Para mostrar que a aplicacao || - || satisfaz a propriedade da desigualdade triangular,

utilizamos a desigualdade de Cauchy—Schwarz escrita da forma:
[{u,v)] < |lul2]|lv|2 para todos u,v e V.
Temos que
lutvll; = (utv,utv) = (u,u) + (u,v) + (v, u) + (v,v)

Inicialmente considerando um espaco vetorial real, tem—se que

lu+v|3 = (u,u) + 2{u,v) + (v,v) < {u,u) + 2 [{u,v)| + (v,v)
Utilizando a desigualdade de Cauchy—Schwarz, obtemos

lutollz < (u,u) + 2[ullzllvlz + (v, v) = [ull; + 2[ulzlviz + v

lutoll} < (fullz + [vll2)* = lutvie < [ulz + (vl

o que completa a prova para o caso de um espaco vetorial real.
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Finalmente, para um espago vetorial complexo, temos que

lut+vlz = (u,u) + (u,v) + {u,v) + (v,v)
= (u,u) + 2Re((u,v)) + (v,v)
< (u,u) + 2 |Re((u,v))| + (v,v)

< {u,u) + 2 {u, v} + (v, v)
Utilizando a desigualdade de Cauchy—Schwarz, obtemos
lutolly < (u,u) + 2)ulzllvlle + (v, 0) = [lulz + 2[ullz2fviz + v
Portanto, temos que
lutvly < (lull: + lvl2)* = llutvlz < [lullz + o]

0 que completa a demonstracao. [ |

Definicao 5.4.2 Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo IF'. Uma aplicagao
di-,-): VxV — R
(u,v) —> d(u,v)

com as propriedades:

(a) Positividade: d(u,v) > 0, com d(u,v) = 0 <= u = v

(b) Simetria: d(u,v) = d(v,u) ; Y u,v €V

(¢) Desigualdade Triangular: d(u,v) < d(u,w) + d(v,w) ; Y u,v,w € V
define uma métrica, ou distancia, no espaco vetorial V.

Um espago vetorial V' munido de uma métrica d(-,-) é denominado espago métrico,

que denotamos por (V, d(-,-)).

Teorema 5.4.2 Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo IF' com uma norma || - ||.
A aplicacao
d-,): VxV — R
(w,0)  — du,v) = |lu—v]

define uma métrica no espaco vetorial V.

Demonstragao — A prova pode ficar a cargo do leitor. (l
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Exemplo 5.4.4 Considere o espago vetorial real C([0,1]). A aplicag¢ao

[ fllo = max{ [f(x)[ , = €[0,1]}

define uma norma em C([0,1]). Dada a fungio f(z) =1— exp(—z), calcular || f |-

Exemplo 5.4.5 Considere o espago vetorial real C([0,1]). A aplicagao

1Flh = /!f Vlde ;Y f e (o)

define uma norma em C(]0, 1])

Exemplo 5.4.6 Considere o espago vetorial C([0,1]) munido do produto interno usual

— /0 f@)g(x)dz ;Y f g€ c0.1])

Sabemos que a aplicacio || flla = /(f, f) define uma norma em C([0,1]). Dada a
funcgao f(x) = cos(mz), calcular || f 2.

Exemplo 5.4.7 Considere o espago vetorial C([0,1]) munido do produto interno usual.

Verifique a desigualdade de Cauchy-Schwarz para as fungoes f(z) = x e g(xr) = 2%

Exemplo 5.4.8 Considere o espago vetorial C([0,1]) munido do produto interno usual

e || - 2 a norma Euclidiana. Dadas as funcies f(x) = x e g(x) = 2%, determine

d(f,9) = I = gl

Utilizando a definicao da métrica Euclidiana, temos que

IF—glle = \/ / (f(2) — g(a)Pdr = \/ / (r — 2*)de

1
= \//(x2—2x3+x4)da: = @
. 30

d(f,g)
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5.5 Definicao de Angulo. Ortogonalidade

Seja V' um espaco vetorial real munido do produto interno (-, -). Observe que utilizando
a desigualdade de Cauchy—-Schwarz mostramos que para quaisquer elementos nao—nulos
u, v € Vo quociente
(u,v)
Fullz [[v]l2
estd no intervalo [—1,1]. Desse modo, existe um nimero real 6 € [0,27] tal que
(u,v)
Fullz [Vl

Além disso, existe um tnico valor ¢ € [0, 7] satisfazendo a igualdade. Assim, podemos

= cos(f) .

ter a nogao de angulo entre dois elementos de um espaco vetorial munido com um produto

interno, que sera compativel com a definicao de ortogonalidade que apresentamos a seguir.

Definicao 5.5.1 (Angulo) Seja V' um espaco vetorial real munido do produto interno
(-,-). O fingulo entre dois elementos nao—nulos u, v € V € definido como sendo o

valor 6 € [0,7] que satisfaz a equagao

(u, v)
lalla (o]l

cos(f) =

Defini¢ao 5.5.2 (Ortogonalidade) Seja V' um espago vetorial sobre o corpo IF com
o produto interno (-, -). Dizemos que os elementos wu, v € V  sdo ortogonais se, e

somente se, (u,v) = 0, e denotamos por u L v.
Podemos observar facilmente que

(u,v) =0 <= cos(f) =0 <= 92% para 0 <0 <7,
mostrando a compatibilidade entre os conceitos de angulo e ortogonalidade.

Teorema 5.5.1 Num espaco vetorial V munido do produto interno (-, -), temos as

sequintes propriedades:

1. Oy L v paratodo v € V ;

2. u L v implica v L wu;

3. 8¢ v L u paratodo uw € V, entio v = Oy ;
4. 8¢ v L w e u Ll w, entio (v + u) L w;

5. Se v L u e X\ ¢€um escalar, entado v L wu.

Demonstragao — A prova pode ficar a cargo do leitor. 0
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Exemplo 5.5.1 Considere o espaco vetorial C([0,1]) munido do produto interno usual.
Determine o dngulo entre as fungoes f(x) = z e g(z) = 22, de acordo com a

geometria gerada no espaco vetorial pelo produto interno usual.

Definicao 5.5.3 Considere V' um espaco vetorial sobre o corpo IF' munido do produto

interno (-, -). Seja S = { vy, -+, v, } um conjunto de elementos de V com
(vi,v;) = 0 para i # j. Entdo, dizemos que S € um conjunto ortogonal
em V  com relagio ao produto interno (-, -). Além disso, se ||vj|l. = 1 para
j =1,---,n, dizemos que S ¢ um conjunto ortonormal em V.

Teorema 5.5.2 Sejam V' um espaco vetorial sobre o corpo I munido do produto

interno (-, -) e S = {wvy, -+, v, } wum conjunto ortogonal em V  com elementos
v; # Oy para j = 1,---, n. Entao, S € linearmente independente em V.
Demonstragao — A prova pode ficar a cargo do leitor. 0

Teorema 5.5.3 (Teorema de Pitagoras) Sejam V um espaco vetorial real munido
do produto interno (-, -) e || - |l a norma proveniente do produto interno. Entao, os

elementos w, v € V sao ortogonais se, e somente se,
To+uly = Tulz + vl
Demonstragao — A prova pode ficar a cargo do leitor. U

Teorema 5.5.4 (Lei do Paralelogramo) Sejam V' um espago vetorial complexo com
o produto interno (-, -) e | - |2 a norma proveniente do produto interno. Entao, para

todos u, v € V tem-se que
lv+uly + Tu—-vl3 = 2wl + 2 v];.
Demonstragao — A prova pode ficar a cargo do leitor. U

Proposicao 5.5.1 (Lei dos Cossenos) Sejam V' um espaco vetorial real munido do
produto interno (-, -}, || - |l2 a norma proveniente do produto interno e os elementos

u, v € V. nao—nulos. Se 6 ¢é o angulo entre os elementos u e v, entao
lu vl = [lullz + [vlz £ 20ullz| vl cos®).

Demonstragao — A prova pode ficar a cargo do leitor. 0
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Exemplo 5.5.2 Considere o espago vetorial C([—m,w|) com o produto interno usual
(f.9) = [ [flgl@)de 5V fig e C(-mn]) .

O conjunto { sin(z), sin(2z), -- -, sin(nz), --- } € ortogonal com relagio ao produto

interno usual de C([—m,7]).

Basta utilizar a seguinte identidade trigonométrica

sin(ng) sin(mz) = cos((n —m)x) ; cos((n+m)z) ’

simplificando o cdlculo das integrais, para obter o resultado desejado.

Exemplo 5.5.3 Considere o espaco vetorial C([—m,w|) com o produto interno usual
(f,9) = f@)g(@)de vV f.g € C([=m7]) .

O conjunto {1, cos(z), cos(2x), ---, cos(nz), ---} € ortogonal com rela¢ao ao produto

interno usual de C([—m,7]).

Basta utilizar a seguinte identidade trigonométrica

cos(nz) cos(mz) = cos((n —m)x) —;— cos((n +m)x) ’

simplificando o calculo das integrais, para obter o resultado desejado.

De fato, por simplicidade vamos utilizar a seguinte notacao
or(z) = cos(kx) para E=0,1,2 - n, .
Para n = m = 0 temos
(o, po) = / ldx = 2.
Para n = m # 0, utilizando a identidade trigonométrica acima, temos que
1 [" 1 ["
(On, pn) = 5 ldx + 3 cos(2nx)dx

+ e (2nx)
= — sin
T 4nS nw

—T
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Para n # m, utilizando a identidade trigonométrica acima, temos que
1 [ 1 [
(On, Om) = 5/ cos((n —m)zx)dx + 5/ cos((n +m)x)dx

sin((n 4+ m)x) = 0.

—T

1 ,
= =) sin((n — m)x)

Assim, obtemos o resultado desejado.

* 2(n+m)

—T

Exemplo 5.5.4 Sejam V um espaco vetorial complexo com o produto interno (-, -)
e || - |l2 amnorma proveniente do produto interno. Vamos mostrar que o produto interno
fica completamente determinado pela sua “parte real”, isto €, o produto interno pode ser

representado da sequinte forma:
(u,v) = Re({(u,v)) + iRe((u,w))

para todos w, v € V.

De fato, se z € C , entdo Im(z) = Re(—iz). Desse modo, temos que
(u,v) = Re((u,v)) + iIm({u,v))

= Re((u,v)) + iRe(=i{u,v))

= Re({u,v)) + iRe((u,w))

o que completa a prova da afirmacao.

Exemplo 5.5.5 Considere o espago vetorial complexo C3 munido do produto interno

usual, e os elementos x,y € C3, representados na forma de vetor coluna, dados por:

? 3—1
X = |2+ 3% € Y = [4—2
1424 5+ 3¢

Desse modo, temos que
(z,y) = Y'X = 12 + 26i.
Podemos observar facilmente que
(z,y) = Re((u,v)) + iRe(=i{u,v))
= 12 4+ iRe(26 — 12i)

= 12+ 260

exemplificando a propriedade descrita acima.
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FExercicios
Exercicio 5.14 Sejam aq, as, ---, a, reais quaisquer. Mostre que
ay + as + -+ a, \’ < (af + a3 + -+ + ap)
n - n ’
utilizando a desigualdade de Cauchy—Schwarz em IR™.
Exercicio 5.15 Sejam ay, ---, a, reais estritamente positivos. Mostre que
1 1
(a1 + -+ + an)(— + -+ —) > n?,
a1 Qnp,

utilizando a desigualdade de Cauchy—Schwarz em IR™.

Exercicio 5.16 Considere o espago vetorial real Py(IR) com o produto interno

o) = [ Ve PR,
Dados os polinomios
plz) =2+ 2 , qlr) =3z — 2 e h(z) = 2* — 3,
determine

(p,q) , (p+a,q) , lpllz , llg+hllz , dph) e cos(f),

onde 0 € o angulo entre os polinomios p(x) e h(x).

Exercicio 5.17 Considere o espaco vetorial real Moy 3(IR) com o produto interno usual
(A, B) = tr(B'A).

Dadas as matrizes
1 0 2 1 -2 1 2 — 2
, B = e C = s ,
-1 2 1 1 0 3 1 0 —1
determine

(A, B) , (A+B,C) , Al , [IBl2 e  cos(d),

A:

onde 0 € o angulo entre as matrizes A e B.

Exercicio 5.18 Considere o espaco vetorial real IR* munido do produto interno usual.
Determine os valores do parametro « de modo que os elementos u = (1,2,,3) e

v = (a,2,a,—2) sejam ortogonais, isto €, (u,v) = 0.
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Exercicio 5.19 Mostre que a aplica¢io (-, -) : Pi(IR) x Pi(IR) — IR dada por

(p,q) = p(0)q(0) + p(1)q(1)

define um produto interno no espaco vetorial Pi(IR). Determine todos os polinomios
q(z) = a + bx € Pi(IR) que sdo ortogonais ao polinomio p(x) = 1 + x com relagdo
ao produto interno (-, -).

3
Resposta: | ¢(z) = a(l — —x) , a€ R

Exercicio 5.20 Considere o espago vetorial Pi(IR) munido do produto interno

(f,9) = /0 f(®)g(t)dt.

Determine todos os polinomios q(x) = a + bx € Pi(IR) que sao ortogonais ao

polinémio p(x) = 1 + = com rela¢ao ao produto interno (-, -).

Resposta: | q(z) = a(l — gx) , a € IR

Exercicio 5.21 Seja V' um espago vetorial real munido do produto interno (-, -) e
| - ll2 a norma Euclidiana. Sejam w, v € V' nao-nulos. Prove que (u,v) = 0 se, e

somente se, ||u + avllys > ||ulla para todo a € IR.

Exercicio 5.22 Seja V' um espaco vetorial real munido do produto interno (-, -).
Mostre que
full: = [lvlz <= (ut+v,u—v) =0,

para todos w,v € V.

Exercicio 5.23 Considere o espaco vetorial real IR®* munido do produto interno usual.
Dados o elementos v = (1,1,0) e v = (0, 1, 1), determine o elemento w € IR® de

modo que ||wly =1 e (u,w) = (v,w) = 0. Dé uma interpretagio geométrica.
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Exercicio 5.24 Considere o espago vetorial real C([0,1]) munido do produto interno

usual (-, -). Dadas as fungdes g(xr) = exp(—x) e f(z) = x. Determine
(a) (f.9)

) I flles Ngllos Mz e gl

(c) dif.g) = f—g -

(d) d(f.9) = Il [=9 [l

(e) Verificar a desigualdade de Cauchy-Schwarz aplicada as funcgoes f e g.

(f) Verificar a desigualdade triangular || f+g |1 < || f 11+ || g |-

Exercicio 5.25 Considere V' um espaco vetorial complero munido do produto interno
(-,-) e || - |l2 a norma proveniente do produto interno. Mostre que se os elementos

u,v € V sao ortogonais, entao
lv+wly = [Tulz + [ vl3.

A reciproca € verdadeira ? Justifique sua resposta.

Exercicio 5.26 Considere 'V wum espaco vetorial complexo com o produto interno

(-,-) e |l - |l @ norma proveniente do produto interno. Mostre que
luw £ vlz = llulz £ 2Re({u,v)) + [vl3

para todos u, v € V.

Exercicio 5.27 Considere V' um espago vetorial real com o produto interno (-, ) e

| - [l2 @ norma proveniente do produto interno. Mostre que

2

para todos uw, v € V.

Exercicio 5.28 Considere V' um espago vetorial complexo com o produto interno

(-,-) e |l - |l @ norma proveniente do produto interno. Mostre que
1 1
(w,0) = Flu+olp — Flu— vl
+ et wld = Sl )3

para todos uw, v € V.
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Exercicio 5.29 Seja V' wum espaco vetorial complexo munido com o produto interno
(-, ). Mostre que o angulo entre dois elementos nao—nulos u, v € V pode ser definido,

i
sem ambiguidade, como sendo o valor 6 € [O, 5] que satisfaz a equagao

cos(f) = M, v)| :
fullz (vl
Exercicio 5.30 Sejam V'  um espaco vetorial real e ||-|| wma norma em V  que

satisfaz a Lei do Paralelogramo, isto €,
lu+ vl + Ju—vl* = 2ul* + 2[v]|
para todos u, v € V. Mostre que a aplicagao (-, -) definida por:
1 2 2
(u,0) = Z(llu+vl® = llu—-2v|*)
para todos w, v € V', define um produto interno em V'  tal que
lull* = (u, u)

para todo u € V.

Exercicio 5.31 Considere o espago vetorial C([0,1]) munido do produto interno usual.
Determine uma funcao afim f(x) = ax + b, com a,b € IR, que seja ortogonal com
a fungao g(x) = 2, de acordo com a geometria gerada no espago vetorial pelo produto

interno usual.
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5.6 Base Ortogonal. Coeficientes de Fourier

Definicao 5.6.1 Seja V' um espago vetorial de dimensao finita sobre o corpo IF com
o produto interno (-, -). Dizemos que uma base B = {q, -+, q.} de V € uma
base ortogonal se [ ¢é um conjunto ortogonal em V. No caso em que o conjunto f3

¢ ortonormal, dizemos que [ ¢ uma base ortonormal de V.

Teorema 5.6.1 Sejam V' um espacgo vetorial de dimensao finita sobre o corpo IF' com
o produto interno (-, -) e B = {q, -, q} uma base ortogonal de V. Entao,

todo elemento uw € V € escrito de modo unico da sequinte forma:

n
<anZ>
u = a; q; com o = ——— .
; o (e @)

Neste caso, as coordenadas de w com relagao a base ortogonal [ sao denominadas
coeficientes de Fourier de u com relacao a base ortogonal [3.

Demonstracao — Dado um elemento v € V, como S = {q1, -+, ¢, } ¢ uma base

para V', pelo Teorema 3.7.1, existem escalares aq, ---,q, tais que o elemento u ¢é

n
u = E a;q; .
=1

Fazendo o produto interno entre o elemento u e um elemento ¢; da base ortogonal [,

escrito de modo Unico como:

obtemos
n
(v, q) = Z%‘(%‘yqﬁ = i (G, ) para 1 =1,---,n.
j=1

Assim, temos que as coordenadas, coeficientes de Fourier, do elemento u em relacao a

base ortogonal [ sao dadas por:

ai:M para  i=1 - n.

(g, ai)
No caso em que [ ¢é uma base ortonormal, temos que os coeficientes de Fourier do

elemento u sao dados por:
a;, = (u, q) para i=1,---,n,

0 que completa a demonstracao. [ |
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Definicao 5.6.2 Sejam V' um espaco vetorial sobre o corpo I munido do produto
interno (-, -) e B = {q, -, g} um conjunto ortogonal em V com elementos
g # Oy para j = 1,---, n. Os coeficientes de Fourier do clemento u € V

relativos ao conjunto ortogonal B sao definidos como:

o = L) i1 n,

<qi>Qi>

em homenagem ao matemdtico Francés Jean Baptiste Fourier.

Exemplo 5.6.1 Considere o espago vetorial complexo C([0,27]) definido por:
C([0,27]) = { f:]0,2n] — C / f € uma func¢do continua } ,

isto é, o espaco vetorial das fungoes complezas continuas definidas em [0,27]|, onde a
operacao de adi¢cao e a operacao de multiplicacao por escalar sao as mesmas definidas no

espaco das fungoes reais. Uma func¢ao [ € C([0,2x]) € escrita da sequinte forma:

f(x) = h(x) + ifo(x)  para 2 € [0,2n],

onde f1 e fo sao fungoes reais continuas em [0, 27].

Definimos em C([0,27]) o segquinte produto interno

2

(f.9) = f(x)g(x)da .

0

Podemos verificar facilmente que o subconjunto S de C([0,2r]) definido por:
S = { fu(x) = exp(ikz) ; x € [0,2n] e k= —r,---, =1,0,1,--- 1}
¢ um conjunto ortogonal em C([0,27r]). Além disso, temos que ( fi, fr) = 2m.

De fato, para m # n, e lembrando que exp(ikx) = cos(kx) + isin(kx), temos que

2

(fo, fm) = /Owexp(mx) exp(—imz)dr = 1m exp(i(n —m)x)

=0,

Além disso, temos que

(fr, fru) = /Oﬂexp(ikx) exp(—ikz)dr = /Oﬂd:v = 2m,

0 que completa a demonstracao.
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Exemplo 5.6.2 Considere o espago vetorial complexo C([0,27]) com o produto interno

21

(f.og9) = [ fl2)g(x)dx

0

e o conjunto ortogonal
= { fu(z) = exp(ikx) ; z € [0,27] e k= —-m,---,—=1,0,1,---,m}.

Os coeficientes de Fourier de uma funcio [ € C([0,27n]) relativos ao conjunto

ortogonal S sao dados por:

/ f(x)exp(ikz)dz = / () exp(—ikz)dz

para k = —m, ---, —=1,0,1,---, m.

Para exemplificar, os coeficientes de Fourier da fun¢ao f(z) = z sdo dados por:

L e L (k) 1
(0% = —_— €T ex 1K Tr = —_— €T ex —IiRxr)ar = —_—
T o, P o J, P ik

para k # 0. De fato, usando a técnica de integracao por partes, obtemos

2 o 2
/ x exp(—ikx)dr = _r exp(—ikx) + / exp(—ikx)dx .
Agora, temos que
x 2 2m 2m 2m
i ' = " exp(—i2kn) = — o%m) — isin(2 -
T exp(—ikx) . T exp(—i2km) T ( cos(2km) — isin(2km) ) T
27 1 27 1
/ exp(—ikzr)dr = —— exp(—ikx)] = ——(cos(2km) — 1) =10
0 vk 0 ik
Assim, obtemos os coeficientes «y, para k # 0.
Para k£ = 0, temos que
1 2m
oy = — rdr = w.

2m Jo
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Exemplo 5.6.3 Considere o espago vetorial real C([—m,7]) com o produto interno usual

(1.9) = [ s ¥ g€ cloma).
Considere o subespaco vetorial
W= {f e C-mn) | fl—a) = —f(x) }.
Sabemos que 8 = {sin(z), sin(2z), - - -, sin(nz)} ¢ um conjunto ortogonal em W.

Os coeficientes de Fourier da fungio f(x) = x, para = € [—m, 7|, com rela¢io ao

congunto ortogonal 3, sao dados por:

, k tmpar

, k  par

para k =1, -+, n.

Exemplo 5.6.4 Considere o espaco vetorial real IR?> munido do produto interno usual.
Seja B = {(1,1), (=1,1) } wma base ortogonal para IR?. Calcular as coordenadas do

elemento v = (3,4) € IR* em relagdo a base ortogonal 3.

Por simplicidade, chamando ¢; = (1,1) e ¢ = (—1,1), temos que o elemento v € IR?

é escrito de modo tnico da seguinte forma:

v, v, 7
vo= &% + M(& = -0 + 5q.
<Q1aq1> <Q2,(]2>

Assim, o vetor de coordenadas de v € IR* em relacao a base ortogonal 3 ¢ dado por:
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Exemplo 5.6.5 Considere o espago vetorial real C([—m,7]) com o produto interno usual

(1.9) = [ Ja@ar V¥ fg e cloma).
Considere o subespaco vetorial

U=A{f¢el(-mn]) ) f(-x) = f(z) }.

Sabemos que v = {1, cos(z), cos(2z), ---, cos(nx) } € um conjunto ortogonal em U.

Vamos calcular os coeficientes de Fourier da funcio f(x) = 22, para x € [—m,w|, com

relacdo ao conjunto ortogonal .
Por simplicidade vamos utilizar a seguinte notacao
wo(z) = 1, or(z) = cos(kx) para E=1--,n.
Do Exemplo 5.5.3, sabemos que
(o, po) = 2w e (Ok, ) =7 para k=1,---,n.
Podemos verificar facilmente que
4
(f,eor) = ﬁcos(lm) para k=1, n.

Desse modo, obtemos

o <f7§00> o 7T2
a = — = —
(%0, ®o) 3
4
— k
(f . ox) CEE
a = ———— = para k=1---,n
(x5 ) 4 :
e , k impar

que sao os coeficientes de Fourier da funcao f com relagao ao conjunto ortogonal ~.
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5.7 Processo de Gram—Schmidt

Teorema 5.7.1 Considere V' um espaco vetorial sobre o corpo IF munido do produto

interno (-, ). Sejam vy, ve, -+, v, , -+ uma seqiéncia finita ou infinita de elementos
de Ve S, = [vr, -, v] o subespago gerado pelos k primeiros elementos. Entao,
existe uma sequéncia correspondente de elementos qi, qa, -+, Gn, -+ em V a qual

possut as sequintes propriedades:

(a) O elemento q, € ortogonal a todo elemento do subespa¢o [q1, -+, Qr—1] -

(b) O subespago Sy = [v1, -+, vx] €igual ao subespaco Wy, = [q1, -+, qx] -

(c) A seqiiéncia g1, qa, -+, qn, -+ € Unica, a menos de uma constante multiplicativa,
isto €, se existir uma outra seqiéncia qy, ¢y, -+, q,, -+ , de elementos de V
satisfazendo as propriedades (a) e (b), entdo existem escalares ¢, € IF tais que
¢ = ckqe para k=1,2,--- n,---.

Demonstragao — Vamos construir os elementos q;, g2, -+, ¢n, -+ POr UM Processo
de inducao sobre k. Inicialmente, escolhemos ¢; = wv;. Agora vamos assumir que ja
construimos os elementos ¢, --- , ¢, tais que (a) e (b) sdo satisfeitas quando k = r.

Desse modo, definimos o elemento ¢,,; pela equacao

.
Gr+1 = Up41 — E «@; q; ,
i=1

onde os escalares «a; € [F' sao escolhidos de modo conveniente. Para 7 < r, calculamos

r

<(J1"+17Qj> = <UT+17Qj> - ZQZ<QZ7q]> - <v7‘+17qj> - aj<q]7QJ>a
=1

pois (¢, qj) = 0 para i # j.

Se g; # Oy, construimos ¢, ortogonal a ¢; escolhendo

a; <UT‘+1 y 45 >
(g, 4)
Caso ¢; = Oy, temos que ¢,y ¢ ortogonal a ¢; para qualquer escolha de ;. Assim,
escolhemos «; = 0. Desse modo, o elemento ¢, fica bem definido e é ortogonal
aos elementos ¢i, ---, q.. Portanto, o elemento ¢,,; ¢é ortogonal a todo elemento do

subespaco [q1, -+, ¢, |. Portanto, provamos a propriedade (a) quando k = r + 1.
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Para provar a propriedade (b), para k = r + 1, devemos mostrar que
Sepr = v, o] = Won = @, 5 @1 ]
tomando por hipotese que
Sy =lvi, ] =W, =[qa, ¢l

Os elementos ¢qi, ---, ¢- pertencem ao subespago S, e também ao subespaco S,.;.

Sabemos que o novo elemento ¢,,; € escrito da seguinte forma:

I8
Gr+1 = Upy1 — E ;g -
i=1

Assim, o elemento ¢,,; € escrito como a diferenga de dois elementos que pertencem ao

subespaco S,11. Desse modo, o elemento ¢,.; € S,41. Logo, provamos que

[Q1’“'7q7“+1] C [Ula"'yvﬂrl]'

De modo analogo, temos que o elemento v,,; € escrito como:
T
Upp1 = Gry1 T+ E ;g -
i=1

Assim, o elemento w,.,; ¢é escrito como a soma de dois elementos que pertencem ao

subespaco W,..;. Desse modo, o elemento v,.; € W,.,;. Logo, provamos que

[v1, -, v1] C (a1, o, Gren -

Portanto, provamos a propriedade (b) quanto k& = r + 1.

Finalmente, vamos provar a propriedade (¢) por um processo de indugao sobre k. Para
k = 1, o resultado segue trivialmente. Vamos assumir que a propriedade (¢) é vélida
para k = r e considerar o elemento ¢, . Pela propriedade (b), temos que o elemento

¢, € Wipq . Assim, podemos escrever

r+1
q;~+1 = Z Ciqi = Wp + Cry1Grta,
i=1
onde o elemento w, € W,. Agora, basta provar que w, = 0y. Pela propriedade (a),

sabemos que os elementos ¢.,; € ¢y41¢r41 sSa0 ortogonais ao elemento w,. Desse

modo, obtemos

<Q;*+17w7’> = (wy,wy) + (1G4, w,) = (w,,w,) = 0.

Logo, w, = 0y, o que completa a demonstracao do processo de ortogonalizagcao. W
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Do processo de ortogonalizacao, sabemos que o elemento ¢,,; € escrito da forma:

-
Qr+1 = Upy1 — E ;g -
i=1

Desse modo, considerando que ¢,,; = 0Oy para algum r, obtemos que o elemento v,,; é
uma combinacao linear dos elementos ¢, --- , ¢, , € também dos elementos vy, ---, v, .

Logo, os elementos vy, -+, v., v.41 sao linearmente dependentes em V.

Portanto, se os elementos vy, ---, v, sao linearmente independentes, entao os elementos
qi, -+, qr saonao—nulos. Assim, o processo de ortogonalizacao de Gram—Schmidt

pode ser descrito da seguinte forma:

. <’Ur+1aqz'>
D= e g = v — Y L),
i=1 <qz>%>

para r =1, ---, k—1.
Exemplo 5.7.1 Considere o espaco vetorial real IR?> munido do produto interno usual

e v = {(2,1), (1,1) } wuma base ordenada do IR?. Obter a partir de v uma base

ordenada ortogonal para IR?> com relagdo ao produto interno usual.
Vamos utilizar o processo de ortogonalizagao de Gram—Schmidt. Inicialmente, escolhemos
@ = U1 = (271)

Em seguida, construimos o elemento ¢ da seguinte forma:

G2 = V2 — (1241,

ortogonal ao subespaco Wi = [g;]. Assim, temos que
Vg, 3
oy = \t2e@) 3

<q1 » 41 > )

obtendo 5 -
= (1,1) — =(2,1) = [—=, =] .
0= 01 - 22 = (5.2
Assim, fazendo uso da propriedade (¢) do Teorema 5.7.1, obtemos

s-{en (-£2)} a s-(encL)

uma base ortogonal para IR
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Teorema 5.7.2 Todo espaco vetorial de dimensao finita munido de um produto interno

possui uma base ortonormal.

Demonstracao — Sejam V' um espago vetorial munido de um produto interno (-, -)
e 8 ={v, -, v, } uma base ordenada para V. A partir da base ordenada [, vamos

obter uma base ortogonal, através do processo de ortogonalizacao de Gram—Schmidt.

Em primeiro lugar, seja ¢; = wv;. Note que o subespago 57 = [v;] ¢ igual ao subespago
Wy = [q1]. Agora vamos construir um vetor ¢, que seja ortogonal ao subespaco W; e

que o subespaco S = [v1, vs] seja igual ao subespaco Wy = [q1, ¢2]. Entéao,

<712,Q1>

G2 = V2 — Q1241 = o1 = 5
g1 [I3

Como wv; e vy sao linearmente independentes, temos que ¢ # Oy.

Agora vamos construir um vetor g3 que seja ortogonal ao subespaco W, e que o

subespago S3 = [vy, vy, v3]| seja igual ao subespaco W3 = [q1, ¢2, g3]. Entao,
U3, q U3, 4

q3 = Vs — (i3q1 — Q23@y — Q13 = M e g3 = M
a3 a2 15

Como vy, ve, v3 sao linearmente independente, temos que g3 # Oy.

Repetindo o processo para j = 2,---n, temos que

Jj—1

Vi, G . .
g = v — Zaijqi — aij:% para  i=1,---,j—1.
— g 2
Como wy, ---,v; sao linearmente independentes, temos que ¢; # Oy. Além disso,
temos que o subespaco S; = [vy, ---, v;]| éigual ao subespaco W; = [¢1, -+, ¢;].
Assim, obtemos uma base ortogonal { ¢, ---, ¢, }. Finalmente, fazendo
q; = & para j:17"',7’l
15 Il2

*

obtemos uma base ortonormal * = { ¢}, - -, ¢ }, o que completa a prova. [ |
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Exemplo 5.7.2 Considere o espago vetorial Ps(IR) munido do produto interno

(p,q) = /_ p(x)q(x)dx .

1

Obter a partir da base B = {1, x, 2%, 2*} wuma base ortogonal v = { Py, --- , P3 }.

Utilizando o processo de ortogonalizagao de Gram—Schmidt, obtemos

1 3
Pyz) =1 , P(z) =2 , Pz) = 2> — 3 e Py(z) = 2° — 7
Os polindémios Fy, ---, P; sao denominados polindmios ortogonais de Legendre.

Esta denominagao é em homenagem ao matemaético Frances A. M. Legendre (1752-1833)

que encontrou tais polinomios em seus estudos sobre a Teoria do Potencial.

Exemplo 5.7.3 Considere o espago vetorial Ps(IR) munido do produto interno
(p,q) = / exp(—z)p(x)q(z)dz .
0
Obter a partir da base = {1, x, 2%, * } uma base ortogonal v = { Ly, -+, L3 }.

Utilizando o processo de ortogonalizagao de Gram—Schmidt, obtemos os polindmios

Lo(x) = 1

Li(zx) = =z —1

Ly(z) = 2* — 4o + 2

Li(z) = a* — 92® + 18z — 6

que sao denominados polindmios ortogonais de Laguerre.
Na construcao dos polindmios de Laguerre utilizamos o seguinte resultado

/ exp(—x) 2"dr = nl! para n € IV,
0

que é facilmente obtido através do processo de indugao sobre n, juntamente com a técnica

de integracao por partes.
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Exemplo 5.7.4 Considere o espaco vetorial real IR®* munido do produto interno usual
e B ={vi=(1,1,1), ve=1(0,2,1), v3=(0,0,1) } wuma base do IR*. Obter a partir de
B uma base ortogonal B* = { qi, ¢z, g3 } para o IR® com relagao ao produto interno

usual.
Vamos utilizar o processo de ortogonalizacao de Gram—Schmidt. Inicialmente, escolhemos
@i = U1 = (17171)

Em seguida, construimos ¢, da seguinte forma:

G2 = V2 — 012Q1,
ortogonal ao subespaco W; = [ql]. Assim, temos que
Vg, 3
= M - 2 _1
<QI , 41 > 3

obtendo ¢ = (—1,1,0).

Finalmente, construimos ¢3 da seguinte forma:

g3 = VU3 — 01341 — (3(Q2,
ortogonal ao subespaco W, = [ql, QQ]. Assim, temos que
<03,Q1> 1 <U37Q2>
a3 =" = 3 e g3 = —1 =0
(g1, q1) 3 (g2, q2) ’

1
obtendo ¢35 = 5(—1,—1,2), ou ¢ = (—1,-1,2).

Portanto, temos a seguinte base ortogonal para o IR?

g ={(1,11), (-1,1,0), (-1,-1,2) }

de acordo com o Teorema 5.7.1.



322 Algebra Linear e suas Aplicagdes: Notas de Aula

FExercicios

Exercicio 5.32 Considere o conjunto I' formado pelos sequintes elementos de IR?
wo= (L 1,1, w=(,2-3 ¢ u =5 -4 —1).
(a) Mostre que T € uma base ortogonal para o IR>.

(b) Encontre as coordenadas do elemento v = (1,5, —=7) com relagdo a base T.

Exercicio 5.33 Considere o espaco vetorial real IR* munido do produto interno usual.

Determine uma base ortogonal para o subespaco S de IR* gerado pelos elementos

vy=(1,1,1,1),  v=(1,1,24 e vy =(1,2 —4, -3).

Exercicio 5.34 Considere o espaco vetorial real C([—m,m|) com o produto interno usual

e o subespaco vetorial U = { f € C([-m,7]|) / f(—=z) = f(z)}. Seja
v = {1, cos(x), cos(2z), ---, cos(nzx) }

um conjunto ortogonal em U. Calcular os coeficientes de Fourier da fun¢ao f(x) = |z|,

para x € [—m,m|, com relagao ao conjunto ortogonal 7.

Exercicio 5.35 Considere o espago vetorial real Py(IR) com o produto interno

(p,q) = /Olp(t)q(t)dt.

Aplique o processo de ortogonalizacio de Gram-Schmidt na base candnica {1,t, t*}

para obter uma base ortonormal { Py, Py, Py }.

Resposta: | Py(t) = 1 , Py(t) = V3(2t — 1) e Py(t) = V5(6t> — 6t + 1)

Exercicio 5.36 Considere o espago vetorial real Pi(IR) com o produto interno
1
ro0) = [ s@ads ;Y pg e PR,
—1

Seja T : P1(IR) — IR a transformacao linear definida por: T(p)(x) = p(1). Determine
um elemento q € Pi(IR) tal que T(p) = (p,q) para p €< Pi(R).
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Exercicio 5.37 Considere o espaco vetorial IMy(IR) munido do produto interno usual.

Determine uma base ortogonal para o subespaco W definido por:
W ={AeDMy(IR) | A € triangular inferior}

a partir da base [ = { Ay, Ay, A3} formada pelos elementos

10 10 10
A = Ay = Ay = .

Exercicio 5.38 Considere o espaco vetorial IR* munido do produto interno usual. Seja

T :R* — IR? a transformacado linear definida por:
T(z,y,2,t) = (x—y—2+t —x+z+1).

Determine uma base ortogonal para o subespago Ker(T).

Exercicio 5.39 Considere o espaco vetorial real IR® munido do produto interno usual.

Determine uma base ortogonal para o subespaco W definido por:

W= {(z,y,2) €ER* | v —y—2=0}.
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5.8 Complemento Ortogonal

Defini¢ao 5.8.1 Sejam V' um espago vetorial munido do produto interno (-, -) e S

um conjunto ndo vazio de elementos de V. O conjunto S+ definido por:
St ={ueV / (u,v) =0 paratodo veS},

¢ denominado “S perpendicular”. No caso em que S € um subespaco vetorial de V', o

conjunto S+ € denominado complemento ortogonal de S em V.

Teorema 5.8.1 O conjunto S+ ¢é um subespaco de V, mesmo que S ndo o seja. Além

disso, tem-se que SN ST = {0y } no caso em que S é um subespago de V.

Demonstragao — Temos que S+ # (), pois (Oy,v) = 0 paratodo v € S. Desse
modo, temos que Oy € S*. Agora, basta mostrar que St satisfaz as condicoes do

Teorema 3.2.1. Sejam w;, w, € S+ e v € S. Entao, tem-se que
(wy,v) =0 e (weg,v) =0 = (w; + we,v) = 0.

Logo, w; + ws € S*. De modo andlogo, temos que Aw; € S+ paratodo A € IF.

Considerando agora S um subespaco de V, vamos mostrar que S NS+ = { 0y }.
Tomando w € S+*NS,istoé, w € S+ e w € S. Como w € S*, temos que
(w,v) = 0 paratodo v € S. Em particular para v = w, pois w € S, obtemos

(w,w) = 0. Logo, w = 0y, o que completa a demonstragao. [ |

Teorema 5.8.2 Sejam V'  um espaco vetorial de dimensao finita munido do produto
interno (-, -), U e W subespacos vetoriais de V. Entao, (U+ W)+ = U+ n W+

Demonstragao — Inicialmente, tomamos v € (U + W)*, isto é, v é ortogonal a todo
elemento u 4+ w pertencente ao subespaco U +W. Como U CU+W e W CU+ W,
temos que v é ortogonal a todo elemento de U e a todo elemento de W, isto é, v € U~
e v € Wt. Logo, v €Ut N W+, Assim, mostramos que (U + W)+ c U+ n W+,

Finalmente, seja v € U+ N W+, isto é, v é ortogonal a todo elemento de U e a todo
elemento de W. Desse modo, dado um elemento v+ w € U + W, temos que
(v, u+w) = (v,u) + (v, w) = 0.

Logo, v € (U + W)t. Assim, mostramos que U+ N W+ c (U + W)+, Portanto,
provamos que (U + W)t = U+ n W [ |
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Proposicao 5.8.1 Sejam V  um espago vetorial munido do produto interno (-, -},

W um subespago de V- e [ = {wy, -, w,} uma base para W. Entao, v € W+
se, e somente se, (w;,v) = 0 paratodo i =1,--- n.
Demonstracao

(=) Se v € Wt istoé, (w,v) = 0 paratodo w € W. Em particular, temos que
(w;,v) =0 paratodo ¢ = 1, -+, n.

(<=) Seja w € W, isto é, w ¢ escrito de modo tnico como:
w = oqw; + -+ W, .
Desse modo, para todo v € V, temos que
(w,v) = a{wy,v) + -+ + ap{w,, v).

Considerando (w;, v) = 0, para 1 < i < n, temos que (w, v) = 0. Logo, v € W+,

o que completa a demonstracao. [ |

Exemplo 5.8.1 Considere o espaco vetorial real IR* munido do produto interno usual.
Seja W o subespaco de IR* dado por: W = [(1,0,1,1),(1,1,0,1)]. Determine uma

base para o subespaco W+,

Temos que todo elemento (z,y,2,t) € W+ deve ser ortogonal aos elementos geradores

de W. Assim, obtemos o seguinte sistema linear homogéneo

T + 2z +t =0 x + 2z + ¢t =0
<~
Obtemos = = —2z —t e y = z para z,t € IR. Desse modo, todo elemento

(2,9,2,t) € Wt é escrito da seguinte forma:
(r,y,2,t) = a1(—1,1,1,0) + as(—1,0,0,1) para ap, ap € IR.

Portanto, temos que W+ = [(—1,1,1,0), (=1,0,0,1)].
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Exemplo 5.8.2 Considere o espago vetorial IR* munido do produto interno usual { -, - ).

Determine U+ do sequinte subespaco
U={(vy e B /y- 2 =0}

Note que U ¢ uma reta no plano passando pelo origem e que tem por vetor diretor
u = (1,2). Assim, todo elemento v = (z,y) € Ut satisfaz

(v,u) =0 = =z + 2y = 0.
Portanto, todo elemento (z,y) € U+ satisfaz a equacao da reta y = —g .
Exemplo 5.8.3 Considere o espago vetorial IR* com o produto interno usual (-, ).
Seja W o subespago gerado pelo elemento w = (1,—1,2) € IR3. Determine W+,
Tomando v = (z,y,2) € Wt e como W ¢é gerado pelo elemento w, temos que
(v,w) =0 = x —y+ 2z =0.

Portanto, todo elemento (z,y,z) € W satisfaz a equacio do plano z —y + 2z = 0.

Exemplo 5.8.4 Considere o espago vetorial C([—m,n|) com o produto interno usual

(fo9) = [ f@g@ds i ¥ fg € Clema).
Considere o subespago vetorial das fungoes pares

S=Afell-mn]) / f(=2) = fx) , @ € [-m7]}.

Mostre que o complemento ortogonal de S em C([—m,7|) € o subespago vetorial das

funcoes impares, isto €,

St ={g e c(-mn]) / g(-2) = —g(a) , © € [-ma]}.

Exemplo 5.8.5 Considere o espago vetorial real IM,(IR) com o produto interno usual

(A,B) = tr(B'A) = Y > ayb; i VA Be M(R).
i=1 j=1
Considere o subespaco vetorial das matrizes diagonais

S ={D e M,(R) /] D ¢éuma matriz diagonal } .

Determine o complemento ortogonal de S em IM,(IR).
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Exemplo 5.8.6 Considere o espago vetorial real

U = {plx) € Ps(R) / p(-=1) = p(1) = 0}

com o produto interno

(p,q) = /_ p(x)d(x)de ; ¥V pqeU.

1

Determine uma base para o complemento ortogonal do subespagco S = [1 — 22| em U

com relagao ao produto interno (-, -) definido acima.

Como dim(U) = 2 e dim(S) = 1, podemos concluir que dim(S+) = 1.

Chamando p(xr) = 1 — 2%, temos que o subespaco S = [p(z)]. O subespaco S+ ¢
definido por:

St = {q@) € Ps(R) / (r,q)=0 ; Vr(x)eS}.

Tomando um elemento genérico ¢(z) = a + bx + cx® + dz® € S+, sabemos que

(p,q) = 0. Além disso, ¢(—1) = ¢(1) = 0. Assim, temos que

1 1
(p,q) = /(—21:)(b—|—20:1:+3d:c2)d:c = / (—2bx — 4cx® — 6d2” )dx

1 1

1
8
= —40/ v dr = —3¢ = 0

1

Assim, obtemos ¢ = 0. Logo, ¢(x) = a + bz + dx®, que impondo as condicoes
g(=1) =a—-0b—-d =0 e q1) = a+b+d =0,

temos um sistema linear homogeéneo cuja solucao ¢ a =0 e d = —b para b € IR.

Desse modo, todo elemento g(z) € S+ é escrito da seguinte forma:
q(z) = b(x — %) ; b e R.
Portanto, uma base para o subespaco S+ é dada pelo conjunto

v =A{x -2’}
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Exemplo 5.8.7 Considere o espago vetorial real Py(IR) munido do produto interno

(p,q) =/ ?p(x)g(z)de ;Y p,q € Pao(R).

1
Determine uma base para o complemento ortogonal do subespagco S = [1 + x] em P2(IR)

com relagao ao produto interno (-, -) definido acima.

Chamando p(z) = 1 + z, temos que o subespaco S = [p(x)] C Pa(IR).

O subespaco S+ ¢é definido por:
St ={qeP(R) [/ (r,q)=0 ; VresS}.

Tomando um elemento genérico ¢(x) = a + bx + cx? € S+, sabemos que (p, q) = 0.

Assim, temos que

(p,q) = /1$2(1 + z)(a + bx + ca?)dx

1
= / (z* + 2°)(a + br + ca?)dx
1

1
= /(cwc2+bx3+cx4+a:c3+b:c4+cx5)d:c =0
1

1
= / (ax® + cx* + ba*)dr = 0

1
Calculando a integral, resulta a seguinte equacgao

2 2 2
= — b =0
3a + 50 + 5
Resolvendo a equagao acima para a incégnita c, temos que
5
c = —-a — b.
3
Portanto, todo elemento ¢(x) € St ¢é escrito como:
5
qglx) = a4+ bxr + <—§a — b>x2
5 9 2
= 1—§:U a + (x —2*)b para a,b € R.
Desse modo, uma base para o subespaco S+ ¢é formada pelos elementos
5
@z) =1- -2 e ) =z- 2.

3
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5.9 Decomposicao Ortogonal

Teorema 5.9.1 Sejam V' um espago vetorial munido do produto interno (-, -) e S
um subespaco de dimensao finita de V. Entao, V = S @ S*, isto é todo elemento

u € V pode ser escrito de modo unico da sequinte forma:
U =v 4+ w com veES e we St
Além disso, a norma do elemento u € dada pela Féormula de Pitdgoras

lulls = llvl + Jwllz-

Demonstracao — Seja f = { ¢, -+, ¢, } uma base ortonormal para o subespaco S.

Desse modo, todo elemento v € S pode ser escrito de modo unico da seguinte forma:

n

v = Zqu]‘,

=1

onde ¢; sao os coeficiente de Fourier de v em relagao a base ortonormal /3.

Dado um elemento v € V vamos escreve-lo da seguinte forma:

n n

wo= Y (u,g)g +w = w o= u — > (u,q)g

j=1 J=1
para em seguida mostrar que o elemento w € S*. De fato, fazendo o produto interno

entre o elemento w e os elementos da base [, obtemos

n

<w7qi> = <U>Qi> - Z<uvq]'><Qj7Qi> =0 ) t=1 -, n

j=1
Como (w,¢q) = 0 para i=1, ---, n, temos que w € S*. Portanto, obtemos que

u=v+w com veES e we St

Finalmente, vamos mostrar a unicidade dos elementos v € S e w € S*. Para isso,

vamos supor que
w = v + wy com vy €S e w € St
U = vy + wy com vy €8S e wy € St
Desse modo, temos que
Oy = (v —wv) + (w — wy) — (v —wvy) = (wy — wy).

Assim, podemos concluir que (v — vy ) € SNSt eque (wy —w; ) € SNSE
Como SNSt = {0y}, temos que v; — vy, = Oy e wy — w; = Oy. Portanto, segue

a unicidade dos elementos v e w.
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Como u € V éescritocomo v =v +w com v €S e wéE St obtemos
full, = (v+w,v+w) = (v,v) + (v,w) + (w,v) + (w, w)
= lvlf + l[wl,

que é a Férmula de Pitagoras, completando a demonstracao. [ |

Corolario 5.9.1 Sejam V'  um espaco vetorial de dimensao finita munido do produto
interno (-, -) e S um subespago de V. Entdio, dim(V) = dim(S) + dim(S*) .

Demonstracao — Combinando os resultados do Teorema 3.6.5, sobre a dimensao da

soma de dois subespacos, e do Teorema 5.9.1, obtemos o resultado desejado. U

Teorema 5.9.2 Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita munido do produto

interno (-, -) e U wum subespago vetorial de V. Entio U = (UL)*.

Demonstracao — Tomando um elemento u € U, temos que (u,v) = 0 para todo
v € Ut. Logo, u € (U*)*. Assim, mostramos que U C (U4)*.

Finalmente, tomando w € (U4)*, isto é, (w,v) = 0 paratodo v € U™t

Pelo Teorema 5.9.1, sabemos que V = U @ U*. Desse modo, podemos escrever o

elemento w € (U+)* da seguinte forma:
w = u + v
com u € U e v € Ut. Assim, temos que
(w,v) = (u,v) + (v,v) = 0.

Como (u,v) = 0, obtemos (v, v) = 0. Logo, temos que v = Oy.

Desse modo, concluimos que w € U. Assim, mostramos que (U+)t C U. Portanto,

provamos que U = (U*)*, completando a demonstracao. [ |
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Teorema 5.9.3 Sejam V' um espago vetorial de dimensdao finita munido do produto
interno (-, -), U e W subespacos vetoriais de V. Entao, (UNW)+ = U+ + W+,

Demonstracao — Inicialmente, tomamos v € U+ + W+, Assim, podemos escrever o

elemento v da seguinte forma v = @ + w, com uw € U+ e w € W+,

Desse modo, dado um elemento v € U N W, temos que

76> = <ﬂ76> + <w,/17> = 0,

gl

(v,0) = (u+

pois 0 € U e © € W. Logo, tem-se v € (UNW)*.
Assim, mostramos que U+ + W+ c (UNW)*L.
Finalmente, tomamos v € (UNW)+, isto é, (v, w) = 0 paratodo w € UNW.

Pelo Teorema 5.9.1, sabemos que
V = (U"+Wh) e (U- + W)t
Utilizando o resultado do Teorema 5.8.2 e o resultado do Teorema 5.9.2, obtemos
(U + W)t = (UnW).

Assim, temos que
V= (U-+WH) e (UnWw)

Desse modo, podemos escrever o elemento v € (UNW)+ da seguinte forma:
v=v + w com v € (U + W) e we(UnNnW).
Assim sendo, temos que
(v,w) = (v, w) + (w,w) = 0.

Como (v, w) = 0, obtemos (w, w) = 0. Logo, temos que w = Oy.
Desse modo, conclufmos que v € (U+ + W),
Assim, temos que (UNW)+ c UL+ W

Portanto, provamos que U+ + W+ = (UN W)+, o que completa a demonstracao. M
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Exemplo 5.9.1 Considere o espago vetorial IR* com o produto interno usual (-, ).
Seja S o subespaco de IR* definido por: S = {(z,y) € R*> /| v —y = 0}. Dado o
elemento u = (—1,3) € IR?, determine sua decomposi¢io u = v +w com v € S e
w € St

V2

Sabemos que { q = 7(1, 1) } é uma base para o subespaco S. Assim, temos que o

elemento v € S e o elemento w € S+ sao dados por:
v = (u,q)g = (1,1) ¢ w=u—v = (-22).

de acordo com o Teorema 5.9.1.

Exemplo 5.9.2 Considere o espaco vetorial real IR* munido do produto interno usual

e W o subespago definido por:
W = {(z,yzt) € R* | 2 =2y +2—-3t =0},
isto 6, W € um hiperplano em IR*. Temos que, dim(W) = 3.

Podemos verificar facilmente que W+ = [(1,—2,1,—3)]. Assim, utilizando o resultado

do Corolério 5.9.1 com V = IR*, obtemos

dim(W) = 4 — dim(W+) = 3.

De um modo geral, um hiperplano H contido no espago vetorial IR"™ ¢ definido como:

H={(x, - ,2,) € R" ] comq + -+ + cyzp, =01},
conhecendo os escalares c¢q, -+, ¢,.
Note que considerando o elemento v = (¢1, ---, ¢,) € IR", fixo, temos que

H={uveR" /) (u,v)=0},

Desse modo, o subespago H* = [v]. Logo, pelo Coroldrio 5.9.1, obtemos que dim(H)

éigual a (n — 1).
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Exemplo 5.9.3 Considere o espaco vetorial real IR* munido do produto interno usual
e W o subespaco definido por:
W= {(z,yz,t)ER* | 2 — 2y + 2+t =0},
Determine uma base para o subespaco W e uma base para o subespaco W+,
Temos que todo elemento w € W é escrito como
w = a1(2,1,0,0) + as(—1,0,1,0) + a3(—1,0,0,1) para ar, ag, az € IR.

Portanto, os elementos v; = (2,1,0,0) , v, = (=1,0,1,0) e w3 = (—1,0,0,1)

formam uma base para o subespaco W.

Temos que todo elemento u = (z,y,z,t) € W+ ¢é ortogonal aos elementos de W.

Assim, u € W+ deve ser ortogonal aos elementos da base de W, isto é,

(, o) =0 2 + y =0
(u,vy) = 0 - —x + z =0
(u,v5) = 0 —x + ¢t =0

A solugao do sistema linear homogéneo é dada por:
r=1t , y=-2t e z=1 para t e R.
Desse modo, todo elemento u = (z,y, z,t) € W+ é escrito da forma:
u=(x,y,zt) = t(1,-2,1,1) para t € R.

Portanto, o subespaco W+ = [(1,-2,1,1)].
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Exemplo 5.9.4 Considere o espago vetorial real Ps(IR) munido do produto interno

(p,q) = /0 p(x)q(x)dz.

Determine uma base para o complemento ortogonal do subespago W = [1,x].

Por simplicidade, vamos chamar de pi(z) = 1 e po(z) = = os elementos da base do
subespaco  W. Assim, todo elemento q(z) = a + bx + cx? +dz® € W+ deve ser

ortogonal aos elementos da base de W, isto é,

1
a + b + ¢ + ~d = 0
(¢, p1) = 0 2
—
) =0 1 1 1
(2 p2) 50+ b+ e+ zd =0
A solucao do sistema linear homogéneo é dada por:
1 1
= = —d
a 60 + 5
9
b = —c — —d
‘T 10

para ¢, d € IR.

Portanto, todo elemento ¢(x) = a+ bxr + cx® + da® € W+ é escrito da seguinte forma:

(1 , 19 ,
q(x)—(6 3:+:L‘)c—|—<5 mx—l—x)d

para ¢, d € IR. Portanto, os elementos

1
q(r) = 6 r + 22 e @) =

- —x + 18

1
) 10

formam uma base para o subespaco W+,
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FExercicios

Exercicio 5.40 Considere o espaco vetorial real C([1,€]) munido do produto interno

(f,g9) = /1 In(t)f(t)g(t)dt.

Determine as fung¢oes g(x) = a + bx, a,b € IR, que sao ortogonais a fungdo

f(z) = 1. Dé uma interpretagio geométrica.

2 1
Resposta: | g(z) = b(x _ ¢ I ), b € IR

Exercicio 5.41 Considere o espaco vetorial IR®> com o produto interno usual. Seja
T :IR* — IR? a transformacao linear definida por:

T(l’?y,Z) - (J:—y—z, 2Z—ZE)

Determine uma base ortogonal para o complemento ortogonal do subespago Ker(T).

Exercicio 5.42 Considere o espago vetorial real

U= {px) € Ps(R) / p(1) =0}
com o produto interno
1
(p,q) =/ p(z)g'(z)dz  ; VpgqgeU.
-1
Determine uma base para o complemento ortogonal do subespaco S =[1 — x| em U

com relagao ao produto interno (-, -) definido acima.

Exercicio 5.43 Considere o espaco vetorial real IR®> munido do produto interno usual.
Dados os elementos uw = (1,1,1) e v = (2,—1,1). Determine os elementos w; e wsy
tais que v = wy + wy, de modo que wy seja ortogonal ao elemento u e que o conjunto

{wy, u} seja linearmente dependente. Dé uma interpretagcio geométrica.

Exercicio 5.44 Considere o espaco vetorial real P3(IR) com o produto interno

(p,q) = / p(x)q(x)de ;¥ p,qg € P3(R),

1

e o subespaco vetorial S = { p(z) € Ps(R) / p(—1) = p(1) = 0 }. Dado o
polinomio q(x) = 1 + 2z — 2%, determine sua decomposicao q(x) = p(x) + r(z) com
p(z) € S e r(x) e St
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Exercicio 5.45 Considere o espago vetorial real Py(IR) com o produto interno

(p,q) = / p@a@)de ;Y pq € PoR).

1
Determine uma base para o complemento ortogonal do subespaco S = [1 + z,1 — 27

em Po(IR) com relagio ao produto interno (-, -) definido acima.

Exercicio 5.46 Considere o espago vetorial real Py(IR) com o produto interno

(p,q) = p(=1)q(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1)

Determine uma base para o complemento ortogonal do subespaco U = [2 — x] em Po(IR)

com relagao ao produto interno (-, -) definido acima.

Exercicio 5.47 Seja U o subespago gerado pelo elemento v = (0,1, —2,1) € IR
Encontre uma base para o complemento ortogonal do subespaco U em IR* com relacao

ao produto interno usual.

Exercicio 5.48 Seja W o subespaco de IR® gerado pelos vetores wy; = (1,2, 3, —1, 2)
e wy = (2,1,0,2, —1) . Encontre uma base para o complemento ortogonal do subespa¢o

W em IR® com relacao ao produto interno usual.

Exercicio 5.49 Considere o espaco vetorial real IR® munido do produto interno usual.

Seja S o subespaco de IR definido por:
S ={(r,y,2) € R ] 20 —y+2=0}.

Determine uma base para o complemento ortogonal do subespaco S em IR3 com relacao

ao produto interno usual.

Exercicio 5.50 Considere o espaco vetorial real IR* munido do produto interno usual.
Seja U o subespago gerado pelo elemento w = (—1,1, 1, —1). Determine uma base

ortogonal para o subespaco U™,

Exercicio 5.51 Considere o espaco vetorial IR®> com o produto interno usual. Seja
T :IR? — IR? o operador linear definido por:

T(JJ,y,Z) = ($—y—Z, —$+y+227$—y)

Determine uma base ortogonal para o subespago Im(T).
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5.10 Identidade de Parseval

Teorema 5.10.1 Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo IF' com
o produto interno (-, -) e B = {q, -, g, } uma base ortonormal de V. Entao,

para todos u, v € V temos que

n

<U,U> = Z<U>Qj><U7Qj>'

Jj=1

Em particular para uv = v, tem—se que

n

Fully = (u,u) = Y7 [{u, g5) "

i=1

que € uma generalizacao do Teorema de Pitdagoras.

Demonstragao — Pelo Teorema 5.6.1, para todos u, v € V, temos que

n n

u = Z(u,qj>qj e v o= Z<U;Qi>%

j=1 i=1

Calculando o produto interno entre os elementos u e v

n

(w,v) = Y > (u,g) (v, a) (g, a) = Z(%%)(%%’)

i=1 j=1 j=1

obtemos o resultado desejado.

No caso em que v = u, tem-se que
n n
2
(uou) = Y (ug)(usg) = Y [(u,a)f,
j=1 j=1
o que completa a demonstracao. [ |

Podemos observar que se V' ¢é um espaco vetorial real, a identidade de Parseval fica
escrita como:

n

(u,v) = Z(u,qj><v,qj) para todo u, v € V.

j=1
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Exemplo 5.10.1 Considere o espaco vetorial IR?> munido do produto interno usual e
B={(1,1), (=1,1) } wma base ortogonal. Dados os elementos u = (2,4) e v=(1,2),

verifique a identidade de Parseval.

Por simplicidade, vamos denotar ¢; = (1,1) e ¢ = (—1,1). Inicialmente, vamos
obter uma base ortonormal [ = { ¢, ¢4 } a partir da base ortogonal f = {q, ¢ }.

Assim, temos que
/ 1 /

1
q = E(lvl) € 4 = E(_Ll)'

Finalmente, aplicando a identidade de Parseval

10 = (u,v) = (u, q)(v, @) + (u,)(v,g5) =9+ 1 =10
Podemos também verificar que

20 = [lulz = (u,u) = {u, )" + (u,¢)* =18 + 2 = 20

o que completa a verificacao da identidade de Parseval.

Utilizando a notagao (-, -)y para o produto interno do espaco vetorial V' sobre o corpo
IF e anotacao (-, -)p» para o produto interno do espago vetorial ™ sobre o corpo
IF', observamos facilmente que a Identidade de Parseval pode ser escrita da seguinte
forma:

n

(u,v)y = Z<u,qj><v,qj> — ([ulg, [v]g)pn  paratodos wu,v € V,

onde [u]g e [v]s sdo os vetores de coordenadas dos elementos u e v em relagao a

base ortonormal 5 = {¢q, -+, ¢, } de V, respectivamente.
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5.11 Desigualdade de Bessel

Teorema 5.11.1 Sejam V' um espago vetorial sobre o corpo IF' munido do produto
interno (-, -y e B =A{q, -, q} um conjunto ortonormal em V. Entdo, para

todo uw €'V temos que
n
2
lulls = D> [ Cu, )
i=1

Além disso, vale a igualdade se, e somente se, u € S = [q1, -+, qn], isto €, o elemento
u € S € escrito de modo Uunico como:

i=1

Demonstragao — Vamos considerar o subespago S gerado pelos elementos do conjunto
ortonormal f3,istoé, S = [q1, -+, ¢n). Pelo Teorema 5.9.1, da Decomposi¢ao Ortogonal,

sabemos que todo elemento u € V' ¢ escrito de modo tinico como:
u=10v 4+ w para veS e we S,

onde o elemento v € S ¢é dado por:

Além disso, temos a Férmula de Pitagoras
lulz = llvlz + [lwl.

Portanto, temos que

lulls = Joly = (v,0) = > [{u, a)l.

i=1

Da Identidade de Parseval, podemos concluir que o elemento u € S se, e somente se,

n

2

lully = > 1{u, @),
i=1

0 que completa a demonstracao. [ |
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Exemplo 5.11.1 Considere o espaco vetorial real IR* munido do produto interno usual
(-,+) e o conjunto ortogonal [ = { (1,1,-1,1), (=1,1,1,1) }. Dado o elemento
(2,4,1,—1) € IR*, verifique a desigualdade de Bessel.

u

Por simplicidade, denotamos ¢; = (1,1,—1,1) e ¢ = (—1,1,1,1). Inicialmente,
vamos obter um conjunto ortonormal [ = { ¢, ¢5 } a partir do conjunto ortogonal

B = {Ch, Q2 } Assim, temos que
, 1 , 1
h = 5(1’17_1’1) ¢ 42 = 5(_1717171)'

Os coeficientes de Fourier do elemento u € IR* com relacdo ao conjunto ortonormal

5 = {qi, ¢4} sao dados por:
041:<u,q1>:2 e a2:<u7q2>:1.
Finalmente, obtemos que

22 = |lull; > (u,q)

+
—~
IS
)
oo~
~
[}
I
Ot

Exemplo 5.11.2 Considere o espaco vetorial real IR* munido do produto interno usual
(-,+) e o conjunto ortogonal [ = { (1,1,—1,1), (—=1,1,1,1) }. Dado o elemento
u = (5,1,-5,1) € IR*, verifique a desigualdade de Bessel. O que podemos concluir ?

Por simplicidade, denotamos ¢; = (1,1,—-1,1) e ¢ = (—1,1,1,1). Inicialmente,
vamos obter um conjunto ortonormal [’ = { ¢, ¢4 } a partir do conjunto ortogonal

B = {q, g2 }. Assim, temos que
/ 1 ) 1
© = §<1’17_1’1) ¢ P2 = 5(_1717171)

Os coeficientes de Fourier do elemento u € IR* com relagdo ao conjunto ortonormal

B = {dq,, ¢4} sao dados por:

Finalmente, obtemos que
52 = |lully = (u,q1)* + (u, g)* = 52.

Assim, podemos concluir que o elemento u pertence ao subespago gerado pelos elementos

do conjunto ortogonal f.
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5.12 Operadores Simétricos

Defini¢ao 5.12.1 Sejam V' um espago vetorial real munido do produto interno (-, -},
W um subespaco de Ve T : W — V' um operador linear. Dizemos que T é um

operador stmétrico em W se

para todos u, v € W.

Exemplo 5.12.1 Considere o espaco vetorial real C([0,1]) munido do produto interno

(1.9) = [ @l
Seja W o subespago de C([0,1]) definido da sequinte forma
W = {u e C*[0,1]) / u(0) = u(l) =0}

O operador linear T : W — C([0,1]) definido por T(u(z)) = —u’(x) + u(xz) € um

operador simétrico em W.

Vamos mostrar que 1" é simétrico em W. Para u, v € W, temos que

(T(u),v) = /01 T(u(z))v(z)de = /01(—u”(x) + w(x))v(z)dr
= —/01 u"(x)v(z)de + /01 u(x)v(x)d

1 1
_ / () )z + / w@p(@)de = (u, T(v))
0 0
Note que o resultado foi obtido fazendo uma integracao por partes, na primeira integral

da segunda linha, e utilizando o fato que a funcao v € W se anula nos extremos do

intervalo de integracao, isto é,
1 1
—/ u(z)v(z)de = (—u'(1)v(l) + «'(0)v(0)) + / o' (z)v'(x)dx
0 0

Assim, provamos que T é um operador simétrico em W.
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Teorema 5.12.1 Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita sobre o corpo IF' com

o produto interno (-,-), B = { @, -, ¢ } wma base ortonormal para V e T
um operador linear sobre V. Entao, a matriz A = [T]g do operador linear T com
relagcdo a base ortonormal [ € dada por a;; = (T(q;), ¢ )-

Demonstracado — Como 3 = {q, -+, ¢, } ¢é uma base ortonormal para V', pelo

Teorema 5.6.1, temos que todo elemento u € V ¢ escrito de modo tnico como:

n

wo= 3 (ua) e

i=1
Desse modo, temos que o elemento T'(¢;) € V ¢ escrito de modo tnico como:

n

T(q) = Y (T(¢), ¢i)a; para j =1, n.

i=1
Portanto, os elemento da matriz A = [a;;], que é a matriz do operador linear 7' com

relacao a base ortonormal [, sao dados como:

aij = (T(q5), 4 ) para i,j=1,-.,n,

o que completa a demonstracao. [ |

Teorema 5.12.2 Sejam V'  um espago vetorial real de dimensao finita com o produto
interno (+,-), B = {q, -, ¢} uma base ortonormal para V, T wm operador
linear sobre V. e A = [T]g a matriz do operador T com relagao a base ortonormal

5. Entao, T € um operador simétrico se, e somente se, A € uma matriz simétrica.

Demonstracao — (=) Vamos denotar por A = [a;;] a matriz do operador 7' com
relacao a base ortonormal . Utilizando o resultado do Teorema 5.12.1 e a hipotese que

T ¢é um operador simétrico, temos que
ai; = (T(q), ai) = (a5, T(@)) = a5
Logo, A= [T]g é uma matriz simétrica.

(«=) Utilizando o resultado do Teorema 5.12.1 e a hipdtese que A = [T]g ¢ uma matriz

simétrica, temos que

aij = <T(C]j)a%‘> = Qji = <Qj>T(Qi)>-

Logo, T" ¢é um operador simétrico. [ |
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Exemplo 5.12.2 Considere o espaco vetorial real IR® com o produto interno usual e o
operador linear T sobre o IR® definido por T(z,y,2) = (v + 2y, 2z + 3y — 2z, —y + 22).
Mostre que T € uwm operador simétrico.

Basta encontrar a matriz [T]g em relacao a base canonica (. De fato,

T(1,0,0) = (1,2,0) , T(0,1,0) = (2,3,—1) e T(0,0,1) = (0,—1,2)

Portanto, obtemos

1 2 0
T, = |2 3 -1
-1 2

que é uma matriz simétrica.

Defini¢ao 5.12.2 Sejam V' um espago vetorial real munido do produto interno (-, -),
W um subespaco de Ve T : W — V um operador linear. Dizemos que T € um

operador anti—simétrico em W se

(T(u),v) = —(u, T(v))

para todos u, v € W.

Exemplo 5.12.3 Considere o espago vetorial C([a,b]) munido do produto interno

)= [ )
Seja W o subespago de C([a,b]) definido por:
= {fecab) / fla) = fb)}.
O operador linear T : W — C([a,b]) definido por: T(f)(x) = f'(z) ¢ um operador

anti—simétrico em W.

Proposigao 5.12.1 Sejam V' um espago vetorial real munido do produto interno (-, -)

e T um operador anti-simétrico sobre V. Entdo, (T(u),u) = 0 para todo u € V.

Demonstragao — A prova pode ficar a cargo do leitor. 0

Exemplo 5.12.4 Vamos utilizar o Exemplo 5.12.3 para ilustrar a Proposi¢ao 5.12.1.

Devemos mostrar que

b
(T(f), f) = / f'(x)f(x)de = 0  paratoda f € W.
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Teorema 5.12.3 Sejam V' um espaco vetorial real de dimensao finita com o produto
interno (-, -), B = {q, -, q.} wma base ortonormal para V, T um operador
linear sobre V. e A = [T]g a matriz do operador linear T com relagao a base
ortonormal (. Entao, T € um operador anti-simétrico se, e somente se, A € uma

matriz anti—simétrica.

Demonstragao — A prova pode ficar a cargo do leitor. 0

Exemplo 5.12.5 Considere o espaco vetorial real IR® com o produto interno usual e o
operador linear T sobre o IR definido por T(x,y,z) = (=2y + z,2x + 3z, —x — 3y).

Mostre que T € um operador anti—simétrico.

Basta encontrar a matriz [T]g em relacao a base canonica (. Assim, temos que

02 —1
T = |-2 0 -3
13 0

que é uma matriz anti—simétrica.

Exemplo 5.12.6 Considere V' um espaco vetorial real munido do produto interno
(-,-). Sejam T, e Ty operadores simétricos sobre V. Entdo, aTy + b1, para

a, b € IR, é um operador simétrico sobre V.

Considerando o fato que 17 e T, sao operadores simétricos sobre V', temos que

((aTh + 0T5)(u), vy = (aTi(u) + bTs(u), v)
= (aTi(u),v) + (VIs(u), v)
= a(Ti(u),v) + 0(Ts(u), v)
= a{u, Ty (v)) + b(u, Th(v))
= (u,ali(v)) + (u, bIs(v))
= (u, aTi(v) + bT5(v))

= (u, (a17 + bTy)(v))

o que mostra o resultado desejado.
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5.13 Operadores Hermitianos

Definicao 5.13.1 Sejam V' um espago wvetorial complero munido do produto interno
(.Y, W um subespago de Ve T : W — V um operador linear. Dizemos que T

¢ um operador Hermitiano em W se

para todos u, v € W.

Nesta se¢ao ¢ importante recordar o conceito de transposta Hermitiana de uma matriz
A = [a;;] € M,(C), que denotamos por A*, que é definida da forma A* = [a;;]. Assim,

dizemos que A € IM,(C) é uma matriz Hermitiana se A* = A.

Teorema 5.13.1 Sejam V' um espaco vetorial complexo de dimensao finita munido do
produto interno (-, -), B = { @, -+, g. } wma base ortonormal para V, T um
operador linear sobre V. e A = [T]g a matriz do operador T com relacao a base
ortonormal . Entao, T ¢ um operador Hermitiano se, e somente se, A € uma matriz

Hermitiana.

Demonstracao — (=) Vamos denotar por A = [a;;] a matriz do operador 7' com
relacao a base ortonormal 3. Utilizando o resultado do Teorema 5.12.1 e a hipdtese que

T é um operador Hermitiano, temos que
a; = (T(g;), @) = (¢, T(@)) = (T(@), ) = @G-
Logo, A= [T]'g é uma matriz Hermitiana.

(«=) Utilizando o resultado do Teorema 5.12.1 e a hipdtese que A = [T]g ¢ uma matriz

Hermitiana, temos que

ai; = (T(q5), ¢) = a5 = (T(@), q) = (g, T(@))-

Logo, T é um operador Hermitiano. [ |



346 Algebra Linear e suas Aplicagdes: Notas de Aula

Teorema 5.13.2 Considere V' um espaco vetorial complero munido do produto interno

(-,-) e T wm operador linear sobre V. Entao, T ¢é Hermitiano se, e somente se,
(T(u),u) € IR para todo u € V.

Demonstracao — Tomando a hipdtese que T' é um operador Hermitiano. Para todo

u € V, temos que

(u,T(w) = (T(w),u) = (u, T(w)) = (T(u), u) € R.
Considerando a hipétese de que (7T'(u), u) € IR, temos que

(T),u) = (u, T(w)) = (u, T(u)) para todo ue V.

Portanto, temos que 7' é um operador Hermitiano, o que completa a demonstracao. W

Definicao 5.13.2 Sejam V' um espago wvetorial complero munido do produto interno
(.Y, W um subespago de V' e T : W — V um operador linear. Dizemos que T
¢ um operador anti—Hermitiano em W se

para todos w, v € W.

Teorema 5.13.3 Sejam V' um espaco vetorial complexo de dimensao finita munido do
produto interno (-, -), B = { @, -+, g. } wma base ortonormal para V, T um
operador linear sobre V. e A = [T]g a matriz do operador T com relacao a base
ortonormal (. Entdao, T € um operador anti—Hermitiano se, e somente se, A € uma

matriz anti-Hermitiana (A* = —A).

Demonstragao — A prova pode ficar a cargo do leitor. 0
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5.14 Operadores Ortogonais

Defini¢ao 5.14.1 Sejam V' um espago vetorial real com o produto interno (-, -) e
W um subespaco de V. Seja T :W — V' um operador linear. Dizemos que T € um

operador ortogonal em W se
(T(u), T(v)) = (u,v)
para todos u, v € W.

Podemos verificar facilmente que se T° é um operador ortogonal em V', entao T preserva
a norma Euclidiana, isto é, ||T(u)l|ls = ||ul|ls para todo w € V. Assim, dizemos que

T ¢é uma isometria sobre V.

Proposicao 5.14.1 Sejam V' um espaco vetorial real de dimensao finitas com o produto

interno (-, -) e T wm operador ortogonal sobre V. Entao, T ¢é um automorfismo.

Demonstragao — Basta provar que T é um operador injetor, isto é, Ker(T) = {0y },

e pelo Teorema do nicleo e da imagem, temos que Im(7T) = V.

Tomando um elemento u € Ker(T'), temos que

Portanto, Ker(T) = {0y }, o que completa a demonstragao. |

Proposicao 5.14.2 Sejam V' um espago vetorial real com o produto interno (-, -) e

T wuma isometria sobre V. Entdo, T—' € uma isometria sobre V.

Demonstragao — Sabemos que 7' ¢ um isomorfismo sobre V', pois 7" é uma isometria

sobre V. Logo, T~ ! existe. Desse modo,

Portanto, mostramos que 7! é uma isometria sobre V. [
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Proposicao 5.14.3 Sejam V' um espago vetorial real munido do produto interno (-, -)
e T um operador linear sobre V. Entao, T € uma isometria sobre V se, e somente

se, T € um operador ortogonal em V.

Demonstracao

(=) Tomando a hipétese que T é uma isometria sobre V', obtemos
(Tu—v), T(u—2v)) = (u—v,u—v) = (u,u) — 2(u,v) + (v,v).
para todos u, v € V. Por outro lado, temos que
(Tu—=v), Tu—v)) = (T(u), T(w) — 2(T(u), T(v)) + (T(v), T(v))
= (u,u) — 2(T(u), T)) + (v, v)
Portanto, comparando as duas expressoes, obtemos
(T(u), T(v)) = (u,v)

para todos wu, v € V. Logo, mostramos que 7" é um operador ortogonal em V.

(«<=) Tomando a hipétese que T é um operador ortogonal em V| isto é,
(T(u), T(v)) = (u,v) para todos wu,v € V|

obtemos (T'(v), T(v)) = (v,v) paratodo v € V. Logo, ||[T(v)|2 = ||v]|2 para

todo v € V. Portanto, provamos que T ¢é uma isometria sobre V. |

Proposicao 5.14.4 Sejam V'  um espago vetorial real com o produto interno (-, ),

T e P isometrias sobre V. Entao, T o P ¢ uma isometria sobre V.
Demonstracao — Tomando a hipotese que T e P sao isometrias sobre V', isto é,
[Tz = [lvll2 e P2 = [v]2
para todo v € V, obtemos
[(ToP)w) 2 = [(TPW)]2 = [P = [vl]

para todo v € V. Portanto, temos que T o P ¢é uma isometria sobre V. [ |
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Exemplo 5.14.1 Considere o espaco vetorial real IR?> munido do produto interno usual.
Os operadores lineares T(x,y) = (z, —y) e P(x,y) = (—x, —y), que representam
uma reflexao em torno do eixo-ox e uma reflexao em torno da origem, respectivamente,

sdo isometrias sobre o IR?. Assim, o operador linear T o P sobre o IR* que é dado por:

(T o P)(z,y) = T(P(x,y)) = T(~z,~y) = (—z,y),

que representa uma reflexao em torno do eizo-oy, € uma isometria sobre o IR?.

Teorema 5.14.1 Sejam V'  um espaco vetorial real de dimensao finita com o produto
interno (+,-), B ={q, -, ¢} uma base ortonormal para V e T wum operador
linear sobre V. Entao, T ¢é um operador ortogonal em V se, e somente se, T leva a

base ortonormal B na base ortonormal { T(q1), ---, T(g,) } de V.

Demonstracao — Para todo u, v € V' temos que

n

u = Zbi%‘ e Vo= chqj
i=1

i=1

onde b, e ¢;, 1 =1, ---, n, sao os coeficientes de Fourier de u e de v com relacao a
base ortonormal f, respectivamente. Pela identidade de Parseval, temos que

n

(u,v) = Z b; ¢;

i=1

Desse modo, temos que

(T(u), T(v)) = bic; (T(q:), T(g;))
i=1 j=1
Portanto, (7'(u),T(v)) = (u,v) se, e somente se, {T(q), -, T(q,)} ¢é um
conjunto ortonormal em V', o que completa a demonstracao. |

Definigao 5.14.2 Dizemos que Q € IM,(IR) ¢é uma matriz ortogonal se Q'Q = 1.

Assim, temos que QQ' = I. Desse modo, tem-se que Q™' = Q.

Teorema 5.14.2 Uma matriz Q € IM,(IR) ¢é ortogonal se, e somente se, suas colunas

(suas linhas) formam um conjunto ortonormal em IR™.

Demonstragao — A prova pode ficar a cargo do leitor. (l
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Teorema 5.14.3 Sejam V' um espaco vetorial real de dimensao finita com o produto
interno (-,-), B ={ a1, -, ¢} uma base ortonormal para V, T wum operador
linear sobre V. e A = [T]g a matriz do operador T com relagao a base ortonormal

B. Entao, T € um operador ortogonal se, e somente se, A € uma matriz ortogonal.

Demonstracao — Seja A = [a;j] a representacao matricial do operator 7' com relacao

a base ortonormal f, isto é,

T(q) = ZakiQk € T(q;) = ZaerT
k=1 r=1

Desse modo, temos que

(T(q:), T(q;)) = i g ( Qs @) = Y ki g
k=1 r=1 k=1
Portanto,
(T(a), T(q) = 6 < Y away = 5,
k=1
onde ¢;; ¢ o delta de Kronecker, o que completa a demonstragao. [ |

Teorema 5.14.4 Seja V' é um espago vetorial real de dimensao finita com o produto
interno (-, -) com B e v duas bases ortonormais de V. Entdo, a matriz de mudanga
de base [I]; € wma matriz ortogonal.

Demonstracao — Digamos que dim(V) = n. Sejam [ = { q, -+, ¢, } e
v = {wv, -+, vn } . Vamos denotar por C' = [¢;;] = [[];. Assim, temos que
v; = Z Ciy di € v = Z Cki qk
=1 k=1

Pela identidade de Parseval tem—se que
(vi,v5) = chickj — ctCc =1
k=1

pois (v;,v;) = 1 para ¢ = j e (v;,v;) = 0 para ¢ # j, o que completa a
demonstracao. [}
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FExercicios

Exercicio 5.52 Considere V' um espago vetorial real munido do produto interno (-, -).
Sejam T, e Ty operadores simétricos sobre V. Entao, Ty oTy € um operador simétrico

sobre V' se, e somente se, Ty oTy, = TooT].

Exercicio 5.53 Considere V' um espaco vetorial real de dimensao finita munido do

produto interno (-, -) e T wum operador linear simétrico sobre V. Mostre que

Ker(T) = (Im(T))*.

Exercicio 5.54 Considere V' um espago vetorial complexo munido do produto interno
(-,-). Sejam Ty e Ty operadores Hermitianos sobre V. Entao, aT) + b1, para

a,b € IR, é um operador Hermitiano sobre V.

Exercicio 5.55 Considere V' um espaco vetorial complexo munido do produto interno
(-,-). Sejam T, e Ty operadores Hermitianos sobre V. Entdao, TyoTy € um operador

Hermitiano sobre 'V se, e somente se, Ty oTy, = Ty o0T).

Exercicio 5.56 Considere V' um espago vetorial complexo munido do produto interno

(-,-). Seja T um operador Hermitiano sobre V. Entao,

IT(w) £ iul; = IT@l5 + lul  paratodo  u € V.

Exercicio 5.57 Sejam V' um espago vetorial real munido do produto interno (-, -) e

T € L(V). Mostre que duas quaisquer das propriedades implicam a outra:
(a) T ¢€ simétrico.
(b) T ¢ uma isometria sobre V .

(c) T> = 1.

Exercicio 5.58 Seja ) € IMy(IR) a matriz que representa uma rotagdo de um angulo

0 no sentido anti-hordrio, isto €,

~ |cos(0) —sin(0)
@ = [sin(@) cos(@)]'

Mostre que Q) € uma matriz ortogonal.
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Exercicio 5.59 Considere o espaco vetorial IR® com o produto interno usual e seja T

o operador linear sobre IR definido por:
T(x,y,z) = (zcos(f) — ysin(f), zsin(d) + ycos(d), z),

onde 6 € um angulo fixo. Mostre que T ¢é um operador ortogonal.

Exercicio 5.60 Considere V' um espago vetorial real munido do produto interno (-, -)
e W um subespaco de dimensao finita de V. Sabemos que V. = W @ W+, isto é, todo
elemento v € V€ escrito de modo unico da forma v = w + u com w € W e
u € W+. Seja T o operador linear sobre V definido da sequinte forma: T(v) = w —u

para todo v € V.

(a) Prove que T ¢é um operador linear simétrico e ortogonal em V.

(b) Considerando V = IR®> com o produto interno usual e W o subespaco gerado
pelo elemento w = (1,1,1), encontre a matriz do operador linear T com relagao

a base canonica do IR3.

Exercicio 5.61 Sejam V' um espago vetorial real munido do produto interno (-, -) e

G o congunto de todos os operadores ortogonais sobre V', isto €,
G={T:V—V |/ T éum operador ortogonal } .

Mostre que G tem uma estrutura de grupo em relacao a operacao de composicao,
isto €, (G, o) € um grupo.

Exercicio 5.62 Sejam V' um espago vetorial real munido do produto interno (-, -)
e T wma isometria sobre V. Mostre que T preserva o cosseno do angulo entre dois
elementos nao—nulos de V.
Exercicio 5.63 Considere a matriz A € IMy(IR) dada por:

0 2
-2 0|

Mostre que B = (I, — A)(I; + A)™' € uma matriz ortogonal.

A:

Exercicio 5.64 Considere o espago vetorial real IM,(IR) munido do produto interno
usual. Dada uma matriz Q@ € IM,(IR), definimos o operador linear Ty sobre IM,(IR)
da sequinte forma: To(X) = QX. Mostre que Ty € uma isometria sobre M, (IR) se,

e somente se, () € uma matriz ortogonal.
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5.15 Projecao Ortogonal

A partir do Teorema da Decomposi¢ao Ortogonal temos a definicao de projecao ortogonal,
que ¢ extremamente util para a solucao e interpretacao geométrica de certas aplicagoes

da Algebra Linear.

Defini¢ao 5.15.1 Sejam V' um espaco vetorial munido do produto interno (-, -) e S
um subespago de dimensdo finita de 'V, com [ = {q, -+, ¢, } wma base ortonormal

de S. Dado um elemento u € V, o elemento u € S definido por:

n

= > (u,g)g

Jj=1

¢ a projecao ortogonal do elemento u sobre o subespaco S e o elemento w = u — u

¢ a projecdo ortogonal do elemento wu sobre o subespaco S*.

Podemos observar que se § = {¢1, -+, ¢, } é uma base ortogonal para S, entao

a projecao ortogonal do elemento u € V' sobre o subespagco S ¢é dado por

<u7 qj>

u = q; -
et (gj,q;) "

Exemplo 5.15.1 Considere o espago vetorial real IR® munido do produto interno usual
(-,-). Seja W o subespago gerado pelo elemento w = (1,—1,2) € IR*. Calcule a
projecdo ortogonal do elemento u = (2,—1,4) € IR® sobre o subespaco W e sobre o

subespaco W.

Pela Definicao 5.15.1, temos que a projecao ortogonal de u sobre W é dada por:

~ _ {u,w)
(w, w)

Pelo Teorema 5.9.1 (Decomposicao Ortogonal), temos que o elemento v € W+ dado

por:
(w, w)

é a projecao ortogonal de wu sobre o subespaco W+. Assim, obtemos

_ 11 11 1
i=0-12) e wv=(2-14 - ~1-12) = (152,
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Exemplo 5.15.2 Considere o espago vetorial IR™ com o produto interno usual (-, - ).
Seja W o subespaco gerado pelo elemento w € IR™ nao—nulo. Dado um elemento
u € IR", determinar sua projecao ortogonal sobre W. Utilizando o Teorema 5.9.1, da

decomposicao ortogonal, determine a projecdo ortogonal de wu sobre o subespaco W+.

Pela definicao 5.15.1, temos que a projecao ortogonal de u sobre W ¢é dada por

_ {ww)
(w, w)

Pelo teorema da decomposigao ortogonal, temos que

é a projecao ortogonal de v no subespaco W+,

Exemplo 5.15.3 Sejam V' um espaco vetorial real munido do produto interno (-, -)
e || - |l2 a norma Euclidiana. Considerando os elementos u, v € V, com v # Oy,

determine o elemento w* do conjunto S ={weV /| w = u — tv , t€ R} que

possui a menor norma Fuclidiana. Dé uma interpretacao geométrica para w*.

Temos que encontrar um elemento w* € S tal que
lwllo = min{ [w]z ; weS} <= w3 = min{|u—tv]; ; te R}

Portanto, temos que encontrar o minimo da fungao ¢(t) dada por

g(t>: ||u—tv|]§: <u—tv,u—tv> = <u,u)—2t<u,v>—i—t2<v,v) ; te R
Inicialmente, vamos calcular os pontos criticos, fazendo ¢'(t) = 0, obtemos
t*:M — w*:u—t*v:u—<u’v>v

(v, v) (v, v)
Temos que classificar o inico ponto critico da fun¢ao g, calculando ¢”(t), obtemos
g'(t) = 2(v,v) >0 ; v#0y

Assim, t* é um ponto de minimo global da funcao g e o elemento w* =u — t'v € §

¢é o elemento de menor norma Euclidiana.

Portanto, o elemento w* ¢ a projecao ortogonal do elemento u sobre o subespaco U™+ e
o elemento w* = t*v é a projegao ortogonal do elemento wu sobre o subespago U = [v].

Mais a frente vamos dar uma nova interpretagao para a projecao ortogonal.
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Vamos representar as projecoes ortogonais através de operadores lineares. Considerando

a definicao de projecao ortogonal, definimos um operador P sobre V da forma:

n

P(u) = Z (u,qj) q para todo u € V.
j=1
Podemos verificar facilmente que P ¢é um operador linear sobre V. Desse modo, vamos
denominar P como sendo o operador de projecao ortogonal sobre o subespaco S.
Portanto, temos que Im(P) = S. Para o operador de projecao ortogonal podemos

apresentar os seguintes resultados.

Teorema 5.15.1 Sejam V' um espago vetorial real com o produto interno (-, -), S
um subespaco de dimensao finita de Ve P o operador de projecao ortogonal sobre S.

Entao, P € um operador simétrico, isto €,
(P(u),v) = (u, P(v)) ; Yuv eV

Demonstracao — Seja 5 = {¢1, -+, ¢, } uma base ortonormal para S. Dado um

elemento u € V sabemos que sua projecao ortogonal sobre S ¢ dado por

n

Pu) = > (u,q)q

j=1
Desse modo, temos que
(P(u),v) = > (u,q;) (g, v) = (u,> (v,q)q) = (u, P(v))
j=1 j=1
o que completa a prova. [ |

Teorema 5.15.2 Sejam V' um espaco vetorial real com o produto interno (-, -), S
um subespaco de dimensao finita de Ve P o operador de projecao ortogonal sobre S.
Entio, P* = P (idempotente), isto é, P*(u) = P(u) para todo ue€V.

Demonstracao — Seja 5 = {¢;, -+, ¢, } uma base ortonormal para S. Dado um

elemento u € V sabemos que sua projecao ortogonal sobre S é dado por

P(U) = Z <U, Qj>Qj
j=1
Desse modo, temos que

n

PQ(U):P<Z<U a;) ) Z u, qj) Z u, q;) = P(u)

desde que P(q;) = ¢; para j=1,---,n. O que completa a prova. [ |
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Podemos observar que se P? = P entao, P(u) = u, para todo u € Im(P). De fato,

u € Im(P) = u = Plv) = P(u) = P(P(v)) = P(v) = u.

Defini¢ao 5.15.2 Sejam V' um espago vetorial real com o produto interno (-, -) e
P um operador linear sobre V. Dizemos que P € um operador de proje¢ao ortogonal

se P for simétrico e idempotente.

Teorema 5.15.3 Sejam V' um espago vetorial real com o produto interno (-, -), S

um subespaco de dimensao finita de V' e P o operador de projecdo ortogonal sobre S.
Entdo, Ker(P) = S*.

Demonstracao — Inicialmente, tomamos u € Ker(P), isto é, P(u) = 0Oy. Desse

modo, para todo v € V., temos que
0 = (Pu),v) = (u, P(v)).

como P(v) € Im(P) = S, obtemos que u € S*. Assim, Ker(P) C S*.

Finalmente, tomamos v € S*, isto é, (v,u) = 0 para todo u € S. Como

u = P(w) para w € V. Desse modo, obtemos
(v,u) = (v, P(w)) = (Pv),w) = 0 para todo w e V.

Logo, P(v) = Oy o que implica em v € Ker(P).
Assim, mostramos que S+ C Ker(P). Portanto, provamos que Ker(P) = S*. [ |

O Teorema 5.15.3 apresenta um resultado muito interessante para o estudo de autovalores

e autovetores, que iremos ver no Capitulo 6. Podemos apresentar tal resultado da forma
P(u) = Oy para todo  u € ST

para que possamos obter as conclusoes desejadas.

Corolario 5.15.1 Sejam V' um espago vetorial real com o produto interno (-, -), S

um subespaco de dimensao finita de Ve P o operador de projecao ortogonal sobre S.
Entao, V = Ker(P) & Im(P).
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Teorema 5.15.4 Sejam V'  um espago vetorial real com o produto interno (-, -), S
um subespaco de dimensao finita de Ve P o operador de projecao ortogonal sobre S.

Entdo, I — P € o operador de projecdo ortogonal sobre o subespaco S*.

Demonstracao — Dado um elemento u € V, temos que P(u) € S. Vamos mostrar que
o elemento u — P(u) ¢é ortogonal ao elemento P(u). Pelo Teorema 5.15.1, sabemos que

P é simétrico. Assim, temos que
(P(u),u—Pu)) = (u, Plu—P(u))) = (u, P(u)—P*(u))
Pelo Teorema 5.15.2, sabemos que P? = P. Logo, obtemos

(Pu),u—P(u)) = (u, Plu)—Pu)) = (u,0p) =0 ; VuelV

Portanto, u — P(u) € S+ paratodo wu € V. Assim, provamos que Im(l — P) = S*.

Podemos verificar facilmente que I — P ¢é um operador idempotente. De fato,
(I —PY? = (I -P)I -P) =1-2P+P =1-P
Temos também que I — P ¢é um operador simétrico. De fato,

((I=P)(u),v)=(u,v) = (P),v)=(u,v) = (u, P(v)) = (u, (I - P)(v))

0 que completa a prova. |

Corolario 5.15.2 Sejam V  um espago vetorial real com o produto interno (-, -) e
P um operador linear sobre V. Entao, o operador P € simétrico e idempotente se, e

somente se, P projeta ortogonalmente todo elemento v € V' sobre o subespago Im(P).

Exemplo 5.15.4 Determine a projecio ortogonal do elemento u = (2,1,2,1) € IR* no
subespago S = [QIan] onde 91 = (17 _17 17 _1) € 42 = (_27 1747 1)

Note que os geradores do subespaco S sao ortogonais entre si. Logo, é uma base
ortogonal para S. Desse modo, temos que a projecao ortogonal do elemento u sobre o

subespaco S ¢é dado por

~ (u, q1) (u, g) 1 3
u = @+ /% = s+ 7q.
(a1, q1) (&2, q2) 2 11
Assim, temos também que o elemento w € IR* dado por:

~ 1 +3
w=u—-—u=u— | = —
2@1 11Q2

é a projecao ortogonal do elemento u sobre o subespaco S*.
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Teorema 5.15.5 Sejam V' um espaco vetorial real de dimensao finita com o produto
interno (-, -), B wma base para V, P um operador linear sobre V e [P]g a matriz

do operador P com relacao a base (. FEntao, P € um operador idempotente se, e

somente se, [P]g ¢ uma matriz idempotente.

Demonstracao — Para todo v € V, temos que [P(v)]g = [P]g [v]5 .

Pelo Teorema 4.8.3, temos que

[PX(0)]s = [(PoP)(w)ls = ([P3)*[]s  paratodo v € V.

[P*(W)]s = ([PI5)*[]s = [P()]s = [Pls[t]ls  paratodo v € V.
Portanto, provamos que ( [P]g )2 = [P}g , isto é, [P]g ¢ uma matriz idempotente.

Tomando por hipdtese que [P]g ¢ uma matriz idempotente, temos que

P05 = ([P’ 1y = [P31]s = [P@)]s  paratodo v e V.

Portanto, provamos que P?(v) = P(v) paratodo v € V. Logo, P ¢ um operador

idempotente, o que completa a demonstracao. [ |

Corolario 5.15.3 Sejam V' um espaco vetorial real de dimensao finita com o produto
interno (-, -y, [ wuma base ortonormal para 'V, P um operador linear sobre V e
[P]g a matriz do operador P com relagdo a base ortonormal 3. Entdo, P ¢ um operador

de projecdao ortogonal se, e somente se, [P]g € uma matriz simétrica e idempotente.
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Exemplo 5.15.5 Considere o espago vetorial real IR* munido do produto interno usual
(-, ). Seja W o subespaco gerado pelo elemento w = (1,2) € IR*. Seja P o operador

de projecao ortogonal sobre o subespaco W. Determine o operador P(x,y).

Dado um elemento genérico u = (z,y) € IR*, pela defini¢ao 5.15.1, temos que o operador

de projecao ortogonal sobre W ¢é dado por:

P(z,y) = %w = %(x+2y, 2z + 4y) .

Para exemplificar que [ nao precisa ser uma base ortonormal no Teorema 5.15.5, vamos
determinar a matriz [P]g com relagdo a base f = { (1,1), (0,1) }, para o caso do

Exemplo 5.15.5. Desse modo, obtemos que

RN

Podemos verificar facilmente que [P]g ¢ uma matriz idempotente, mas nao é simétrica,

pois [ nao é ortonormal.

Exemplo 5.15.6 Considere o espago vetorial real IR® munido do produto interno usual
(-,-). Seja W o subespago gerado pelo elemento w = (1,—1,2) € IR*. Seja P o
operador de projecao ortogonal sobre o subespago W. Determine o operador P(x,y,z)

e a matriz [P]g , em relagdo & base candnica do IR®.
Dado um elemento genérico u = (z,y,z) € IR?, pela definicao 5.15.1, temos que o
operador de projecao ortogonal sobre W ¢ dado por:

1
P(z,y,2) = <<Z):—ww>)w = g(w—y—l—Zz, —r+y—2z, 2x—2y+4z).

Portanto, a matriz [P]g é dada por:

-2

[ _
Pls=5|-1 1 -2
2 -2 4

onde 3 ¢é a base canonica do IR?. Podemos verificar facilmente que a matriz [P]g é

simétrica e idempotente, pois 3 é uma base ortonormal, de acordo com o Corolario 5.15.3.
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FExercicios

Exercicio 5.65 Considere o espaco vetorial IR™ com o produto interno usual (-, -).

Seja W o subespaco gerado pelo elemento w € IR", nao—nulo, e P o operador de

projecao ortogonal sobre W. Mostre que a matriz [P]g ,onde B € a base canonica do
IR™, é dada por:

ww!

Pl =

wiw’
considerando que o elemento w € IR™ estd representado na forma de vetor coluna.

Exercicio 5.66 Considere o espaco vetorial IR®* munido do produto interno usual
(-,-). Seja S o subespago de IR* dado por: S = [(1,1,1)] e P:R*— R® o

operador de projecio ortogonal sobre S. Determine o operador P(z,y,z).

Exercicio 5.67 Seja P: IR* — IR® o operador linear tal que v = P(v) € a projegdo
ortogonal do elemento v € IR* no plano 3z + 2y + z = 0. Pede-se:

(a) Encontre o operador P(x,y,z).
(b) Determine a imagem do operador P.

(¢) Determine o nicleo do operador P.

Exercicio 5.68 Seja H={x € R" / (x,c) = 0} para c € R", firo. Pede-se:

(a) Determine o subespago H*.
(b) Dado um elemento u € IR", determine sua projecdao ortogonal no subespaco H-*.

(¢) Dado um elemento u € IR", determine sua proje¢ao ortogonal no subespago H.

Exercicio 5.69 Considere o espago vetorial real Py(IR) com o produto interno

(p,q) = / p@a@)de ;¥ p g € PuR).

2

Determine a proje¢ao ortogonal do elemento q(x) = x* sobre o subespaco Pi(IR).

1
Resposta: | ¢(z) = ~5 + @
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5.16 Reflexao sobre um Subespaco

Defini¢ao 5.16.1 Sejam V' um espago vetorial real com o produto interno (-, -), S
um subespaco de dimensao finita de Ve P:V — Vo0 operador de projecdo ortogonal
sobre S. O operador R:V — V' definido por: R = 2P — I, isto é,

R(v) = 2P(v) — v para todo v eV,
¢ a reflexdo sobre o subespaco S, paralelamente ao subespaco S*.

A seguir vamos apresentam dois exemplos que sao muito interessantes para o estudo de

autovalores e autovetores, que iremos ver no Capitulo 6.

Exemplo 5.16.1 Sejam V' um espago vetorial real munido do produto interno (-, -)
e S wum subespaco de dimensao finita de V. Seja R o operador de reflexao sobre S .

Podemos verificar facilmente que R(w) = —w para todo w € S*.

Exemplo 5.16.2 Sejam V' um espago vetorial real munido do produto interno (-, -)
e S um subespago de dimensao finita de V. Seja R o operador de reflexao sobre S'.

Podemos verificar facilmente que R(u) = u para todo u € S.

Teorema 5.16.1 Sejam V' um espago vetorial real com o produto interno (-, -), S um
subespaco de dimensao finita de Ve R o operador de reflexdo sobre S, paralelamente

ao subespaco S*. Entdo, R € um operador simétrico, isto é,
(R(u),v) = (u, R(v)) para todo u,v € V.

Demonstragao — Fazendo uso da defini¢ao de operador simétrico e do fato que o operador

de projecao ortogonal P ¢é simétrico, temos que

(R(u),v) = (2P(u) —u,v)
= 2P(w),v) — (u,v)
= (u,2P(v)) - (u,v)
— (u, 2P(v) —v)

= (u, R(v))

para todo u, v € V. Portanto, R é um operador simétrico. [ |
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Teorema 5.16.2 Sejam V' um espago vetorial real com o produto interno (-, -},
S um subespaco de dimensao finita de 'V e R o operador de reflexao sobre S ,
paralelamente ao subespago S*+. Entio, R ¢é um operador auto-reflexivo (R*> = I), isto
¢, (RoR)(v) = R(R(v)) = v paratodo v € V.

Demonstracao — Fazendo uso do fato que o operador de projecao ortogonal P ¢
idempotente, isto é P? = P, temos que

R* = 2P —I)2P — 1) = 4P? — 4P + I = 1.

Portanto, R ¢é um operador auto-reflexivo. |

Teorema 5.16.3 Sejam V' um espago vetorial real com o produto interno (-, -), S um
subespaco de dimensao finita de Ve R o operador de reflexao sobre S, paralelamente

ao subespaco S*. Entdo, R é um operador ortogonal, isto ¢,
(R(u), R(v)) = (u,v) para todos u,v € V.

Demonstragao — A prova é feito utilizando o fato que R ¢é um operador simétrico e

auto-reflexivo. De fato,
(R(u), R(v)) = (u, R(R(v))) = (u, R*(v)) = (u,v)

para todos wu, v € V. Portanto, R é um operador ortogonal. [ |

Podemos observar que, como R ¢é um operador ortogonal em V', temos que R preserva
a norma Euclidiana, isto é, || R(u)|2 = |u||2 para todo w € V. Assim, R ¢ uma

isometria sobre V.

Exemplo 5.16.3 Considere o espaco vetorial IR*> munido do produto interno usual
(+,-). Seja S o subespago de IR*> dado por: S = {(x,y) € R* /| z — 2y = 0}.

Dado o elemento u = (—1,2) € IR?, determine sua reflexdo sobre o subespago S.

Temos que o subespago S ¢é gerado pelo elemento v = (1,2). Assim, a projegao

ortogonal de u sobre S ¢é dada por:

~ (u, v) 3
T = P = e = 2(12)
Portanto, a reflexao do elemento u sobre o subespaco S ¢é dada por:
~ 6 1
w = Ru) = 2u — u = 5(1,2) - (—-1,2) = 5(11,2).

Note que [[v]ls = [[wl]> = V5.
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Exemplo 5.16.4 Considere o espaco vetorial IR*> munido do produto interno usual
(-,-). Seja S o subespago de IR?> dado por: S = {(z,y) € R* | 2 —y =0} e
R:IR* — IR? o operador de reflexio sobre S. Determine o operador R(z,y).

Temos que o subespago S é gerado pelo elemento v = (1,2). Dado um elemento

genérico u = (z,y) € IR? temos que

R(z,y) = 2P(u) — (u) = 2(u,v)v —u

2z + 4y

- =220 - @)

1
= g(—Bx + 4y, 4z + 3y)
Portanto, o operador R ¢ definido por:

1
R(z,y) = 5(—33: + 4y, 4z + 3y) para todo (z,y) € IR*.

Facilmente obtemos a matriz [R]g ,onde 3 ¢é a base canonica do IR?, que é dada por:

o=

Exemplo 5.16.5 Considere o espago vetorial IR* munido do produto interno usual
(-,-). Seja S o subespago de IR* dado por: S = {(z,y) € R* | y —ax = 0}
para a € IR. Seja R : IR*> — IR?> o operador de reflexdo sobre S, paralelamente ao

subespaco S*. Determine a matriz do operador R com relacdo a base canénica do IR?.

Resposta: | [R]; =

Utilizando o resultado do Teorema 5.12.2 e o resultado do Teorema 5.14.3, temos que a
matriz [R]g é simétrica e ortogonal. O que podemos verificar facilmente para a matriz
[R]g do Exemplo 5.16.4 e para a matriz [R]g do Exemplo 5.16.5.
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FExercicios

Exercicio 5.70 Considere o espaco vetorial IR?* munido do produto interno usual
(-,-). Seja S o subespago de IR* dado por: S = [(3,2,1)] e R:IR*— IR® o
operador de reflexao sobre S. Determine o operador R(z,y,z).

Exercicio 5.71 Seja R: IR* — IR® o operador linear tal que R(x,y,z) € a reflexdo
do elemento (x,y,z) € IR® sobre o plano 3x + 2y + z = 0. Pede-se:

(a) Determine o operador R(x,y,z).
(b) Determine o nicleo do operador R.

(¢) Determine a imagem do operador R.

Exercicio 5.72 Considere o espago vetorial real Py(IR) com o produto interno

(p,q) = /Olp(x)q(x)dx para todo p,q € P3(R).

2

Determine a reflexao do elemento q(x) = x* sobre o subespaco Pi(IR).

1
Resposta: | R(q)(z) = —3 + 2 — 2?
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5.17 Melhor Aproximacao em Subespacos

Teorema 5.17.1 (Melhor Aproximacao) Considere V  um espago vetorial com o
produto interno (-, -) e S wum subespaco de dimensao finita de V. Se u € V, entao
a projecao ortogonal u € S € a melhor aproximacao do elemento u no subespaco

S com relacdo a norma proveniente do produto interno, isto €,

lu—al < [[u—ov]2 para todo velS.

Demonstracao — Pelo Teorema 5.9.1, sabemos que v = u — w,onde u € S e

w € S*. Desse modo, para todo v € S, temos que
u—v=(u—u)+(u—ov)

desde que (u — v) € S e (u — u) € St que é a decomposigao ortogonal do

elemento u — v. Pelo Teorema de Pitagoras 5.5.3, temos que

lw —vlly = lu =@l + @ — vl = lu-7al; < u- vl
Portanto
lu — wlls < |lu — v]2 para todo v e S,
o que completa da demonstracao. [ |

Exemplo 5.17.1 Considere o sequinte espaco vetorial real
J([0,0)) = {f 10, +00) — IR fungdo continua / / exp(—z) f2(z)dr < +oo } .
0

Definimos em J(]0,00)) o sequinte produto interno

(f,9) = /OOO exp(—x) f(z)g(x)dx .

Dada a funcao f(x) = exp(—=x), determine o polinomio p(x) =a + bz, a, b€ IR, que

melhor aprorima a funcao f com relacao a norma Fuclidiana.

3
Resposta: | p(z) = 1
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Exemplo 5.17.2 Considere o espago vetorial C([—1,1]) munido do produto interno
usual. Determine o polinomio p(r) = a + bx, a,b € IR, mais préozimo da fungao
flz) = exp(x), z € [-1,1], com relagao a norma Fuclidiana. Dé uma interpretagdo

geomélrica para o polinémio p(x).

1 3
Resposta: | p(z) = 5(6 —e Y + -z , xe[-1,1]

Exemplo 5.17.3 Seja V' um espaco vetorial real munido do produto interno (-, -).
Dados os elementos u, v € V ortogonais e um elemento qualquer w € V. Considere

a sequinte fung¢ao
J,p) = |w— (au+ Bo)lz 5 (a,B8) € R,
onde || - |2 € a norma Euclidiana. Pede-se:
(a) Determine o unico ponto critico, (a*, *), da fun¢ao J.
(b) Dé uma interpreta¢iao geométrica para o elemento w* = o*u + [*v.

(c) Classifique o ponto critico (a*, B*).

Vamos escrever a funcao J da seguinte forma:

J(,B) = (w—(au+pv), w—(au+pv))
= (w,w) — 2(w,au+pv) + (au+ fv, au+ [v)

= (w,w) — 2a(w,u) = 28(w,v) + a*{u, u) + (v, v)
Como queremos encontrar os pontos criticos da fungao J, vamos calcular o seu gradiente

—2(w, u) + 20 (u, u)
V() =
—2(w,v) + 26(v,v)
Finalmente, fazendo V.J(«, 8) = (0,0) obtemos
o (w,u) (w,v)
- {u,u) (v,v)

Portanto, temos que o elemento w* = a*u + [*v ¢é a projecao ortogonal do elemento

e g =

«

w sobre o subespago S = [u,v]. Pelo Teorema 5.17.1, podemos classificar o tinico ponto

critico (a*, f*) como sendo um ponto de minimo da fungao J.
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Exemplo 5.17.4 Considere o espago vetorial real Py(IR) com o produto interno

(p,q) = /Olp(w)Q(:v)dx ;o YV op g € Pa(R).

2

Determine a melhor aproximagdo do polinomio q(x) = 1 — x* no subespago Pi(IR).

A melhor aproximagao do elemento ¢(z) = 1 — x? no subespago P;(IR) C Po(IR) ¢

dada pela projecao ortogonal do elemento ¢(z) sobre o subespaco P;(IR).

Inicialmente, vamos obter uma base ortogonal * = {¢(z), ¢2(x) } para o subespago
P1(IR) a partir da base canonica = {pi(x) = 1, po(z) = =}, através do Processo

de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt.

Desse modo, escolhemos ¢;(x) = pi(x) = 1. Agora, vamos construir o elemento ¢s(x)

da seguinte forma:
@(z) = p2(z) — a2qi(x)

ortogonal ao subespaco gerado pelo elemento ¢;(z). Assim, temos que

T <p27 91> _ 1
<p2 y 41 > 2
1
Logo, o elemento ¢u(x) = x — 5 completando a base ortogonal 3* = {qi(z), ¢2(x) }.

Finalmente, vamos determinar a projecao ortogonal, ¢(x), do elemento ¢(z) = 1 — =

no subespaco P;(IR) que é dada por:

ol = M T <an2> 2
fe) = <Q1,Q1>q1() - <Q2,QQ>QQ()
onde
<Q1,Q1>=/de:1 e <Q27Q2>=/0(x—%) dx:%

Portanto, temos que
i(z) 2 1 7
xr) = — - T — = = - — .
1 3 2 6



368 Algebra Linear e suas Aplicagdes: Notas de Aula

FExercicios

Exercicio 5.73 Considere o espaco vetorial real IR* munido do produto interno usual.
Seja S o subespago gerado pelos elementos ¢ = (1,1,1,1) e ¢ = (—1,1,—1,1).

Encontre a melhor aprozimagdo do elemento uw = (2,1,3,1) € IR* no subespago S.

Exercicio 5.74 Considere o espaco vetorial C([—m,w|) com o produto interno usual

(fog) = | fl@gl@yde 5V fig € C([=m ]
e o subespaco vetorial

U=1{f¢ecll-mn) /) f(=2) = f(z)}.

Seja B = {1, cos(z), cos(2x), - - -, cos(nz)} um conjunto ortogonal em U. Calcular
a projecio ortogonal da fung¢ao f(x) = |x|, pertencente ao subespagco U, sobre o

subespaco de dimensao finita S gerado pelos elementos do conjunto ortogonal p.

Exercicio 5.75 Considere o espago vetorial real P3(IR) com o produto interno

1
(p,q) = / p(x)q(x)dx para todos p,q € P3(IR).
0

3

Determine a melhor aproximagdo do elemento q(x) = z° no subespaco Po(IR).

Exercicio 5.76 Sejam V um espaco vetorial real munido do produto interno (-, -),
S um subespago de dimensao finita com 5 = {q, -+, g, } uma base ortonormal para
S. Dado um elemento u € V, considere a funcao J:V — IR definida por:

J) = llu —vlz ; veS,
onde || - |l2 € a norma Euclidiana. Mostre que o elemento v* € S satisfazendo
JW*) = min{ J(v) ; v e S}

€ a projecao ortogonal do elemento u sobre o subespaco S.

Exercicio 5.77 Considere o espaco vetorial real IR® munido do produto interno usual.

Seja S o subespago definido por:
S={(r,y,2) € R* ) v +y—2=0}.

Determine a melhor aprozimacao do elemento v = (1,2,1) no subespaco S=.
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