ME-100 Fundamentos de calculo
Lista 8
Sequiéncias

1. Mostre que toda seqliéncia convergente é limitada.

2. Seja {zx} uma seqiiéncia tal que limz, = L > 0. Prove que:
(a) Existe M € N tal que z > 0 para todo k > M.
(b) Para todo A < L existe M € N tal que z;, > A para todo k > M.

3. Sejam lima,, = A e limb,, = B. Prove que:
(a) lim |, | = ||

(b) lim(a, £b,) =A+B

(c) lim(a,b,) = AB

(d) se B # 0, entao lim(a, /b,) = A/B.

4. Usando exercicio anterior, prove que

3T =284 5md —2m2 4 n—1 3
lim = —.
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5. Escreva detalhadamente a negagdo de “lima, = L” e prove que a seqiiéncia {a,} dada por

an = (—1)™ néo converge a nenhum ntdmero real.

6. Construa um exemplo de uma seqiiéncia {a, } e um conjunto A tal que a,, € A para todon > 1,

mas lima,, ¢ A.

7. Sejam {a,} e {b,} duas seqiiénciasreais tais que lima, = L e lim(a, — b,) = 0. Prove que
limb,, = L.

8. Suponha que lima,, = a e que a, > b para todo n. Prove que a > b.

9. Sejam {z,} e {y,} duas seqiiéncias reais tais que {z,} é limitada e limy, = 0. Prove que
lim(z,y,) = 0.

10. Seja {z,} uma seqiiéncia que converge a L. Definimos uma nova seqiiéncia y,, = x,49. Prove
que limy, = L.

11. Seja {x,} uma seqiiéncia e definimos uma nova seqiiéncia y, = (, + Tn41)/2. Prove que
se {z,} ¢ convergente, entdo {y,} também ¢ e tem o mesmo limite. E possivel que {y,} seja

convergente, mas {z,} ndo? Demonstre ou dé um contra-exemplo.

12. Sejam {z,} e {y,} duas seqiiéncias tais que z, < y, para todo n. Prove que, se ambas
sao convergentes, entao limx, < limy,. E possivel que, na desiguladade acima, se verifique a

igualdade? Dé exemplos.

13. Seja {x,} uma seqiiéncia tal que lim |z, — x,,_2| = 0. Prove ou dé um contra-exemplo para a

seguinte afirmacao: lim |z, — x,—1| = 0.



14. Sejam {an}, {bn} e {cn} trés seqiiéncias tais que lima,, = limb, = lim¢, = L. Defina uma

nova seqiiéncia {aq,bs, c3, aq, bs, cg, ar, . ..}. Prove que o limite desta seqiiéncia é igual a L.

15. Prove, usando somente a definicdo do limite (sem usar as propiedades), que:

1 . . (= 1
lim — =0, lim =1, lim =0, lim — =0,
n—oo n n—oomn + 1 n—oo 1 n—oo 1!
2n n
lim ——— =0, lim — =0, lim 2"/"=1.
n—o0 N3 + n—o0 2N n—o0
16. Defina rigorosamente o que significa lima,, = +oo e lima,, = —oo. Seja {a,} uma seqiiéncia

tal que a,, > 0 para todo n e lima, = 0. Prove que lim(1/a,) = +o0.

17. Prove que se {z,} é uma seqiiéncia convergente, entdo lim |z, 1 — 2,| = 0. A reciproca é

verdadeira? Analise as seqiiéncias x,, = lnn e z, = \/n.

18. Sejam {z,} e {y,} duas seqiiéncias tais que limz, = +00 e y, > x,/2 para todo n. Prove

que lim y,, = +o0.

19. Sejam {z,} e {y,} duas seqiiéncias tais que limz, = +o00 e y, = z,/n para todo n. Prove

que a afirmacao limy, = —5 é falsa.

20. Construa duas seqiiéncias {zn} e {yn} tais que limz,, =limy, =0, y, # 0 para todo n e
(a) lim(zn /yn) =
(b) lim(zy /yn) =
(¢) lim(2n /yn) = +00;
(d) lim(zn /yn) =
(e) im(zn/yn
(f) lim(

)=
im(x,, /y,) ndo existe.



