1.% prova de MT-401/ MS - 991 — Analise Aplicada 1.e 25

1.2 semestre de 2017 - 09/05/2017 2.9 2.5

3.@ 2.5

Nome: G o

RA: 57a) | 15

Turma: 5.7 b) 1.5
| Total | 11.5 |

ATENQAO: As quatro primeiras quéstoes deverao ser feitas obrigatoriamente. Elas somam 10
pontos da prova. Apenas um item da quinta questdo devera ser escolhido. Este item valerd 1.5

ponto.

1.% Questdo. Seja

| Questdes | Valores | Notas ||

c={x = (&) €l lim & existe (e é finito)}.
j—00

a) Mostre que ¢ é fechado em [*°. (1 ponto)
b) Dizemos que x = (§;) € I estabiliza se existe N € N tal que para todo j > N

En =&
Seja M = {x € [ : z estabiliza}. Mostre que ¢ é o fecho de M. (1.5 ponto)
Resolucgao:

a) Para mostrarmos que ¢ é fechado, tomemos uma sequéncia (x,) = (fj(n)) em c tal que

lim x, = z. Basta mostrar entdo que x € ¢. Como (x,) converge para z temos que,
n—oo

dado € > 0, existe N1 € N tal que

d(z,z,) = sup ‘fg - éﬁn)
JEN

<§ Vn > Nj.

Em particular
N
)éj - 53(' v

Como o elemento zy, pertence a ¢ (isto &, lim fj(-Nl) existe), temos que (§§N1)> é de
J—00

€
< - VjeN
3 J

Cauchy em R. Logo, existe Ny € N tal que
6 — ™| < £ i1 M.

Temos assim, para j,l > N»
N N N N € € €
& —al < e —g™ |+ [ — ™|+ g™ - g < s+ s+ 5 =e

Dessa forma concluimos que (&;) é uma sequéncia de Cauchy em R, logo é convergente

e, portanto, x € c.

b) Seja x = (§;) € c. Mostraremos que toda bola aberta de centro 2 contém um ponto
de M. Tsso implica que ¢ € M. Mas M C ¢ = M C ¢é = c (pela letra a). Logo
cCMCc=c=M.

Seja entdao x = (§;) € c e € > 0. Como (&;) converge, temos que existe N € N tal que

€ .
‘fj—fl‘ < 5 V3,0l > N.

Em particular
€ .
& — vl <5 Vi = N.

Tomeye M com y = (517525"'ngflagNagN?gNa--')' Entao

€
d(z,y) = sup |§; — &En| < 3 <e
J>N



Temos assim y € B(z,€).

2.% Questdo. Mostre que se d(zp+1,%,) < ac”, com a > 0 e ¢ < 1, entdo (z,) é Cauchy (1.25
ponto). Uma sequéncia que decresce a uma taxa d(zp+1,Tn) < 1/n €, necessariamente, Cauchy?
Justifique. (1.25 ponto)

Resolugdo: Para mostrarmos que se d(zp41,zy) < ac” entdo (z,) ¢ de Cauchy, vejamos
d(zpm, ) para m > n. Temos, pela desigualdade triangular,

A(Xm+1,Tn) < A(Tmt1, Tm) + -+ d(Tpt1,20) < alc™ +---+ ") = ach.

oo
Mas sabemos que Z ¢/ < 0o para ¢ < 1, portanto s, = ch ¢ de Cauchy, o que implica que,
j=1 j=1

m
m—sn]:ch<e
j=n

para m, n suficientemente grandes. Logo (z,,) é de Cauchy.

dado e >0

Note agora que se d(xp+1,Tn) < 1/n, (x,) nio necessariamente é de Cauchy. Basta tomar

em R, z, =37, ] Temos assim

1
n+1

d(anrl»xn) = <

S |-

Mas z, nao converge.

3.% Questdo. Seja c o espago de Banach das sequéncias (77]) °, tal que lim;_,, 7; existe. A norma
em ¢ é dada por ||y|| = sup;cy |n;]. Considere o operador T': 1> — ¢ definido por

2ar248 ) a=(ger

Tw = (&, + = 9 3

a§1+

a) Mostre que 7' ¢ limitado e econtre sua norma. (3272, J%
b) Mostre que T : I> — R(T) & invertivel e encontre T~ 1.

= %2 pode ser util.) (0.75 ponto)
(0.75 ponto)
¢) Mostre que R(T") é denso mas nao fechado em c¢. (1 ponto)

Resolucao:

a) A n-ésima componente de T'x ¢ dada por

T =3 Y s ro < Bl < [T s L < IS > 5 = Tl
=17 =1 7 j=1 ‘ ‘ 0

onde utilizamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o fato de (§;) e (1/j) pertencerem

a [2. Isto mostra que

ITz|l = sup [(Ta)al < —=llz| = |T]| = sup
neN V6 verr—goy ||zl

Tome agora xo = (%) €12 e temos

[Ta0]) = sup [(Txo)| = supz 2



Além disso

Portanto
I Twoll _

[zl

b) Se Tz = 0, entdo temos

& =0,
§1+£*2—0=>§2=0,
£1+522+£—3—0$£3—0

Logo x = 0 e, portanto 7' & injetivo, o que implica que T~ : R(T) — I? existe. Alem
disso, se Tz = y, temos

51 =M,

§1+§2=772=>52=2(772—771),

2
2 —
§2+€j_n S+ (7722 m)

&3 B
5 T3 +3 =13 = & = 3(N3 — M2),

&+

& =J(mj —nj-1)
Portanto
T s,z - ) = (1, 2002 — M), 3(03 — 1) - ).
c) Sejay = (n;) € c. Dado € > 0, existe N € N tal que
Inj —nn| <€ Vj>N.
Tome x € 12 da forma z = (n1,2(n2—m),3(n3—n2), ..., N(nn —1mn-1),0,0,0...). Temos
assim
Tz = (N,025 - sINsINSTIN -+ +)
e, portanto

d(y,Tx) = sup |n; —nn| < e
J>N

Vemos assim que R(7T') é denso em c.
Para mostrarmos que R(7") nao é fechado em ¢, tome a sequéncia de pontos y, em
R(T) dada por

1 1 1 1 1 1 1 1 1
=(1,1+ 1+ + s 14 + .. +... 14 +o— ..,
Yn ( 22 2 33 N R NG, nyn' T 22 ny/n )

que é gerada pela sequéncia z,, = ( 7 7 N W,O 0, 0) em [2. Note que y,, converge

parayz(l 1+2\[,1+2\[ 3\f""> € ¢, pois

m o0

1 1
d(Yn,y) = sup = = =
(4:9) 2 Vi jz;ly\fy

m>n+1 j=n+1



Como a expressdo acima é o resto de uma série convergente, dado € > 0, existe N € N
tal que d(yn,y) < € Vn > N. Porém y ¢ R(T), pois neste caso terfamos, Tz = y, com

v = (1/v7) ¢ 12

4.% Questdo. Seja M # () um subconjunto qualquer de um espago normado X. O aniquilador
M?* de M é definido como o conjunto de todos os funcionais lineares em X que se anulam em
todo ponto de M. Entao Ma ¢ um subconjunto do espaco dual X’ de X.

a) Mostre que M“ é subespago vetorial de X’. (1.0 ponto)
b) Mostre que M® ¢é fechado em X'. (1.5 ponto)

Resolucgao:
a) Sejam f, f1, fo € M* e a € K. Entéo
(fi+ fo)(z) = fi(z) + fo(x) =0+ 0 =0, Vo€ M.
Logo f1+ fo € M*. Além disso
(af)(z) =af(x) =a0=0, Vz e M.

Logo af € M*.
b) Seja f € Me. Entao existe equéncia (f,) em M® tal que f, — f. Logo || fn — f|| = 0

quando n — oo. Mas para todo = € M, temos

If @) = 11f(2) = fa(@)]] < [ fn = Fllllz]l = O,
logo f(x) =0 Vx € M. Portanto f € M®, o que implica que M é fechado.

5.% Quest3o.

a) Seja (X, -||) um espago de Banach de dimensdo infinita e B uma base de Hammel para
X. Mostre que B é nao enumeravel.(Dica: Teorema de Baire) (1.5 ponto)

b) Seja um funcional subaditivo p em um espago normado X, continuo em z = 0 e tal que
p(0) = 0. Mostre que p é continuo. (1 ponto)

Resolucao:
a) Suponha B enumeravel. Entdo B = {e,},—; ¢, dado z € X ele pode ser escrito unica-
mente como
n
r = Z ;€5
i=1
para algum n € N e os afs € K. Denotando V,, = span{ey, ..., ey}, temos assim

Mas como vimos em aula, todo subespago proprio fechado de X é nunca denso em X e
V,, é fechado por ter dimensdo finita. Logo X é magro, o que é uma contradi¢do pelo
Teorema de Baire, ja que X por hipoétese é completo.

b) Como p é continuo em z = 0, dado € > 0, existe § > 0 tal que

Ip(z)| = [p(z) — p(0)] < e sempre que [lz]| <.
Seja agora y € X arbitrario. Temos assim, para todo z € X,
p(x) =plz—y+y) <plx—y)+py) = |p(@) —p) < |plz —y)l.

Logo, dado € > 0, tome 0 mesmo § apontado acima. Entao

Ip(x) — p(y)| < [p(z —y)| <€, sempre que ||z —y|| <.



Isto mostra que p é continuo.

Boa Prova!



