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1.% Questdo. Sejam H; e Hy espacos de Hilbert e seja T : Hy — Hs operador linear limitado.
Mostre que

a) Seja S C Hy um subespaco de Ha. Mostre que S = S++. (0.5 ponto)
b) R(T)*+ = N(T*). (1 ponto)
c¢) R(T) = N(T*)*. (0.5 ponto)

Resolugdo:

a) Seja y € S. Entdo (y,z), = 0 para todo z € S*. Logo y € S*+ = § C St+. Dessa

forma temos S = S+L = §+L ja que ST+ ¢ fechado. Seja agora y € ST+, Como S é
SLL’

subespaco fechado, sabemos que y = z; + 20, onde 21 € S e 23 € S, Como S C
temos que z; € ST e como S é espaco vetorial, temos que zp =y — z; € ST, Mas
29 GgL C S+. Logo (22,22)9 = 0= 29 =0=ycsS.

b)y € R(T)* & (Tz,y)y, =0Vz € H & (2,T*y), =0Vz € Hy & Ty =0&y €
N(T).

¢) Pelos itens anteriores temos R(T) = R(T)++ = N (T*)*.

2.% Questdo. Seja Y subespaco fechado de um espaco de Hilbert H.

a) Mostre que o operador projegao ortogonal de H em Y é auto-adjunto. (1.5 ponto)
b) Se P: H — H ¢é uma projecao ortogonal e S : H — H ¢é operador unitario, mostre
que Q = S~'PS é uma projecdo ortogonal.(1 ponto)

Resolugao:

a) Sabemos que podemos decompor o espaco de Hilbert H em H =Y @Y+, onde z € H
tem a forma z = y + 2z, comy = Pr € Y e z € Y. Claramente P & operador liner
limitado, logo existe P*. Portanto (z1, P*x9) = (Px1,22) = (y1,y2 + 22) = (y1,¥2,) =
<y1 + 21,y2> = <l‘1,P.7)2> Vxi,x9 € H. Logo P = P*.

b) Note que @ ¢ idempotente, pois Q* = S~!PSS™IPS = S~!PS e auto-ajunto, pois
Q" =S*P*(S)*=85"1PS* = S 1PS = Q. Logo Q ¢ projecio.

3.% Questdo. Seja H um espago de Hilbert real. Sejam w,v € H tal que u néo seja ortogonal &

v. Defina T : H — H da seguinte maneira: y = T'x se e somente se y é o tinico ponto na reta
Ly={z+tv:teR}
que é perpendicular a wu.

a) Mostre que T' é operador linear limitado e encontre sua imagem. (Dica: Dado x, calcule
y em funcdo de z, u e v.) (1.5 ponto)
b) Se u,v sado L.D., mostre que T" é auto-adjunto. O que é T neste caso? (1 ponto)

Resolugao:



a) Dado z, queremos encontrar y € L, tal que (u,y) = 0. Logo 0 = (u,y) = (u, x) +t (u,v).

Com isso encontramos t = — Ezg e temos assim y = Tx = x—% Claramente T ¢ limi-
b

2| < o+ e ol < il + el e = (24 et ) .
Note que a imagem de T é o complemento ortogonal de span{u}. Para vermos isso,

tado, pois ||Tz|| = H

primeiro note que R(T) C span{u}*. Além disso, dado y € span{u}*, construa a reta
L, e analise em ¢ = 0, que teremos y = T'y.

b) Seuewvsao L.D., temos v = Au para algum A € R—{0}. Desta forma, y = Tax = x— Tm’;}u

e T nada mais é que a projecao ortogonal de x em span{u}l e sabemos que o operador
projecao ortogonal é auto-adjunto.

4.% Questdo. Seja (ey,)o2 ; uma sequéncia ortonormal em um espago com produto interno (X, (,)).

a) A sequéncia ((z,e,))%; pertence a [ (onde z é um elemento arbitrario de X)?
b) Mostre que

o0
> lsen) (g en)l < llzllllyll Y,y € X.

n=1

Resolucdo:

a) Pela desigualdade de Bessel, sabemos que

o0
D ey en)? < ).
n=1

Logo ({z,e,))%; pertence a 2.
b) Como ({z,e,))% 1, ({y,e,))2; € I, podemos utilizar a desigualdade de Cauchy-Schwarz,
que nos diz que

D lwen) (ren)l < ([ D Hzsen) 24| D [y en) 12 < iyl
n=1 n=1 n=1

onde na tltima desigualdade utilizamos Bessel.

5.% Questdo. Mostre que se f é uma funcio C? real em um intervalo [a,b] e, se & € (a,b) é um
zero simples de f, entdo o algoritmo

_ f"(an)f(xn)
f/(xn) f'(zn)

Tpi1 =Txy =) —
possui um ponto fixo em alguma vizinhanca de £.

- f(’m)( ) f(=@)
_f’ z)f(x) *
f'(z) ()

Resolugao: Defina g(z) = x Entao temos

F@)(f @) = 50D + f() [ 1) - LD @ @] @)

() (@)
F@) (@) )
(f’(x) - W)

Logo, em z = £, temos
ey 1 f(€)?
7O =1 ey

pois f(£) = 0. Pela continuidade de ¢'(x), temos que |¢'(x)| < 1 em uma vizinhanga de §. Logo

=0,

g(z) possui ponto fixo nessa vizinhanga.
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6. Questdo. Seja H = L?(0,1). Mostre que o operador Hamiltoniano 7' = —% com dominio
D(T) = {f € Dmax(0,1) : f(I) = €£(0), f'(I) = €?f'(0)} é simétrico, onde Dyax(0,1) & o

méximo dominio no qual o operador d?/dz? est4 bem definido. (1 ponto)

Resolugao: Sejam f,g € D(T). Entao

d2f( )7) df () ——
dx

- b [N df (@) dg(e)
(Tf.g) = 0*/0 dode

= —f'()g(1) + f'(0)g(0) + f(x)

dzx
= —e" £(0)e g/ (0) + £'(0)g(0) + f(1)g'(1) — f(0)g'(0) + (f,Tg)
=0+ f(0)e g/ (0) — £(0)g'(0) + (f, Tg)
=0+ (f,Tg) = (f,Tg)

Boa Prova!



