Segunda Lista de Métodos 3 - 1° Semestre/2016 — Prof.
Joao Paulo Pitelli

1* Questao. Encontre a fungdo de Green (quando existir) para os seguintes problemas de
contorno:

2)

b)
y'+y=flx) (0<z<1)
y(0) = y(1)
y'(0) =y'(1)
c)
y' —y=f(z) (0<z<1)
y(0) = 4'(0)
y(1) + M/ (1) =0, AeR
d)
[(1—2%)y) = f(z) (0<z<1)
y(£1l) < o0
e)
y” —|—k2y =f(z) (0<z<])
y(0) =0
y(1)=0
f)

xSy/// + 6m2y”/ _|_ ny” — f(,_’L‘) (0 < S 1)

lim |y(z)] < o0
z—0

y(1) =4'(1) =0

2% Questao. A equacao de movimento de um oscilador harmonico amortecido e forgado é dada

por:
E(t) + 208 (1) + wix(t) = fr(;)

onde m, A, wg e f(t) representam, respectivamente, a massa, coeficiente de dissipagdo viscosa,
frequéncia natural, e forca externa.



a) Mostre que a func¢ao de Green do problema é
1
Gt,7) = —e M sin [w(t — 7)H(t — 7),
w

onde w = /wji — A2.

b) Usando o resultado do item anterior ache x(t) quando a forca externa é dada por

i)
f(t): {0, t> 7o

foe™@t=m0) ¢ > 7
ii)

focos (wt), t> 19

f(t):{o’ t> 7o

3% Questao. A equacao que descreve a flexdo u(z) de uma viga eldstica homogénea de com-
primento L ao longo do eixo x é dada por

onde E é o moédulo de Young e I o momento de inércia da secao reta da viga em relagdao ao eixo
horizontal, e f(x) é forga de carregamento da viga por unidade de comprimento. Para uma viga

simplesmente apoiada temos
u(0) =u(L)=0

Ugz(0) = uge (L) = 0,

isto é, nao héa deflexdao nas extremidades e o momento fletor é nulo.

a) Obtenha a funcao de Green para o problema da flexdo da viga eldstica no caso da viga
simplesmente apoiada.

b) Resolva a equac¢ao ndo-homogénea no caso de um carregamento uniforme sobre a viga, f(x) =
fo, e mostre que (para L = 1)

u(x) = Jo

= gigg (@~ 2+ a),

de tal forma que a deflexdo maxima da viga é dada por 5fy/(384E1T).

4% Questao. Considere a equagao diferencial v —y = f(z) para (—co < x < 00) com as
condigbes de contorno y(+o00) < oco.

a) Por construgao direta mostre que a fungao de Green neste caso é dada por

1
G(x7£) = _ﬁe " él



b) Resolva a equagao

G//(I‘, 5) - k’2G(l‘, 5) = 5(1‘ - 5)
pelo método da transformada de Fourier e mostre que

1 0 eik’xe—ik’§ ,
Gla, &) = ‘QW/ e v

Resolva a integral e confirme o resultado com a letra a).

5% Questao. Considere a equacao diferencial y” —y = f(x) para (0 < z < 00) com as condigdes

de contorno y(0) =0 e y(oc0) < 0.

a) introduza uma fonte em z = £ e uma imagem apropriada em x = —¢ para mostrar que
1
- %e*kf sinhz (z <¢§)
G(.%', ) = 1
— ﬂe_lm sinh¢ (x> §).

b) Confirme a resposta de a) através do método de Fourier em senos.

6* Questao. Considere uy(z,t — 7) a solucao do seguinte problema

2
Ou 2Q:O(O§x§oo)

ot "o
u(oo,t) =0
u(0,t) = v(t)
u(z,0) =0,

onde v(t) é um pulso de altura vy de 7 até 7 + A7. Mostre, considerando N pulsos e fazendo

N — o0, que a solugao do do problema para v(t) arbitraria é dada por

u(e, t) = /0 _Oul@ =)y,

or
de tal forma que
Glait,7) =  Ou(z,t—7)
or

7% Questao. Resolva o problema de valor inicial na barra infinita com fonte de calor e condig¢oes
iniciais especificadas:
{ut = Uy + p(z,t) (—00 < 2 < 00,0 <t < 00)

u(z,0) = f()



8% Questao. Considere uma barra infinita com uma fonte de calor que atue somente dentro
de um intervalo de largura 2A centrado na origem, e apenas apdss um instante de tempo to:
p(x,t) = P(x)H(t — tg), onde:

)

, —A<z<A
Plx) = Do, Se T
0, se|z| > A

a) Mostre que a temperatura da barra é dada por

o=t for () (220

b) Verifique que a solucao acima satisfaz as condigoes iniciais e de contorno.
¢) Supondo que o argumento das fungdes erro seja pequeno, obtenha a expressao aproximada

2p0A

u(x,t) ~ m.

d) Mostre que o fluxo de calor é dado por:

2 2
_ Kpo _ B e %20 B e %10
q(z,t) = NG {(x A) |7 (erf(zo0) — 1) + - + (z + A) | Vr(erf(z10) — 1) + - ]},
onde LA
o= 2 i=1,2.
4a2(t — to)

9% Questao. Seja um anel de raio R e carga total Q distriuida uniformemente sobre sua extensao.
Encontre o potencial gerado por esse anel.

10% Questao. A equagao de Helmholtz é um caso particular da seguinte equagao diferencial
V- [p(P) V()] = s(Pu(F) = —f(7)
a) Mostre que G(7,77) = G(r', 7).

b) Mostre que a solugao formal para condi¢oes de contorno de Dirichlet numa superficie S é

u(F):/d3’G 7 () — // (P Yu(F)V G, ) - dS
|4



