Lista 1 - Complementar - de Algebra Linear
Segundo Semestre de 2017

1.% Questdo (Callioli). No conjunto V = {(z,y) : z,y € R} definamos a “adigio” assim:
(z1,91) + (22,92) = (21 + 22,0)
e multiplicacdo por escalares como no R?, ou seja, para cada a € R,
alz,y) = (ax, ay).

Nestas condigbes V' é um espago vetorial sobre R? Por qué?

2.% Questdo (Callioli). Seja V' o conjunto dos pares ordenados de nimeros reais. V' néo é um espago vetorial
em relagdo a nenhum dos dois seguintes pares de operagoes sobre V:

a) (x1,51) + (22, 92) = (21 + 22,51 + ¥2) e a(z,y) = (2, 09);
b) (z1,y1) + (¥2,92) = (z1,41) € a(z,y) = (o, ay).
Diga em cada caso quais dos 8 axiomas nao se verificam.
3.% Questdo (Callioli). No espagco vetorial Ms,2(R), consideremos os vetores
1 1 0 1 1 2
A=10 0 |,B=(2 2 |]eC=(1 0
0 0 11 0 -1

Existem t1,t5 € R de maneira que A = t1B + t,C?

4.% Questdo (Callioli). No espago vetorial P3(R), sejam dados os vetores f(t) =t — 1, g(t) =2+t —1e
h(t) =t + 2. Existem ky, ks € R tais que f(t) = k1g(t) + k2h(t)?

5.% Questdo (Callioli). Quais conjuntos abaixo sao sub-espagos do espago P(R) de todos os polinémios reais?

a) W ={f(t) € P(R): f(t)tem grau maior que 2}
b) W ={f(t) € P(R): f(0) =2f(1)}

c) W={f(t)e PR): f(t) =>0,Yt € R}

d) W={f(t) e PR): f(t)+ f'(t) = 0}

6.% Questdo (Callioli). Mostrar que os polinémios 1 — ¢, (1 —t)? , (1 —t)3 e 1 geram P3(R).

7.% Questdo. A unido de dois sub-espagos vetoriais é um sub-espaco vetorial? Demonstre ou dé um contra-
exemplo.

8.% Quest3o (Callioli). Mostre que o espago das fun¢des continuas C(R) = {f : R — R : f(¢)é continua} é um
espago vetorial. A partir dai, mostre que os subconjuntos

{sin®t,cos?t,sintcost,}, {1,sin2t, cos2t,} (1)



geram o mesmo sub-espago vetorial de C'(R).

9.% Questdo (Callioli). Seja {u,v,w} um conjunto L.I. de vetores de um espago vetorial V. Mostre que o
conjunto {u + v — 3w,u+ 3v —w,v+w, } é L.D.

10.% Questdo (Callioli). Verificar se as seguintes matrizes geram o espago vetorial Ms(R):
1 0 1 1 0 0 0 1
0o 1)’ 0 0 )’ 1 1)’ 1 2 )

11.% Questdo (Callioli). Determine quais dos conjuntos sdo espagos vetoriais com as operagoes dadas. Para
0s que nao sao, liste todos os axiomas que falham.

a) O conjunto de todos os pares ordenados (x,y) de niimeros reais com as operagoes
(z,y) + (@, y) = (@ +2",y+ V) e k(z,y) = (2kx, 2ky).
b) O conjunto de todos os pares ordenados (x,y) de nimeros reais com as operagoes
(z,y)+ (=, y)=(x+2"+Ly+y +1) e k(z,y) = (kz, ky).
¢) O conjunto de todos os polindmios da forma at + b com as operagoes
(ag + art) + (bo + b1t) = (ag + bo) + (a1 + b1)t e k(ap + a1t) = (kag) + (kaq )t.
d) O conjunto de todos os ntumeros reais positivos com as operagoes

r+y=uzay e kx =z".

12.* Questdo (Callioli). Determine quais dos conjuntos so subespagos vetoriais de Mz (R).

a) todas as matrizes 2 x 2 com entradas inteiras.
a
c
a b
0 ¢/’

13.% Questdo (Callioli). Determine quais dos conjuntos sdo subespagos vetoriais de Ps(R).

b) todas as matrizes

Qo
~_

tais que a + b+ c+d = 0.

¢) todas as matrizes da forma

a) todos os polindmios ag + a1t + ast? + azt® para os quais ag = 0.

)

b) todos os polindmios ag + ait + ast? + ast® para os quais ag + a; + as + az = 0.

¢) todos os polinémios ag + ait + ast? + ast® para os quais ag, a1, as e az = 0 sdo inteiros.
)

c) todos os polindémios da forma ag + a1t, onde ag e a; sao nimeros reais inteiros.



14.% Questdo (Boldrini). Sejam W; = {(z,y,2,t) € Riz +y = 0ez —t = 0} e Wo = {(z,y,2,t) €
R*|z —y — 2z + t = 0} subespacos de R*.

a) Determine W; N Wh.

b) Exiba uma base para Wi N Ws.
c

d

Determine W7 + Ws.

W1 + W, é soma direta? (Dizemos que U + W é soma direta quando U N W = {0}.)

)
)
)
e) Wy + Wy =R*?

15.% Questdo (Callioli). Sejam U e W subespagos vetoriais de um espago vetorial V' de dimensdo n. Se
dim(U) > n/2 e dim(W) > n/2, prove que U N W # {0}.

16.% Questdo (Callioli). Sejam wy,...,u, vetores de um espago vetorial V. Provar que se cada vetor u de
S = [ui,...,u,] admite uma tnica representagdo como combinagao linear de uq,...,u,, entdo os vetores
U, ..., U, formam uma base de S.

17.% Questdo (Callioli). Determinar a dimensao dos seguintes subespagos de M, (R):

a

b

Subespago das matrizes simétricas;
Subespago das matrizes anti-simétricas;
)

)
)

c¢) Subespago das matrizes A tais que A = 2A%;
)

a) Subespago das matrizes A = (a;;) tais que Y ., a; = 0.

18.% Questdo (Boldrini). Seja P(R) o conjunto de todos os polindmios (de qualquer grau) com coeficientes
reais. Existe uma base finita para este espago? Encontre uma “base” para P(R) e justifique entdo por que
P(R) é conhecido como um espago de dimensao infinita.

19.% Questdo. Considere o subespaco de P3(R) gerado pelos vetores py(t) = 1 —t, pa(t) = t2 + 3, p3(t) =
2420+ 2+ 3 e po(t) = 1.

a) O vetor q(t) = 2 — 3t + 2t2 + 2t3 € [py, p2, p3,p4)? Justifique.
b) Exiba uma base para [p1,p2, p3,ps]. Qual é a dimensao?

C) Lp17p27p37p4} - PJ(R)? Por qUé?

20.% Questdo (Callioli). A matriz mudanca de uma base B do R? para a base {(1,1),(1,2)} desse mesmo

espaco é:
1 0
2 3

21.% Questdo (Callioli). Considere as bases B = {e1,e2,e3} e C = {g1, 92,93} de R3 assim relacionadas:

Determinar a base B.

g1 = €6 — €2 — €3
go = 2es 4+ 3es
g2 = el + e3



a) Determinar as matrizes de mudanga de B para C e de C para B.

b) Se um vetor u de R® apresenta as coordenadas 1, 2 e 3, em relagao a B, quais as coordenadas de u
relativamente a C'?7

22.% Questdo (Callioli). Considere o seguinte espago vetorial de Mz (R):

R

a) Mostre que os seguintes subconjuntos de Ms(R) sdo bases de U:
1 1 0
p={(o o) (1 0)-(0

10 0 -1 0

=) (1)
b) Achar a matriz mudanga de base de B para C e de C para B.

23.% Questdo (Callioli). Seja B = {u1, ..., u,} uma base do espaco vetorial C' e seja C = {uy,u; —usg, ..., u; —

U }. Mostrar que C' é também uma base de V. Achar as matrizes de mudanga de base de B para C e de C
para B.

24.% Quest3o (Callioli). Seja W o subespago de M3x2(R) gerado por

00 0 1 0 1
1 1],l0 =1],l00
00 1 0 0 0

O vetor e W?

Tt w O
O =N

25.% Questdo (Callioli). Quais as coordenadas de z = (1,0, 0) em relagdo a base B = {(1,1,1),(-1,1,0), (1,0, —-1)}?
26.% Questdo (Callioli). Considere o subespaco de R* gerado pelos vetores v = (1,—1,0,0), v2 = (0,0,1,1),
vy =(-2,2,1,1) e vy = (1,0,0,0).

a) O vetor (2,—-3,2,2) € [v1,v2,v3,v4]? Justifique.

b) Exiba uma base para [v1, va, vs,v4]. Qual é a dimensao?

¢) [v1,ve,v3,v4] = R*? Por qué?

27.% Questdo (Callioli). Sejam B = {(1,0),(0,1)}, By = {(-1,1), (1, 1)} e B, = {(v/3,1),(v3,-1)}.
a) Ache as matrizes de mudanca de base [I]5", 13, e [1]5,

b) Quais as coordenadas de v = (3, —2) em relagao as bases B, By e By?

¢) As coordenadas de um vetor u em relagao a base By sao dadas por [u]p, = (4,0). Quais as coordenadas
de u em relacdo as bases B e By?



