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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. % ([1], secao 14.7) Nos itens abaixo, determine os valores méximos e minimos
locais e pontos de sela da funcao.

a) f(z,y) =a®— 12zy + 8y3
b) f($7y> =Yycosx
Solucgao:

a) Sendo f(z,y) = 23 —12zy+8y?>, vamos inicialmente localizar seus pontos
criticos:

folz,y) =327 — 12y e fo(x,y) = =122 + 249>,
Igualando essas derivadas parciais a zero, obtemos as equagoes
2? — 4y =0 e 2y —x = 0.

Para resolvé-las, substituimos = = 2y? da segunda equacao na primeira.
Isso resulta em

O=y'—y=y(’ -1
e existem duas raizes reais y = 0 e y = 1. Os dois pontos criticos de f
sao (0,0) e (2,1).

Agora vamos calcular as segundas derivadas parciais e D(x,y):
fzx(xay) = 6w fxy(xay) =—12 fyy(xay) = 48y
D(x,y) = fxr(aja y) : fyy<x>y) - (fmy(aja y))2
= (62) - (48y) — (—12)* = 288zy — 144.

Como D(0,0) = —144 < 0, segue do Teste da Derivada Segunda que
(0,0) é um ponto de sela, ou seja, f nao tem nem maximo local nem
minimo local em (0,0). Como D(2,1) =432 >0 e f.,(2,1) =12 > 0,
vemos do Teste da Derivada Segunda que f(2,1) = —8 é um minimo
local.

b) Sendo f(z,y) = y cosz, vamos inicialmente localizar seus pontos criticos:

fley) = —ysmz e fy(@,y) = cosa.

Igualando essas derivadas parciais a zero, obtemos as equagoes

ysenzx =0 e cosx = 0.
7
Da segunda equacao obtemos que x = 5 +nm |, n € Z. Da primeira

equagao temos que y = 0 para todos essas z-valores. Assim, os pontos

s, ~ ™
criticos sao 5 +nm,0 ). Agora,

for(w,y) = —y cosx,  foy(x,y) = —senz e fy(2,y) =0.
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Entao

D(z,y) = (fouelw.y)) (fr(2.9) = (foy(2.9))”
= D(g +n7r,0) =0—sen’z = —sen’z < 0.

Portanto, cada ponto critico é ponto de sela.

2. 4 ([1], secao 14.7) Determine o volume méximo da maior caixa retangular no
primeiro octante com trés faces nos planos coordenados e com um vértice no
plano
T+ 2y+ 3z =6.

Solugao: Vamos maximizar a funcgao

6—x—2y 6xy — 2%y — 2xy>
flay)=x-y- 3 = 3 ,

entao o volume maximo é V = x -y - z. Para encontrar os pontos criticos
devemos encontrar as derivadas parciais f, e f,. Assim,

6x — 2 — 4dxy

3

6y — 22y — 2y°

fl?(‘rvy>: 3 € fy(x7y):

Fazendo f, =0 e f, = 0, obtemos o seguinte sistema de equacoes

6y — 2xy — 2y*> = 0
6z — 2% — 4oy =0

Da primeira equacao obtemos
y=20 ou y=3—=x.

Como, y = 0 nao satifaz as condicoes, vamos analisar o caso onde y = 3 — x.
Substituindo esse valor na segunda equacgao obtemos

z=20 ou 322 — 6x = 0.

Novamente, como x = 0 nao satisfaz as condicoes, vamos analisar o caso
onde 322 — 6 = 0. Logo, obtemos

z=0 ou T = 2.

Novamente, x = 0 nao nos interessa. Assim, sendo z = 2 obtemos que
2 (. : : -
y =1 e z = —. Portanto, o volume maximo da maior caixa, nas condicoes

do exercicio, sera



3. 4 ([1], secao 14.8) Use multiplicadores de Lagrange para demonstrar que o
triangulo com area méaxima, e que tem um perimetro constante p, é equilatero.
(Sugestao: Utilize a férmula de Heron para a drea:

A=/s(s —a)(s —y)(s - 2),

em que s = p/2 e x,y e z sdo os comprimentos dos lados.)

Solucgao: Utilizando a férmula de Heros temos que a drea e um trianulo é

A= /s(s—a)(s —y)(s - 2),

com s = p/2 ez, y, zlados do triangulo. Mas a dlgebra fica mais simples se
maximizarmos o quadrado da area, isto é,

A% = f(x,y,2) = s(s —x)(s —y)(s — 2).

A restricao é que o triangulo tém perimetro constante p, ou seja,
g(x,y,z) =r+y+z=p

De acordo com o método dos multiplicadores de Lagrange, resolvemos
Vf=AVgeg=p. Entao

Vi(@,y,2) = (=s(s —y)(s = 2), =s(s = 2)(s = 2), =s(s —7)(5 —y))

AVg(z,y,2z) = AL, 1, 1) = (A, A N).

Logo temos as seguintes equacoes

[
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Assim, das trés primeiras equagoes, temos que

—s(s—y)(s—2)=—s(s—z)(s—z) = —s(s —x)(s —y).

Da primeira igualdade obtemos que s —y = s —x = y = z e da segunda
igualdade obtemos que s — 2z = s —y = z = y, resultando que * = y =
z. Portanto, o triangulo com &area maxima e perimetro constante p é um
triangulo equilatero.



4. ¢ (Prova, 2014) Encontre os pontos da elipse 22 +zy+y? = 3 mais préximos
e mais distantes da origem.

Solugao: A distancia entre um ponto (z,y) e a origem (0,0) é

d= V= 0P+ (=02 = VaT + 42

Mas a algebra fica mais simples se maximizarmos e minimizarmos o quadrado
da distancia:

d* = f(z,y) =2 +y*.
A restricao é que os pontos pertencem a elipse, ou seja,
— 2 2 _
g(z,y) =2 +ay+y =3

De acordo com os multiplicadores de Lagrange, resolvemos Vf = AVg e
g = 3. Entao

Vf(z,y) = (2z,2y)

AVg(z,y) = M2z +y,x 4+ 2y) = (22X + y\, 2y + z)).

Logo temos,

20 =22\ + yA (1)
2y = 2y\ + A (2)
2’ +ay+y° =3 (3)

Se A = 0 teremos que x = 0 e y = 0, mas esses valores nao satisfazem
equagao (3). Logo A # 0 e multiplicando ambos os lados da equagao (1) por

" e ambos os lados da equagao (2) por ; obtemos que

2 2
i 2ry + Y e = 2ay + 2.
Yy Yy

Logo,
Y =2=y=x ou y=—x.
Se y = x temos que da equacao (3) que ¥’ +2?+1? =3 =22 =1= 2z = +1.
Logo temos os pontos (1,1) e (—1,—1).
Se y = —x temos que da equagao (3) que 2> — 22 + 22 =3 = 21? =3 =
x = £+/3. Logo temos os pontos (\/5, _\/§) e (—\/§, \/5)

Os valores de f nesses pontos sao:
fLD)=f(-1,-1)=2 e  f(V3,-V3) = f(-V3,V3)=6.

Portanto, (1,1) e (—1,—1) sdo os pontos mais préximos e (v/3,—v/3) e
(—v/3,/3) os pontos mais afastados da origem (0,0).



EXERCICIOS PROPOSTOS

5. ([1], segdo 14.7) Suponha que (0,2) seja um ponto critico de uma fungao g
com derivadas de segunda ordem continuas. Em cada caso, o que se pode
dizer sobre g7

a) gm(o72) = -1, gwy(072) =6, gyy(oa 2) =1L
b) gm(oa 2) =—1, gwy(ov 2) =2, gyy(oa 2) =—8.
C) gm(oa 2) =4, gxy(ov 2) =6, gyy(oa 2) =0

6. ([1], secao 14.7) Nos itens abaixo. Utilize as curvas de nivel da figura para
predizer a localizagao dos pontos criticos de f e se f tem um ponto de
sela ou um maximo ou minimo local em cada um desses pontos. Explique
seu raciocinio. Em seguida, empregue o Teste da Segunda Derivada para
confirmar suas predigoes.

a) f(z,y) =4+2>+y° —3zy

b) f(z,y) =3z —z® —2y* + y*




7. 4 ([1], segdo 14.7),([2], secao 16.3),(Provas, 2007, 2014) Nos itens abaixo,
determine os valores maximos e minimos locais e pontos de sela da funcao.

a) f(r,y) =92z + 4y — 2 — 4¢9* b) f(z,y) = 2? + 3wy + 4y* — 62 + 2y
c) flz,y)=ev d) fr,y) =a*+ 20y +y* - 5z

e) f(r,y) =22+ y* + 2%y +4 f) flx,y) = 2® — 322 + 27y

g) flz,y) =2y —2x—y h) f(z,y) = /2% + 2zy + 442 — 62 — 12y
i) f(z,y) = e"cosy i) f(z,y) =2 +xy+y — 6z — 5y

D) fz,y) = (2 +y?)ev" m) f(z,y) = 2° +y° — 5z — by

n) f(r,y) =a*+y* — 222 -2y o) f(x,y) = 2? —|—y +axy—3r—4y+5
p) f(z,y) =2 +y* +4z + 4y q) f(x,y) = —2*+y? + 2y + 4o — 2y
r) f(z,y) =2* — 122y + 8y s) flx,y) =2 —doy+4y* —x+3y+1
t) flz,y)=2*+22y+y*—5 u) f(x, )—x—2+§—|—xy,:c>0ey>0
v) f(z,y) =4+2° +y* — 3wy w) f(z,y) = zy + 2z — In(2?y)

8. ([1], secao 14.7) Mostre que f(z,y) = 2 + 4y*> — 4y + 2 tem um nimero
infinito de pontos criticos e que fuufyy — (fay)? = 0 em cada um. A seguir,
mostre que f tem um minimo local (e absoluto) em cada ponto critico.

9. & ([1], secao 14.7),([2], secao 16.4),(Prova, 2006) Nos itens abaixo, determine
os valores maximo e minimo absolutos de f no conjunto D.

a) % f(z,y) = 3+xy—x—2y, D é aregiao triangular fechada com vértices

(1,0), (5.0) e (1,4).

b) f(z,y) =2+ y* + 2%y +4, D= {(z,y) e R*: |z| <1, |y| < 1}

c) f(z,y) =xy*>, D={(v,y) eR*: x>0, y >0, 2> +y* < 3},

d) f(z,y) =22"+y* D={(z,y) eR?:a? +y> < 1}.

e) f(z,y) = 23—3x—y3+12y, D é o quadrildtero cujos vértices sao (—2,3),
(27?))7 (272) e (_27 _2)

f) f(z,y) = 2z — 2*)(2y — y?), D é a regiao do plano zy dada por
0<y<202xr—2?%

g) f(xz,y) = 3x — y no conjunto D de todas (z,y) tais que x > 0, y > 0,

<3, r+y<4dedr+y<6.

T
h) f(z,y) =3z —yem D = {(z,y) € R* : 2* +y* < 1}.

i) flz,y) =22 +32y—3zem D ={(z,y) eR?:2 >0, y>0ex+y <1}
i) flz,y) =ayem D={(x,y) eR?>:2>0, y>0e2z+y <5}

) f(z,y) =v*—2?em D = {(z,y) € R?: 22 + y? < 4}.

m) f(z.y) = % — 2y + 2 em D = {(r,y) € B2+ [o] + ly| < 1.

10. ([1], sec@o 14.7) Determine a menor distancia entre o ponto (2,1,—1) e o
plano x +y — z = 1.

11. ([2], segao 16.4) Determine (z,y), com x? + 4y? < 1, que maximiza a soma
2z + .



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

¢ (2], segao 16.4) Suponha que T'(x,y) = 4 — x> — y? represente uma dis-
tribuigdo de temperatura no plano. Seja D = {(x,y) € R* : x > 0, y >
xe2y+x <4}. Determine o ponto de D de menor temperatura.

¢ ([2], segao 16.4) Determine o valor maximo de f(z,y) = = + by, onde = e
y estao sujeitos as restrigoes: bx + 6y < 30, 3x +2y <12, x > 0ey > 0.

% ([1], segdo 14.7) Determine os pontos do cone z? = 2%+ y? que estdo mais
préximos do ponto (4,2,0).

([1], segdo 14.7) Determine os pontos da superficie y? = 9 + zz que estao
mais proximos da origem.

([1], secao 14.7) Determine trés nimeros positivos cuja soma ¢ 100 e cujo
produto é maximo.

([1], segao 14.7) Encontre o volume méximo de uma caixa retangular que
estd inscrita em uma esfera de raio r.

([1], se¢ao 14.7) Determine as dimensdes de uma caixa retangular de vo-
lume maximo tal que a soma dos comprimentos de suas 12 arestas seja uma
constante c.

([1], segao 14.7) Uma caixa de papelao sem tampa deve ter um volume de
32000 em?. Determine as dimensoes que minimizem a quantidade de papelao
utilizado.

([1], secao 14.7) Tres alelos (versoes alternativas de um gene) A, B e O
determinam os quatro tipos de sangue: A (AA ou AO), B (BB ou BO), O
(OO) e AB. A Lei de Hardy-Weinberg afirma que a propor¢ao de individuos
em uma populagao que carregam dois alelos diferentes é P = 2pq+ 2pr+2rq,
onde p, g e r sao as proporcoes de A, B e O na p02pula(;éo. Use o fato de que

p+ q+r =1 para mostrar que P é no maximo 3"

([1], secao 14.7) Suponha que um cientista tenha razoes para acreditar que
duas quantidades = e y estejam relacionadas linearmente, ou seja, y =
mx + b, pelo menos aproximadamente, para algum valor de m e de b. O
cientista realiza uma experiéncia e coleta os dados na forma de pontos
(x1,91), (2,92), -+, (Tn,Yn), € entdo coloca-os em um grafico. Os pontos
nao estao todos alinhados, de modo que o cientista quer determinar as cons-
tantes m e b para que a reta y = max + b “ajuste”’os pontos tanto quanto
possivel (veja a figura). Seja d; = y; — (ma; + b) o desvio vertical do ponto
(x;,v;) da reta. O método dos minimos quadrados determina m e b de
modo a minimizar Y, d?, a soma dos quadrados dos desvios. Mostre que,
de acordo com esse método, a reta de melhor ajuste é obtida quando

m z": z; +bn = z”: Yi
i=1 i=1
mzn:xf ‘I’bzn:l'i = zn:%yz
i=1 i=1 i=1
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Assim, a reta é determinada resolvendo esse sistema linear de duas equacoes
nas incégnitas m e b.

([3], segao 11.7) Mostre que (0,0) é um ponto critico de f(z,y) = x* + kzy +
y2, nao importando o valor da constante k.

. ([3], segao 11.7) Entre todos os pontos do grafico de z = 10 — x? — y? que

estao acima do plano x + 2y + 3z = 0, encontre o ponto mais afastado do
plano.

([3], segao 11.7) Considere a funcao f(z,y) = 2* +y> + 2xy —x — y + 1 no
quadrado 0 <z <1le0<y< 1.

a) Mostre que f tem um minimo absoluto ao longo do segmento de reta
2x + 2y = 1 nesse quadrado. Qual é o valor minimo absoluto?

b) Encontre o valor méximo absoluto de f no quadrado.

. ([5], secao 16.8) Determine a menor distancia entre os planos paralelos 2x +

3y—z=2e2x+3y—z=4.

([5], secao 16.8) Determine os pontos do grafico de zy32% = 16 mais préximos
da origem.

([5], secao 16.8) Determine as dimensoes da caixa retangular de volume
maximo, com faces paralelas aos planos coordenados, que possa ser inscrita
no elipséide
1622 + 4y? + 922 = 144.

(Prova, 2008) Seja

4 2
f(w,y)=k(x—y)2+%—%, k40,

a) Encontre os pontos criticos da fungao f.

b) Classifique os pontos criticos da fungao f no caso em que k > 0.



29.

30.

31.

32.

(Prova, 2010)

a) Determine os pontos criticos da fungao
flay)=—(@" -1 - @@y -z - 1)

b) Calcule os valores assumidos por f nos pontos criticos. E possivel classi-
ficar os pontos criticos sem utilizar o criterio da derivada segunda? Se
for possivel, classifique-os e justifique a resposta.

(Prova, 2010) Considere a fungao

y?
flz,y) = -5+ 377 — 22°.
a) Determine e classifique os pontos criticos de f.

b) Mostre que a curva de nivel f(z,y) =0 com x > 0 é uma curva fechada,
isto é, é a fronteira de uma regiao R limitada do plano zy. Calcule o
valor maximo de f nessa regiao R.

¢ (2], secao 16.5) Estude com relagdo a maximos e minimos a fungao dada
com as restricoes dadas.

a) f(r,y) =3r+yex?+2y*=1.

b) % f(r,y) =3z +yex?+2y* < 1.

c) flw,y)=a2*+2y* e 3z +y=1.

d) f(z,y)=2*+4yeaxy=1,2>0ey>0.

e) flz,y) =ayex®+4y* =38

f) flr,y) =2 +2zy+y*ex+2y—1=0.
g) flz,y) =2 —-2zy+y’ex?+y? =1
h) f(z,y) =22 —2y* e 2? + 9> — 22 = 0.
i) flz,y) =23+ y>—30—3yex+2y=3.
j) flzy) = 2% — 22y + 3y? e 22 + 2¢% = 1.

¢ ([1], segao 14.8) Utilize os multiplicadores de Lagrange para determinar os
valores maximo e minimo da fungao sujeita a(s) restrigao(oes) dada(s).

d) f(z,y,2) =2x+6y+10z; 2>+ y*+ 22 = 35.
e) f($»y;Z)=$4+y4+z4; 2y 22 =1
f) f(ffl,l’g,...,{[‘n)::L‘l—f—l'g—}—---—’—xn; :L‘%_Fx%_}__’_xi:l

g) f(z,y,2)=yz+uay; zy=1 3y +z2=1



33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

([3], secdo 11.8) Embora Vf = AVg seja uma condigdo necessaria para a
ocorréncia de um valor extremo de f(z,y) sujeito a restricao g(x,y) = 0,
ela nao garante por si s6 que ele exista. Como um exemplo, tente usar o
método dos multiplicadores de Lagrange para encontrar um valor maximo
de f(z,y) = = + y sujeito a restricdo zy = 16. O método identificard os
dois pontos (4,4) e (—4,—4) como candidatos para a localizacdo dos valo-
res extremos. Ainda assim, a soma x + y nao tem valor maximo sobre a
hipérbole. Quanto mais distante vocé estd da origem nessa hipérbole no
primeiro quadrante, maior se torna a soma f(z,y) = = + y.

([1], segao 14.8) Determine os valores extremos de f(z,y) = 222 +3y*—4x—5
na regiao descrita por z? + y? < 16.

([1], secao 14.8) A produgao total P de certo produto depende da quantidade
L de trabalho empregado e da quantidade K de capital investido. Nas Se¢oes
14.1 e 14.3 de [1], foi discutido o modelo Cobb-Douglas P = bL*K '~ seguido
de certas hipdteses economicas, em que b e o sao constantes positivas e a < 1.
Se o custo por unidade de trabalho for m e o custo por unidade de capital
for n, e uma companhia puder gastar somente uma quantidade p de dinheiro
como despesa total, entao a maximizacao da producao P estara sujeita a
restricao mL + nK = p. Mostre que a producao méaxima ocorre quando
l—a)p

L=— ¢ K:(
m n

([3], secao 11.8)

a) Mostre que o valor maximo de a®b?c? sobre uma esfera de raio r centrada
na origem de um sistema de coordenadas cartesianas (a, b, c) é (r?/3)3.
b) Usando o item (a), mostre que, para nimeros nao negativos a, b e c,

a+b+c
3 )

wl—=

(abc)s <

isto é, a média geométrica de trés nimeros nao negativos ¢ menor que
ou igual a média aritmética.

([1], segao 14.8) O plano = +y + 22 = 2 intercepta o paraboloide z = x? + y?
em uma elipse. Determine os pontos dessa elipse que estao mais préximo e
mais longe da origem.

¢ ([1], segdo 14.8) O plano 4x — 3y + 8z = 5 intercepta o cone 2* = % + y?
em uma elipse.

a) Faca os graficos do cone, do plano e da elipse.

b) Use os multiplicadores de Lagrange para achar os pontos mais alto e mais
baixo da elipse.

([2], segao 16.5) Determine a curva de nivel de f(z,y) = x? + 163> que seja
tangente a curva zy = 1, x > 0 e y > 0. Qual o ponto de tangéncia?
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

([2], secdo 16.5) Determine o ponto da reta z 4+ 2y = 1 cujo produto das
coordenadas seja maximo.

2

([2], segao 16.5) Determine o ponto da pardbola y = x* mais proximo de

(14, 1).

2], secao 16.5) Determine o ponto do elipséide z? + 4y® + 2> = 1 que
G p p Y q
maximiza a soma x + 2y + z.

([2], secao 16.5) Encontre o ponto da curva z? — 2zy + y? — 22 — 2y + 1 =0
mais proximo da origem.

([2], se¢do 16.5) Encontre os pontos da curva 22 — 6zy — 7y? 4+ 80 = 0 mais
préximos da origem. Desenhe a curva.

([2], se¢ao 16.5) Determine o plano tangente a superficie %2 + y; + % =1,
comx > 0,y > 0e z > 0, que forma com os planos coordenados um
tetraedro de volume minimo. (Dica: O volume do tetraedro formado pelos
planos coordenados e o plano ax + by + ¢z = d no primeiro octante é dado
por V = d3/(6abc).)

4 (Prova, 2014) Determine os pontos da elipse D = {

(x,y)GRZ:%—i-%:l}
z,y)

que fornecem o maior e o menor valor da funcao f(z,y) = zy.

(Prova, 2013) Determine o valor maximo de f(z,y, z) = 6x+ z sobre a curva

de intersecao das superficies 22 +y? = 4 e z = 2% — 2y%

(Prova, 2013) Use o método dos multiplicadores de Lagrange para determinar
o ponto sobre a pardbola y = x? que se encontra mais préximo do ponto
(0,1) € R2.

Prova, 2010) Determine os valores de méximo e minimo de f(z,y,z) =
2% — yz em pontos da esfera 2% + y? + 2% = 1.

(Prova, 2014) Determine os valores méximo e minimo absolutos de
flay) =2 +2y° —
no conjunto D = {(z,y) € R*: 22 + y* < 1}.

(Prova, 2007) Determine os pontos da superficie xyz = 1 que estdo mais
proximos da origem.

11



RESPOSTAS DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

5. a) g possui um ponto de sela em (0, 2).
b) ¢ possui um ponto de maximo local em (0, 2).

c) Nao se pode afirmar algo sobre g pelo Teste da Segunda Derivada.

6. a) f possui um ponto de sela em (0,0) e um minimo local em (1,1).
b) f possui um ponto de méximo local em (1,0), pontos de sela em (1, 1),
(1,—1) e (—1,0) e pontos de minimo local em (—1,1) e (—1,—1).

1
7. a) Ponto de maximo: ( 1 —)

)

b) Ponto de minimo: (
d) Ponto de minimo: ( ) ponto de sela: (—1,1).
(1,

c¢) Ponto de maximo:

e) Pontos de minimo: (1,1) e (—1,—1); ponto de sela: (0,0).

3
f) Pontos de sela: = ——
) Pontos de sela (3,2) ( 3, 2)

g) Ponto de minimo: (2,1); ponto de sela: (0,0).

h) Ponto de minimo: (2,1).

i) Nao hé pontos criticos.

j) Ponto de minimo: (1,2).

1) Ponto de minimo: (0,0); pontos de sela: (1,0) e (—1,0).

m) Ponto de minimo: (1,1); ponto de méximo: (—1,—1); pontos de sela:
(1,-1) e (-1,1).

n) Pontos de minimo: (—1,1) e (—1, —1); ponto de méximo: (0,0); pontos
de sela: (0,1),(0,—-1),(1,0) e (—1,0).

23 5
o) Ponto de minimo : (1,1); ponto de sela: (E’ _6) :

p) Ponto de minimo : (-1, —1).

3 1
Ponto de sela: | =, —= | .
q) Ponto de sela (2, 2)

r) Ponto de minimo : (2,1); ponto de sela: (0,0).
s) Nao hé pontos criticos.

5 D
t) Ponto de minimo : (5’ —§> ; ponto de sela: (—1,1).
u) Ponto de minimo: (2%, 2’1/5) .

v) Ponto de minimo: (1, 1); ponto de sela: (0,0).

1
w) Ponto de minimo: (5, 2) .
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8.

10.

11.

12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

1

Note que todos os pontos criticos sao da forma (x, 51:) e que
1

f(z,y) = (xr — 2y)? + 2 > 2, com igualdade justamente se y = 37

a) Valor méximo: 2; valor minimo: —2.
b) Valor méaximo: 7; valor minimo: 4.

c¢) Valor maximo: 2; valor minimo: 0.

d) Valor méximo: 2; valor minimo: —2.
e) Valor méximo: 18; valor minimo: —18.
f) Valor méximo: 1; valor minimo: 0.

g) Valor méximo: 6; valor minimo: —3.

- 8V10
1

h) Valor maximo: ; valor minimo: —+/10.

i) Valor maximo: 0; valor minimo: —2.
. (. 25 .
j) Valor méximo: 5 valor minimo: 0.

1) Valor méximo: 4; valor minimo: —4.

m) Valor méximo: 2; valor minimo: 0.

V3.
(%5

17 7 34 )
(0,2).
25.
(2,1,V5) e (2,1, —+/5).
(0,3,0) e (0,-3,0).

pey o 100
8 3

.
3v/3

o ) c
A caixa é um cubo com arestas de comprimento 3

40cm x 40cm x 20cm.

E preciso maximizar de P = 2q — 2¢® + 2r — 2r? — 2rq no conjunto delimitado

11

pelasretas ¢ =0, 7 =0e g+ 1r = 1. O ponto de maximo ocorre em (5, §> ,

no qual o valor de P é justamente 3
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

As duas equagoes sao obtidas como pontos criticos da funcao

Zd2 = Z — (max; +b))> = f(m,b). Note que de fato pontos satisfa-

=1
zendo as equagoes sao pontos de minimo de f.

Note que f,(0,0) = f,(0,0) = 0.

L1 85
63" 36 )

a)z
b) f(1,1)=3.
V14
—
2, 2, 22 2 = 22
(o) () ()
2 V12, — 2v2
V12 VAP
8 6 2
V3 V3 V3
a) (0,0),(1,1) e (—1,-1).

b) Pontos de minimo: (1,1) e (=1, —1); ponto de sela: (0,0).

a) (1,2) e (—1,0).
b) f(1,2) = f(—1,0) = 0. Note que f(x,y) < 0, o que implica que (1,2) e
(—1,0) sdo pontos de maximo.

a) Pontos criticos: (0,0) e (1,0). Ponto de méximo: (1,0);
ponto de sela: (0,0).

b) 1.
P s (5.t i (S 1)
a) Ponto de maximo: | —, — |; ponto de minimo: | ———, —— |.
V38 /38 P V38 V38
6 1 6 1
b) Ponto de maximo: | —, —— |; ponto de minimo: | ———, ——— |.
) <\/38 \/38> P ( V38 \/38>
6 1
P . 6 1
c) Ponto de minimo: (19,19>
2
d) Ponto de minimo: | v/2, g)
e) Pontos de maximo: (2,1) e (—2, —1); pontos de minimo: (—2,1) e (2,—1).

f) Ponto de minimo: (—1,1)



32.

33.

34.
35.

36.

37.

1 1 1 1
g) Pontos de maximo: —_— e (__7_);
2" V2 2" V2
1 1
onto de minimo: | —, — |.
’ (ﬁ \/5)

2 2v2 2 =22
h) Ponto de méximo: (2,0); pontos de minimo: <— —\/_> e (— —\/—>

373 373
. . 13 17 N
i) Ponto de maximo local: (—7, 7)7 ponto de minimo local: (1,1).
1 1 1 1
j) Pontos de maximo: — —— S ——
) (pw) © Cww)

2 1 2 1
ontos de minimo: | —,—= ) e | ——,——%=|].
b (\/6 \/6) ( V6 V6

a) Nao hé valor méximo; valor minimo: 2.
b) Valor méaximo: 26; valor minimo: —26.
c) Valor maximo: 4; valor minimo: —4.

d) Valor maximo: 70; valor minimo: —70.
- . 1

e) Valor méximo: 1; valor minimo: 3"

f) Valor méximo: /n; valor minimo: —+/n.

g) Valor méximo: 2 valor minimo: 5

Note que quando x — 0, tem-se y — oo e f(z,y) — o0; e quando x — —o0,
tem-se y — 0 e f(z,y) — —o0o, logo ndo ha valores maximo e minimo de f
sujeito a esta restricao.

Valor méximo: f(—2,42v/3) = 47 e valor minimo f(1,0) = —7.

Use multiplicadores de Lagrange para determinar o maximo de
P(L,K) = bL*K'~* sujeita a restri¢ao g(L, K) = mL +nK = p e encontrar

K
I Ly Substitua em mL + nK = p.
m(l — «)

a) Use multiplicadores de Lagrange para maximizar f(a,b,c) = a*b*c* su-
jeita a restricao a® + b? + ¢ = r%.
b) Como (v/a, Vb, \/c) estd na esfera a+b+ ¢ = r2, pelo item (a) segue que
2\’ a+b+c\’
ae= Wi < () = ()
111

35 5) e mais distante: (—1,—1,2).

Mais proximo: (
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38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.
46.
47.

48.

49.

a) Gréficos em um mesmo sistema:

4 5 4 3 5
b) Ponto mais alto: <—§, 1, §> e ponto mais baixo: (1—3, Ty 1—3) .

1
2% + 16y% = 8; o ponto de tangéncia é <27 5) .

11
44 )

(1,3) e (—1,—3). Realizando a mudanca de coordenadas = = \/%U - \/ifov e

u?

) 1 ~ o e . ’ . ﬁ -
Y= Jgl T 7pYs & equagao da curva inicial é transformada em 75 — 55 = 1,

cujo grafico é:

6z + 4y + 3z = 12V/3.
Pontos de maximo: (2,1) e (=2, —1); pontos de minimo: (—2,1) e (2, —1).
16.

( 1 1> < 1 1)

—, = ]e|l—,-].

V22 V22

Valor maximo: 1; valor minimo: —5

16



1
50. Valor maximo: " valor minimo: T

51. (1,1,1), (1,—1,-1), (=1,1,—1) e (=1, —1,1).
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