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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. & (5], segao 18.6) Aplique o Teorema da Divergéncia para achar [[ F-ndS.
S

F(z,y,2) = y’e*i—ayj+xarctgyk, S é a superficie da regiao delimitada

pelos planos coordenados e o plano x +y + 2z = 1.

Solugao: Pelo Teorema do Divergente, temos

//F-ndS:///dideV,

5 E
em que E é o sélido

que pode ser escrito como

E={(r,y,2)eR*:0<2<1,0<y<l-2e0<2<1—2—y}

Observe que

divF = %(ygez) + %(—xy) + %(3: arctg y)
= 0—-2+0
= —u
Assim,
//F~nd5’ = ///dideV
S E

e

E
1 pl—x pl—z—y
= / / / —x dzdydz
oJo Jo
1 pl—2z
= // —z(l —x —vy) dydx
0Jo
1 3
= / -2 + % — R
0 2 3



2. ([2], segao 10.2) Seja S o gréifico de f(z,y) = 2% +y?, 2> +y*> < 1 e seja
n a normal a S com componete z < 0. Seja F(z,y,2) = 2%yi — 2y?j + k.
Calcule [[F-ndS.

s

Solugao: Observe que S nao é uma superficie fechada (isto é, S nao é
a fronteira de um sélido E). Para que possamos utilizar o Teorema do
Divergente, vamos considerar a superficie S5 constituida pelo paraboloide S
e pelo circulo S; dado por 22 +y? <1 em z = 1. Como S, é uma superficie
fechada, usamos a escolha da normal ny em Sy que estd apontando “para
fora”. Sejam ny a normal a S; (apontando para cima) e n a normal a S
(apontando para fora).

Temos
//F-nzdS://F-ndS+//F-n1dS,
So s 51

isto é,
//F-ndS://F-nzdS—//F-nldS.
S So 51

Pelo Teorema do Divergente,

//F~n2dS:///(2xy—2xy+0)dV=O,

em que E é o sélido que possui Sy como fronteira.

Para determinar f f F - n; dS, devemos encontrar uma parametrizacao para
S1
S1 e determinar o vetor normal n;. Considere a seguinte parametrizacao

de Si: r(u,v) = (u,v,1), com u? +v* < 1. Dai, r,(u,v) = (1,0,0) e
ro(u,v) = (0,1,0). Logo, r, xr, = (0,0,1) é¢ um vetor normal a S;. Devemos
tomar n; = (0,0, 1) para que aponte para cima. Entao,

//F-nl ds = //(u%,—uv2,1) -(0,0,1)dA,

S1 D



em que D = {(u,v) € R?u? +v? < 1}. Portanto,

J[®ms = [[1a1-aD) ==

S1 D

//F-ndS:O—W:—w.
S

. ([1], se¢@o 16.9) Use o Teorema do Divergente para calcular [[(2z+2y+2?) dS
S

donde concluimos que

onde S é a esfera 2% +y% + 22 = 1.

Solucgao: A superficie S em questao é a esfera unitaria, que é a fronteira da
bola unitaria B dada por x? + y? + 22 < 1 e tem vetor normal num ponto
(x,y, z) igual a (z,vy, z) (o qual aponta para “fora”).

Observe que podemos transformar o integrando 2z + 2y + 22 em

(2,2,2) - (x,y, 2) e essa escrita é interessante, j& que o segundo vetor é exata-
mente o vetor normal a S. Agora estamos em condicoes de aplicar o Teorema
do Divergente quando tomamos o campo F(x,y, z) = (2,2, 2). Assim,

//(2x+2y+z2)ds - //(2,2,2) (2,y,2)dS

S S

~ J[¥-nas

S

- [[fawrar
= ooy
i A7

= V(B)=—.

(B) =~
. ([1], secao 16.9) Demonstre a identidade, supondo que S e E satisfacam as
condicoes do Teorema do Divergente e que as funcoes escalares e as com-
ponentes dos campos vetoriais tenham derivadas parciais de segunda ordem
continuas.



//rotF-dS:O.

S

Solugao: Pelo Teorema do Divergente, temos

Z/rotF-dS: é//div(rotF) av,

em que F é o sélido que tem S como fronteira. Observe que

0 0 0
div(rot F) = %(Ry - Q)+ a—y(Pz —Ry)+ &(Qx - Py)

ny_sz+Pyz_Ryx+sz_sz:07

pois, como as derivadas de segunda ordem sao continuas, temos, pelo Teo-
rema de Clairaut, que P, = P,,, Q., = Q.. ¢ R;, = R,,. Portanto,

//rotF-dS:O.

S
EXERCICIOS PROPOSTOS

. 4 ([1], sec@o 16.9) Verifique que o Teorema do Divergente é verdadeiro para
o campo vetorial F no regiao F.

a) F(x,y,2) =3xi+zyj+ 2xzk, E é o cubo limitado pelos planos x = 0,
r=1y=0,y=1,2=0ez=1.

b) F(z,y,2) = 2*i+ zyj + 2k, E ¢é o sélido delimitado pelo paraboloide
z=4— 2% — y? e pelo plano xy.

c) F(z,y,2) = xyi+yzj+zxk, Eéo cilindro sélido 22 +¢y> < 1,0 < 2 < 1.

d) % F(z,9,2) =xi+yj+ 2k, E é a bola unitdria x> + 3> + 2% < 1.
. 4 ([5], segao 18.6) Aplique o Teorema da Divergéncia para achar [[ F-ndS.
S

a) F(r,y,2) = ysenzi+ y?zj+ (z + 32)k, S é a superficie da regiao
delimitada pelos planos z = £1, y = +1, z = £1. planox +y + 2z = 1.
c) % F(z,y,2) = (#* +senyz)i+ (y — we ?)j + 2°k, S ¢é a superficie da

regiao delimitada pelo cilindro 22 +y? =4 e os planos z+2 =2 e z = 0.

. & ([1], secao 16.9) ([5], segao 18.6) (Prova, 2014) Use o Teorema do Diver-
gente para calcular o fluxo de F através de S.

a) F(z,y,2) = e* senyi+ e® cosyj + yz°k, S ¢ a superficie da caixa de-
limitada pelos planos = 0, z =1,y =0,y =1, 2 =0e z = 2.

b) F(z,y,2) = 3zy*i+ ze*j + 2%k, S é a superficie do sélido delimitado
pelo cilindro y? 4+ 22 = 1 e pelos planos r = —1 e o = 2.

4



10.

11.

c) F(z,y,2) = 2®yi— 2%y*j — 2yzk, S é a superficie do sélido delimitado
pelo hiperboloide 2% 4 y? — 22 = 1 e pelos planos z = —2 ¢ z = 2.

d) F(x,y,z) = xy senzi+ cos(zz)j+ y coszk, S é o elipsoide
22 /a® +y?0? + 2%/c* = 1.

e) % F(z,y,2) = (cosz + zy?) i+ xe *j + (seny + 222) k, S é a superficie
do sélido limitado pelo paraboloide z = 2% 4 2 e pelo plano z = 4.

f) F(x,y,2) = 2*i—2322 j+4xy?2 k, S é a superficie do sélido limitado pelo
cilindro 22 + > = 1 e pelos planos z =z +2 e z = 0.

g) F(x,y,2) =yzi+xzj+ayk, S éo grafico de 22/3 + y?/3 + 22/3 = 1.

h) F(z,y,2) = (2 + 22) i+ (y* — 2zy) j + (42 — 2y2) k, S é a superficie da
regiao delimitada pelo cone x = y/y? + 22 e pelo plano z = 9.

i) F(r,y,2) = 3zi+xzj+ 22k, S é a superficie da regiao delimitada pelo
paraboléide z = 4 — 22 — 42 e o plano-zy.

J) F(z,y,2) = 2221+ 2yzj + yzk, S é a superficie da regiao delimitada
pelos planos coordenados e os planos x +2z =4 e y = 2.

1) F(z,y,2) = (52 + 12zy?) i+ (v° + e senz)j+ (52° + €Y cos2) k, S é a
superficie do sélido entre as esferas 22 +y? + 22 = le a2 +y?> + 22 = 2.

. ¢ ([2], sec@o 10.2) Calcule [[ u-ndS, sendo S a fronteira de B com normal

exterior n, sendo: i

a) B={(r,0,2) e RRI0<2<1,0<y<zeld<z<4}eu-=
ryi+yzj+ 22k

b) B={(z,y,2) e R} z*+y*+22 < lez>uz+yleu= —2xyit+y?j+3zk.

c) " B={(z,y,2) eR| 2 +y?+ 22 <1}eu=zxi+yj+ 2’k

d) B={(z,y,2) e R|2>+ > < L 2> +y* <z2<5-2"—y’leu=
3xyi—gy2j+zk.

([1], secdo 16.9) Use o Teorema do Divergente para calcular [[ F - dS, onde
S

F(z,y,2) = 2zi+ (33 + tg2)j + (2?2 + y*) k e S ¢é a metade de cima da
esfera z2+1y*+2% = 1. [Sugestao: observe que S nao é uma superficie fechada.
Calcule primeiro as integrais sobre S; e Sy, onde S; é o circulo 2% 4 y? < 1,
orientado para baixo, e Sy = S U S]]

(Prova, 2007) Seja F = (ztg~!(y?), 22 In(2? + 1), z). Determine o fluxo de F
através da parte do paraboléide 22 4+ y? + 2z = 2 que estd acima do plano
z = 1 e estd orientada para cima. (Observe que a superficie acima nao é
fechada.)

(Prova, 2006) Se F = (22,y2,2) e E é a regiao dada por 22 + 3> < 1 e
0 < 2z < 1. Mostre que o Teorema do Divergente é verdadeiro neste caso.
Calcule as duas integrais do enunciado do Teorema e mostre que elas tém o
mesmo valor.



12.

13.

14.

15.

16.

17.

¢ ([2], secao 10.2) Seja F(z,y,z) = (x +y + z*) k e seja S a fronteira do
cilindro 22 + 4> < 4 e 0 < z < 3. Calcule [[F-ndS onde n é a normal

S
exterior, isto é, n é a normal que aponta para fora do cilindro.
([1], segao 16.9) Verifique que div E = 0 para o campo elétrico E(x) = —=x.

% (Prova, 2008) Seja S a parte do paraboléide z = 2 — 2% — y? que estd
acima do plano z = 1. Calcule o fluxo do campo vetorial

1
(22 + 12 + 22)3/2

F(x,y,z) = (ZE,y,Z)

através de S.

([1], secao 16.9) Demonstre cada identidade, supondo que S e E satisfacam
as condigoes do Teorema do Divergente e que as fungoes escalares e as com-
ponentes dos campos vetoriais tenham derivadas parciais de segunda ordem
continuas.

a) // a-ndS =0, onde a é um vetor constante.

1
b) V(E):g//F'dS onde F(z,y,2) = zi+yj+ zk.

d) //D fds = // Vifav.
e) // fVg) -ndS = // (fV2g+Vf+Vg)dV.
f) Z/ (99— g91) - ndS = 4/ (9% — gV°f) av.

([1], secao 16.9) Suponha que S e E satisfacam as condi¢oes do Teorema do
Divergente e que f seja uma func¢ao escalar com derivadas parciais continuas.

Demonstre que
Z/fnds_/E//Vde.

Estas integrais de superficie e triplas de fungoes vetoriais sao vetores definidos
integrando cada fungao componente. [Sugestdo: comece aplicando o Teorema
do Divergente a F = fc, onde ¢ é um vetor constante arbitrario.]

([1], segao 16.9) Um sélido ocupa a regido E com superficie S e estd imerso em
um liquido com densidade constante p. Escolhemos um sistema de coorde-
nadas de modo que o plano zy coincida com a superficie do liquido e valores
positivos de z sejam medidos para baixo, adentrando o liquido. Entao, a
pressao na profundidade z é p = pgz, onde g é a aceleracao da gravidade. A



forga de empuxo total sobre o sélido devida a distribuigao de pressao ¢ dada

pela integral de superficie
F=- / / pndS

S

onde n é o vetor normal unitario apontando para fora. Use o resultado do
exercicio anterior para mostrar que F = —WWk, onde W é o peso do liquido
deslocado pelo sélido. (Observe que F é orientado para cima porque z esta
orientado para baixo.) O resultado é o Principio de Arquimedes: a forga de
empuxo sobre um objeto é igual ao peso do liquido deslocado.



RESPOSTAS DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

5. 8) JfsF-dS = [ff,dvFaV = .

b) [[(F-dS = [[[,divFdV = 8.
c) [[yF-dS= [[[,divFdV = g
d) [[(F-dS= [[[,divFdV = 4r.
6. a) 24.
c) 207,
7. a) 2.
9m
b) >
c) 0.
d) 0.
e) 32%
£) %”
g) 0.

h) 9727.

. 1367

i) 5

j) 24.

1) 127(4v2 - 1).
38

10. —.
11. 7.

12. 367.

d ( «x x]? =3z 0 [y |x|? — 3y?
13. Not — = — =
3. Noteaue 5 (|x|3> xF oy \[x? xF ©




14. ©(2 —V/2).

15. a) Note que diva = 0.

b) Note que [ [ awrav = [[[sav.

d) Lembre que D, f = Vf -nediv(Vf) = V3f.

e) Note que // fVg) -ndS = ///dlv fVg)dVv.

f) Use o Teorema da Divergéncia e que Vf - Vg =Vg-V/.

16. Note que se n = n;i+nsj+nszk, entao

/f nds = ( /fnldS)1+(//fn2dS>J+(/ fnst)
L5y s ) (15 )

17.NotequeF:—/pndS:—// VpdV:—// VpdV:—///V(pgz)dV
S E E E

Conclua usando que W = pgV'(E), onde V(E) é o volume de E.
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