MA211 - Lista 14

\\" ' INTEGRAIS DE SUPERFICIES
E
u::zp TEOREMA DE STOKES IMECC

4 de dezembro de 2016

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. & ([1], secdo 16.7) ([2], segao 9.4) Calcule a integral de superficie.

a) // 222%dS, onde S é a parte do cone 22 = 22 + y? que esta entre os

planos z =1e z = 3.

z
0 | e
£ 1+422 4+ 4y

que se encontra dentro do cilindro 2% + y? < 2y.

dS, onde S é a parte do paraboloide z = 1 — 22 — ¢?

Solucgao:

a) Temos que S é a porcao do cone 22 = 22 + ¢y para 1 < z < 3, ou

equivalentemente, S é a parte da superficie z = \/x? + y? sobre a regiao
D= {(z.4)|1 < 2?+ < 9}. Assim,

//x222d8 // (2% + 12 \/(g;) +<g—;)2+1dA

// =) \/(m):(ﬁ)z“m

// (22 + 1 ,/ + +1dA //ﬂxery)dA
—\/_// a:+y

Por coordenadas polares, temos que

r=rcosf, y=rsend, 1<r<3 , 0<60<271 e dA=rdrdo.

Logo,

2w 3 27 3
// 222 dS = \/5/ / (r* cos® 0)(r*) rdr df = \/5/ COSQQdQ'/ o dr
o J1 0 1
S

3
1 64+/2
:ﬁ-w-é-(36—1):3 \/_7r




b) Parametrizando a superficie S, temos as seguintes equagoes paramétricas:

r=u, y=v e z=1—u’>—0°
Entao,
r(u,v) =ui+vj+(1—u* -0k
Logo,
1—u?—0?
r(u,v)) = ,
Fr(w,v)) = ———me—
r,=1+0j—2uk
e
r,=0i+j—2vk.
Temos que
i j k
r, Xrv = 1 0 —2u
01 —2v
= 2ui+2vj+k

implicando que

Ity X 1| = V/(2u)? + (20)2 + 12 = V1 + 4u? + 402.

Assim,

// NiErrerich L[/ F(e(uo)lr % vo] dudo

1— —
// il \/1+4u2+4v2dudv—//(1—u2—vz)dudv
1 —4u? — 4v? Js

Notemos que
D = {(u,v)|u? +v* < 20} = {(u,v)|v* + (v —1)* < 1}.
Em coordenadas polares teremos que

u=rcosf, v—1=rsenb,

ou o
or 00 _
dudv = drdo — | 050 Trsent e — v dr do.
9 O senf r cosf
ar 00
Como u? + u? = 2u = 12 cos?0 + r? sen’f = r senf = r = 2 senéb.

Assim
0<r<2senf e 0<6<m.



Entao,

w2 senf
dS:/ / (1 —17% cos® 0 — r* sen® @) r dr df
o Jo

z
Z/ 1+ 4a? + 492

T 2 sen 6 g 2 sen
/ / (1 —rHrdrdf = / / (r —r*)drdf
0 0 0 0

2sen 6 T T
d6:2/ sen29d6—4/ sen? 6
0 0 0

—4. (— isen390089+§9— isen29>

:/ (2 sen?d — 4 sen* 0)
0

0 1
=2- (5—156n20) .

o Ty (3T
2 8 2

2. ([1], segao 16.7) A temperatura em um ponto (z,y,z) em uma substancia
com condutividade K = 6,5 é u(x,y,2) = 2y* + 222, Determine a taxa de
transmissao de calor nessa substancia para dentro da superficie cilindrica
Y+ 22=6,0<z <4

e T

16

0

Solugao: O fluxo de calor, com u(z,y, 2) = 2y* + 222, é dado por
F(z,y,2) = —KVu=—6,5(0i+4yj+4zk) =0i — 26yj — 26z k.

Temos que S é a superficie cilindrica y? + 22 = 6 ¢ 0 < x < 4. As equacoes
paramétricas de S sao:

=z y=+v6cosf e z=+/6send
onde 0 <z <4e0<60<2r. Entao,

r(z, 0) = zi+ V6 cosfj+ V6 senfk.

Como queremos o fluxo de calor para dentro de S devemos calcular

//F -dS = //F(r(a:, 0)) - (r, x r4) dA.

Entao,
r,(z,0)=1i+0j+0k
e
ro(z,0) = 0i— 6 senfj — V6 cosfk.
Logo,
i j k
r,xry = |1 0 0

0 —v6senf —+/6 cosh
= 0i—+6cosfj— 6 senbk,
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F(r(z,0)) = (0i — 266 cosfj — 26v/6 sen 0 k)
€

F(r(z,0)) (ryxrs) = (0i—26V6 cos j—26v/6 sen k)-(0i—v/6 cos 8 j—v/6 sen 0 k) = 156

Assim, a taxa de fluxo de calor para dentro de S é:

l/F.dS:Z/F(r(m,Q))-(rx xrg)dA:Z/lE)GdA:lE)G//ldA

D

4
= 156-27-4 = 1248 7.
0

) ()

21 4 27 4 2
= 156/ / 1dxdf = 156/ dQ-/ dz = 156-(0)
0 0 0 0

. ([1], secao 16.8) Use o Teorema de Stokes para calcular [, F - dr, com
F(z,y,2) = yzi+2w2j+e®k e C é a circunferéncia 22 + y*> = 16, z = 5,
orientada no sentido anti-horario quando vista de cima.

Solucgao: Temos que

i j k
_ o 9 0
rotF = ox oy 0z

oy 0z 0z ox ox oy
= (xze™ —22)i— (ye™ —y)j+ zk.

_ (3(6“’) B a(2562)) - (8(212) B 0(6“’)) it (a(zxz) - 8(yz)) .

Tomemos S como o disco 22 + y? < 16 no plano z = 5, logo a fronteira de
S é C. Como C é orientada no sentido anti-horario quando vista de cima,
orientamos S para cima. Entaon =k e

rotF -k = 2.

/F dr—//rotF s = //rotF ndS
zdS= [[5dS=5 [[ 1dS=A(S)=5-7-(4)*=80T.
o= ffes=s ]

. ([1], segao 16.8) Se S é uma esfera e F satisfaz as hipdteses do Teorema de
Stokes, mostre que [[rotF - dS = 0.
S

Portanto,

Solucgao: Suponha que S seja a esfera de raio a centrada na origem. Consi-
dere Hy e Hs os hemisférios superior e inferior de .S, respectivamente. Entao,

//rotF-dS://rotF-dS—l—//rotF-dS:jI{ F-dr+}l§ F-dr.
C1 C’2

S Hy Hy

Teorema de Stokes



Mas C; é a curva 2% + y? = a? orientada no sentido anti-horério, enquanto
C5 é a mesma curva sé que orientada no sentido horario.

Assim,
f F-dr:—?{ F - dr.
Cz Cl
Portanto,

//rotF~dS: F~dr—0—7{ F~dr:% F~dr—]{ F.dr =0.
C1 Ca C1 1

s
EXERCICIOS PROPOSTOS
. # ([1], secao 16.7) ([2], secao 9.4) Calcule a integral de superficie.
a) // 2*yzdS, onde S é a parte do plano z = 1 4 2z + 3y que estd acima
Sdo retangulo [0, 3] x [0, 2].
b) // yzdS, onde S ¢ a parte do plano x + y + 2z = 1 que estd no primeiro
S

octante.

c) % / / yzdS, onde S é a superficie com equacoes paramétricas x = u?,
S

y=wusenv, z=ucosv, 0 <u<1,0<v<7/2
d) / / V1+ 22+ 9y?dS, onde S é o helicoide com equagdo vetorial
S

r(u,v) =ucosvit+usenvj+ovk, 0<u<1 0<v<m.

e) //zdS, onde S é a superficie r =y + 222, 0<y <1,0< 2z < 1.
s

f) // ydS, onde S é a parte do paraboloide y = x2 + 22 que est4 dentro do
S

cilindro x2 + 22 = 4.

g) // y*dS, onde S é a parte da esfera 22 + > + 22 = 4 que esta dentro do
S

cilindro 22 + 3% = 1 e acima do plano xy.
h) / / xdS, onde S é a superficie com equagoes paramétricas x = u, y = v,
S
z=u+v,0<u<l,u®*<v<l1.
i) / / xydS, onde S é a superficie com equagoes paramétricas r = u — v,
s
y=u+v,z2=2u+v+1,0<u<1,0<v < u.
J) / / ydS, onde S é a superficie com equagoes paramétricas x = u, y = v,
S
z=1-1v30<u<1,0<v</u.

>



6. ([4], secao 18.5) Calcule // g(x,y,z)dS.
S

a) g(r,y,2) = 2% S é o hemisfério superior de z* + y? + 2% = a?.

b) g(x,y,z) = 22 +y?*+2?%; S é a parte do plano z = y+4 interior ao cilindro
22 +y? =4

c) g(z,y,2) = x+y; S é parte do primeiro octante do plano 2z + 3y + z = 6.

d) g(z,y,2) = (2% + y* + 2%)Y/2; S é a porcio do paraboloide 2z = 22 4 3/
interior ao cilindro 2% + y? = 2y.

7. ([3], segao 13.5) Integre g(x,y,2) = x + y + z sobre a superficie do cubo
cortado do primeiro octante pelos planos * =a, y =a e z = a.

8. ([3], secao 13.5) Integre g(x,y, z) = xyz sobre a superficie do sélido retangu-
lar cortado do primeiro octante pelos planos z =a, y =be z = c.

9. ([3], secao 13.5) Integre g(x,y,z) = = + y + z sobre a porgao do plano
2x + 2y + z = 2 que estd no primeiro octante.

10. ¢ ([1], segao 16.7) ([4], segao 18.5) Calcule a integral de superficie [[ F - dS
S

para o campo vetorial F e superficie orientada S. Em outras palavras, deter-
mine o fluxo de F através de S. Para superficies fechadas, use a orientacao
positiva (para fora).

a) F(z,y,2) =zyi+yzj+z2xk, S éaparte do paraboloide z = 4 — 2% — 32
que esta acima do quadrado 0 < x < 1,0 <y < 1, com orientacao para
cima.

b) F(z,y,z) = zvze¥i—zze?j+ 2k, S é a parte do plano x +y + z = 1 no
primeiro octante, com orientagao para baixo.

c) F(z,y,2) =xi+yj+zk, S éaesfera x* +y? + 22 = 0.

d) % F(z,y,2) = yj — zk, S é formada pelo paraboloide y = 22 + 2%,
0 <y <1enpelocirculo 22 + 22 <1, y = 1.

e) F(z,y,2) =2i+2yj+ 32k, S é o cubo com vértices (£1,+1, £1).

f) F(z,y,2) =2%i+y*j+ 2%k, S é a fronteira do semicilindro sélido
0<z</1—9y?,0<x<2.

g) F(z,y,z) = xi+yj+ zk, S é a parte no primeiro octante do plano
22 + 3y + 2z = 6.

h) F(x,y,2) = (22 +2)i+y*2j+ (2 + y* + 2) k, S é a parte no primeiro
octante do paraboloide z = x? + y? interceptada pelo plano z = 4.

i) F(z,y,2) = (x +y)i+ 2zj + 22k, S é a superficie do cubo de vértices
(£1,£1,+£1).

J) F(z,y,2) = zi—yj+ zk, S é a superficie do sélido delimitado pelos
graficos de z = 22 + 9% e 2z = 4.



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

¢ ([4], secao 18.5) Ache [[F-ndS se n é uma normal unitdria superior de
S

S.

a) F=zi+yj+ zk; S é o hemisfério superior de 22 +y? + 22 =a’

b) F=zi—yj; S ¢ a parte no primeiro octante da esfera x? +y? + 2% = a®.

c) F =2i+5j+3k; S éaparte do cone z = (22 4 y*)'/2 interior ao cilindro
2?2 +y? =1

d) F=zi+yj+ zk; S é a parte do plano 3z + 2y + z = 12 interceptada
pelos planos x =0,y =0, s =1ey = 2.

([3], secao 13.5) Encontre o fluxo do campo F ao longo da porcao da superficie
dada no sentido especificado.

a) % F(z,y,2) = —i+2j+3k; S é a superficie retangular z = 0,0 < z < 2,
0 <y < 3, sentido k.

b) F(z,y,2) = ya®i — 2j + zzk; S é a superficie retangular y = 0,
—1 <2 <2, 2<2<7, sentido —j.

([3], secao 13.5) Encontre o fluxo exterior do campo F(z,y,2) = 22i+zj —
32k através da superficie cortada do cilindro parabdlico z = 4 — y? pelos
planos . =0, xt =1e 2 = 0.

([3], secao 13.5) Encontre o fluxo exterior do campo F = 2zyi+2yz j+2zzk
ao longo da superficie do cubo cortado do primeiro octante pelos planos
r=a,y=aez=a.

([2], secao 10.1) Seja S a superficie z = f(z,y), (z,y) € K, de classe C!
num aberto contendo K. (Observagao: trata-se da superficie dada por x = u,
y=wvez= f(uv)). Seja n a normal a S com componente z > 0 e seja
F = Pi+ Qj+ Rk um campo vetorial continuo na imagem de S. Mostre

T e Jf [ P2 ]

S
onde P, @ e R sao calculadas em (z,y, f(z,v)).

([1], se¢ao 16.7) Determine uma férmula para [[ F-dS semelhante a Férmula
S

//F~dS:Z/(—P%— g—§+R)dA

S

para o caso onde S é dada por y = h(z, z) e n é o vetor normal unitario que
aponta para a esquerda.

([1], segao 16.7) Um fluido tem densidade 870 kg/m? e escoa com velocidade
v=zi+y*j+ 2k,

onde z, y e z sao medidos em metros e as componentes de v em metros por
segundo. Encontre a vazao para fora do cilindro 22 + 9% =4, 0 < 2z < 1.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

([1], secao 16.7) A dgua do mar tem densidade 1025 kg/m? e escoa em um
campo de velocidade v = yi+ x j, onde z, y e 2z sao medidos em metros e as
componentes de v em metros por segundo. Encontre a vazao para fora do
hemisfério 2% +y? + 22 =9, 2 > 0.

([1], secao 16.7) Use a Lei de Gauss para achar a carga contida no hemisfério
solido
2?2+ 9%+ 22 < d?, 2 > 0, se o campo elétrico for E(x,y,2) = zvi+yj+2zk.

([1], secao 16.7) Seja F um campo inverso do quadrado, ou seja, F(r) =
cr/|r|? para alguma constante ¢, onde r = zi+yj + z k. Mostre que o fluxo
de F por uma esfera S com centro na origem ¢ independente do raio de S.

([2], segao 10.1) Considere um escoamento com velocidade v(zx,y, z) e den-
sidade p(x,y, z), tal que u = pv seja dado por u = zi+yj— 2zk. Seja S
a superficie 22 + y? + 22 = 4, z > /2, e seja n a normal com componente
z > 0. Calcule o fluxo de u através de S. (Observe que, neste caso, o fluxo
tem dimensoes MT~! (massa por unidade de tempo).)

([2], segdo 10.1) Seja u o campo do Exercicio 21 e seja B = {(x,y,2) €
R3| 22 + % + 22 < 4 e z > +/2}. Mostre que

//u-ndS:///divudxdydz,
S B

onde S ¢é a fronteira de B e n a normal unitaria apontado para fora de B.
Interprete.

([2], secdo 10.1) Seja u o campo do Exercicio 21 e seja B a esfera x2+y*+2% <
4. Calcule [[u-ndS, onde S é a fronteira de B, com normal n apontado

S
para fora de B. (Sugestao: utilize coordenadas esféricas.)

¢ ([1], secao 16.8) Dados um hemisfério H e uma parte P de um paraboloide,
suponha que F seja um campo vetorial sobre R? cujas componentes tenham
derivadas parciais continuas. Explique por que

//rotF- dS://rotF- ds.

H P




25.

26.

27.

28.

¢ ([1], secao 16.8) (Provas, 2014,2007) Use o Teorema de Stokes para calcular

[ rot F - dS.

S

a) F(x,y,2) = 222%i+y?22j+ayzk, S é a parte do paraboloide z = 22 + 32
que estd dentro do cilindro z? + y? = 4, orientado para cima.

b) F(x,y,2) = zyzi+zyj+ziyzk, S é formada pelo topo e pelos quatro
lados (mas nao pelo fundo) do cubo com vértices (41,+1,+1), com
orientacao para fora.

c) % F(z,y,2) = xi—2zj+yk, S é a parte do plano = + z = 1 dentro do
cilindro 22 + 3% = 1, com orientacao para cima.

d) F(z,y,2) = (e® cos z, (x? + 1)z, —y), S é o hemisfério 2> + y* + 22 = 1,
x > 0, orientado na direcao positiva do eixo x.

¢ ([1], secao 16.8) (Provas, 2014,2006) Use o Teorema de Stokes para calcular
I o F - dr. Em cada caso, C' é orientada no sentido anti-horario quando vista
de cima.

a) F(z,y,2) = (x+vy?)i+(y+2?)j+(z+2%)k, C é o triangulo com vértices
(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1).

b) F(x,y,z) = zyi+2zj+3yk, C é a curva de intersecao do plano z+2z =5
com o cilindro z? + y? = 9.

c) F(z,y,2) = (22 —y)i+4zj+2?k, C é a curva de intersecao do plano
z =2 com o cone z = /22 + 2.

d) F(z,y,2) = 2?zi+ay?j+22k, C é a curva de intersecdao do plano
r+vy+ 2z =1 com o cilindro z? + % = 9.

e) % F(z,y,2) = (y + z,—z,y), C é a curva obtida como intersecao do
cilindro 2% + 3% = 2y com o plano y = z.

f) F(z,y,2) = 2zyz — 2y, 2%+ 2z, 2%+ 2y), C é a circunferéncia y* + 22 = 1,
r = 2.

([1], secao 16.8) Verifique que o Teorema de Stokes é verdadeiro para o campo
vetorial F' dado e a superficie S.

a) F(z,y,2) = y?*i+zj+2%k, S é a parte do paraboloide z = 2% + y* que
estd acima do plano z = 1, orientado para cima.

b) F(x,y,2) = yi+zj+xk, S é o hemisfério 22 + y* + 22 =1, y > 0,
orientado na direcao positiva do eixo y.

([1], secao 16.8) 4 Seja C' uma curva fechada, simples e lisa que esta no plano
x4y + 2z = 1. Mostre que a integral de linha

/zdw—dey—l—?)ydz
c

depende apenas da area da regiao englobada por C' e nao da forma de C' ou
de sua posicao no plano.



29.

30.

31.

([1], segdo 16.8) Uma particula se move ao longo de segmentos de reta da
origem aos pontos (1,0,0), (1,2,1), (0,2,1) e de volta para a origem sob a
influéncia do campo de forcas

F(x,y,2) = 2*i+2ryj+4y° k.
Encontre o trabalho feito.

([1], secao 16.8) Suponha que S e C satisfacam as hipdteses do Teorema
de Stokes e f e g tenham derivadas parciais de segunda ordem continuas.
Demonstre que:

a) /C(ng)- dr://(foVg)-dS

b) /C<fo>-dr:o

¢) /C<ng+gi) dr =0

([2], segao 11.1) Utilizando o Teorema de Stokes, transforme a integral [[ rot F-
S

ndS numa integral de linha e calcule.

a) F(z,y,2) = yk, S asuperficie parametrizada por r(u, v) = (u, v, u*+v?),
u? +v% < 1, sendo n a normal apontando para cima.

b) F(z,y,2z) = wyi—2?j+5k, S a superficie parametrizada por
r(u,v) = (u,v,1 —u?), u >0, v >0, u+ov < 1, sendo n a normal
apontando para cima.

c) F(z,y,2) = wyi+a?j+zk, S a superficie parametrizada por
r(u,v) = (u,v,2u+v+ 1), u > 0, u + v < 2, sendo n a normal
apontando para baixo.

d) F(z,y,2) =yi+a®j+zk, S asuperficie 2? +y* =1,0< 2 <1ley >0,
sendo n a normal com componente y > 0.

e) F(r,y,2) = zj, S a superficie {(x,y,2) € R0 < 2 < 1,22+ 9* = 1,
x >0,y > 0}, sendo n a normal com componente x positiva.

f) F(x,y,2) = yi, S a superficie z = 22 + y? com z < 1, sendo n a normal
com componente z positiva.

g) F(x,y,2) = yi, S asuperficie 22 +¢y>+22 = 2, 22 +y* < 1 e z > 0, sendo
n a normal apontando para cima.

h) F(z,y,2) = —yi+zj+2?k, S asuperficie 2 +y° +22 = 4, V2 < 2 < V3
e y > 0, sendo n a normal apontando para cima.

2
i) F(r,y,2) = —y?i+2?j+2%k, S a superficie 2> + yz +22 =2 2>1,

sendo n a normal que aponta para cima.
2
j) F(z,y,2) = yi+xj+wzk, S a superficie 2 =z +y + 2 e 2° + yz <1,

sendo n a normal que aponta para baixo.
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32.

1) F(z,y,2) = —————(~yi+zj+2z?k), S a superficie 2% +y*+ 22 = 1,
) F(x,y,2) x2+y2+z2(y j ) p y
sendo n a normal apontando para fora da esfera.

(Prova, 2008) Calcule a integral de linha
?{ (v2 + 2°) dx + (2* + 2%) dy + (v* + 2°) dz,
c

em que C' é a curva de intersecdo do cone y = Va2 + 22 com a esfera
2? + y? + 2% = 2, orientada no sentido hordrio quando C' é vista da ori-
gem.

11



10. a

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS PROPOSTOS
. a) 171V/14.

V3

ETR

5V5 1
c) a5 + 240"
4

5

13v2
12

f)

(39117 4 1)

60

g) w(?;)—2—6\/§).

Y
o
j) —Wi_ b

h) —(3v3 —2).

2rat

a) 3
b) 76m/2.
c) 5V14.

5T
d) —.
) 2

9a3.

abc(ab + ac + be)
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11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

j) 8.
a) 2mwa’.
b) 0.
c) 3m.
d) 24.
a) 18.
b) 30.
—32.

3rat.

Veja a subsecao “Integrais de superficie de campos vetoriais” da segao 16.7
do livro do Stewart.

//F~dS:Z/(P—Qg—Z—R%)dA.

s
0 kg/s.
0 kg/s.

3
8ma’eg

3

//F-dS:47rc.

S

—47/2.

/// divudzdydz = —47V2.

B

0.

Note que H e P satisfazem as hipdteses do Teorema de Stokes. Logo,

//rotF'dS:/F~dr://rotF~dS,

H c P
onde C' ¢ a curva de fronteira.

a) 0.

b) 0.

c) 2.

d) —27.

a) 1.
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27.

28.

29.

30.

31.

a) [ F-dr= [[,rotF-dS =r.
b) [ F-dr= [[;rotF -dS = —7.
2 .
/ zdr — 2xdy + 3ydz = — X (Area da regiao englobada por C).
c V3
3.

a) Note que rot(fVg) = Vf x Vg.
b) Note que rot(fVf)=0.
c) Note que rot(fVg+ gV f)=0.
a) 0.

)

b) —.

2
C) —§

e) 0.

f) —m.

g) —.
h) 7.
i) 0.
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