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ROTACIONAL, DIVERGENTE,
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. ([1], secao 16.5) Existe um campo vetorial G em R? tal que rot G =
xy)? Justifique.

(rseny,cosy, z—

Solucgao: Suponha que existe um campo vetorial G tal que rot G =
(x seny, cosy, z — xy). Vamos calcular divrot G. Temos que

J(x seny) O(cosy) O(z— xy)
ox * dy + 0z

divrot G =

=seny —seny + 1= 1. (1)

Sabemos que se F = Pi+ Qj+ Rk é um campo vetorial sobre R® e P, Q e
R tém derivadas parciais de segunda ordem continuas, entao divrot F = 0.
Como de (1) divrot G # 0, pela contrapositiva do resultado acima, temos
que G nao ¢ um campo vetorial do R3.

2. ([1], secao 16.5) Demonstre as identidades, admitindo que as derivadas par-
ciais apropriadas existem e sao continuas. Se f for um campo escalar e F,
G foram campos vetoriais, entao fF, F -G e F x G serao definidos por

(fF)(z,y,2)
(F-G)(z,y,2)
(F x G)(z,y,2)

divF +div G

a) div (F + G) =
( fdivE+F-Vf

b) div (fF )
c) div(F x G) =
d) div(Vf xVyg)=0

f(x7 y7 'Z)F(:U7 y7 Z)
F(x,y,2)  G(z,v,2)
F(z,y,2) x G(z,y, 2).

G -rotF—F -rot G

Solucao: Suponhamos que F = Pli+Q1j+ Rike G=FPi+ Q)+ R k.

a) Temos que F + G =

(PL+P)i+ (Q1+Q2)j+

(Ry + Ry) k. Entao,

div(F + G) = (P + P) N a(Qla‘;/‘ Q) N a( Rlaj Rs)
B oP, 0P, 0Q, 0Q, OR, O0OR,

oP, 3@1 " OR, 0P, an . OR,

O ay 0z O 83/ 0z

(.

J/

le F + div G.



b) Temos que fF = (fP))i+ (fQ1)]j+ (fR:1)k. Entao,

| /P | A(fQi) (R
div(fF) = + +
ox dy 0z
of or, of 0Q:1 Of OR,
R A O PR A VE SRR A =

_f_(3P1+8Q1+8R1) of of of

“Ip o 2L hl
\61’ oy (’321 +8:U 1+8yQ1+8zR1/

= f- divF + Vf-F

c) Temos que FxG = (Q1Re—QaR1) i+ (PoR1— PiRy) j+ (P1Q2— Q1 R2) k.
Entao,

0(Q1Ry — Q21y) n O(PRy — P Ry) n O(P1Q2 — PQ1)
ox oy 0z
0(@Q1R2)  0(Q2Ry)  O(PR:) O(PiRy)  0(PiQ2) 0(QiR2)

ox ox dy dy 0z 0z
0 ORy O oR, OP: OR
— &'R2+Ql'_2_&'Rl_QZ'_1+_2'R1+P2'_1
ox x x ox oy dy
oP, 0Ry 0P 0Qy 0P, 00Q1

T gy bt et ey Ty

0Q2 OR, OR, 0P, 0P,  0Q:
— p (=2 _T T T2 2 T2
1(82 8y)+Q1(8x 8z)+R1(8y (990)

OR, 00 oP,  0R; 001 0P
i PQ(ay 02)+Q2(8z 8$)+R2(8x 8y>

g (R 002\, (0P OR\  (0Q, or,
N [ Pl(@y 5)2) Ql(@z 6m) Rl(@m 8y>]
8R1 an 8P1 3R1 8@1 8P1
+ {P2<8y 82)+Q2(8z 8x>+R2(8x Gy)]

= —F.-rotG+G - -rotF

= G-.-rotF —F - rotG.

div(F x G) =

d) Do item (c) temos que

div(Vf x Vg) = Vg-rot(Vf)—Vf-rot(Vg).

Sabemos que, se f é uma fungao de trés variaveis que tem derivadas par-
ciais de segunda ordem continuas, entao rot(V f) = 0. Deste resultado,
obtemos que

div(Vf xVg)=Vg-0—-Vf-0=0.
3. & ([1], segao 16.6) ([3], segao 13.6) Determine a drea da superficie.
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a) A parte do paraboloide hiperbdlico z = y? — 2 que estd entre os cilindros
2+’ =1lea?+y?=4.

b) A parte de baixo da esfera x? + y? + 22 = 2 cortada pelo cone z =
Va2 + 2

Solucgao:

a) Temos que z = f(z,y) = y* — 22 com 1 < 2% + y? < 4 Entao,

Ww(%)?(z—;)w

/\/1 (2y)2 + (—22)2dA = //\/1+4y + 422 dA.

Usando coordenadas polares temos que

r =1 cosb, y—rsen9:>0<9<—61§7“§2.

2
Assim,
2 2 2 2
:/ / \/1+4r2rdrd9:/ d@-/ V14 4r2rdr
o J1 0 1
u:;J:4T2
du=8rdr
27 17 17 17
o Js 8 8 Js T 43 5
- % (1732 — 5372,
b) Sejam
T =1 sen¢ cosl
y=rsengsend = r=+/22+y?+ 22 = /2, nacsfera.
Z =17 Ccoso
Temos que

P42 =2 e z=2+ 2= 2422 =2=22=1= z=1(poisz > 0).

Logo, ¢ = 7. Para a parte inferior da esfera cortado pelo cone, temos
que ¢ = 7. Entao,

7(¢,0) = (V2 sen ¢, cos0) i+ (V2 sen ¢ senf) j + (V2 cos ¢) k

Z<gb§7r e 0<0<2n.



Isso implica que

r4(6,0) = (V2 cos ¢, cos0) i+ (V2 cosp senf)j — (V2 sen o) k

e
ro(4,0) = (—V2 sen ¢, sen )i+ (V2 sen¢ cos6)j+0k
Logo,
i j k
Ty XTo = ﬂcosgbcos& \/§cos¢sen9 —ﬂsengb

—V2 sen¢ senf /2 sen ¢ cosf 0
= (2sen®¢ cosf)i+ (2sen’ ¢ send)j+ (2 sen ¢ cos ¢) k.

Isso resulta que

Iry x o] = +/4sen2¢ cos?f + 4 sent sen? ) + 4sen? ¢ cos? ¢
= /4 sen? ¢ = 2|sen¢| = 2sen ¢ (pois,£§¢§7r).

Assim,

T 21 - o
A://|r¢><7‘9|dA:/ / QSengbdeqb:Q/ Sengzﬁdgb-/ do
z JOo e 0
D 1

4

" (1_§> 2m :4«(1—?) =m(4-2v2)

0

™

=2-(—cos¢)| -0

s
4

4. & ([1], secao 16.6) ([2], segdo 9.2) Determine uma equagao do plano tangente
a superficie parametrizada dada no ponto especificado.

a) % r(u,v) =u?i+2usenvj+ucosvk;u=10v=0.

b) r(u,v) = (u — v,u* + v?, uv), no ponto r(1,1).
Solucao:

a) Temos que r(u,v) = u? i+ 2u senv j-+ u cosy k Primeiro, vamos cal-

z(u,v) y(u,v) z(u,v)
cular os vetores tangentes:
N Oz (u,v) - 0y (u,v) it 0z(u,v) K
ou Ju ou
= 2ui+2senvj—+cosvk

~ Ox(u,v),  Oy(u,v), 0z(u,v)
o = ov t ov I+ ov k

= 0i+2ucosvj—usenvk
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Assim, o vetor normal ao plano tangente é:

1 J k
r, Xr, = 2u  2senv CcoS v
0 2ucosv —usenv

= (—2usen®v — 2ucos®v)i+ (2u® senv)j + (4u® cosv) k

Como u =1 e v =0 temos que o vetor normal é —2i+0j + 4 k.
Portanto, uma equacao do plano tangente no ponto r(1,0) = (1,0,1) é

—2-(x—1)4+0-(y—0)+4-(—1)=0
—2r+2+42—-4=0
—2x+42—2=0 ou x—2z+1=0

b) Temos que r(u,v) = (u—v) i+ (u* +v?) j + wv k Primeiro, vamos
~—— —— ~~

@ (u,0) y(uw) #(uv)
calcular os vetores tangentes:
N 0z (u,v) - 0y(u,v) it 0z(u,v) K
ou ou Ju
= i+2uj+vk

_ Ox(u,v),  Oy(u,v), Oz(u,v)
o= ov t ov I N Jv k
= —i+2vj+uk

Assim, o vetor normal ao plano tangente é:

i j k
r, Xr, = 1 2u v
-1 2v wu

= (—2u* - 20%)i— (u+v)j+ (u+2v)k

Como u =1 e v =1 temos que o vetor normal é —4i —2j+ 4k.
Portanto, uma equacao do plano tangente no ponto r(1,1) = (0,2,1) é

—4-(x—0)—-2-(y—2)+4-(2—1)=0

—dr —2y+4+42-4=0
—4dr —2y+42=0 ou 2z+y—22=0



EXERCICIOS PROPOSTOS

5. & ([1], segao 16.5) Determine (I) o rotacional e (II) o divergente do campo

vetorial.

a) F(r,y,2) =zyzi—2?yk

b) F(x,y,z) = e*senyi+e®cosyj+zk

c) F(z,y,2) =

1

a2+ y? 4+ 22

(zityj+zk)

d) F(z,y,2) = e%senzj+ytg (z/2)k
&) * F(r,3,2) = (Inz, In (zy), In (s)

6. ([1], secdao 16.5) O campo vetorial F é mostrado no plano zy e é o mesmo
em todos os planos horizontais (em outras palavras, F ¢é independente de z
e sua componente z é 0).

a) O div F sera positivo, negativo ou nulo? Justifique.

b) Determine se o rot F = 0. Se ndo, em que diregao rot F aponta?

n

—_—— — —
— — — —
—_— — —% —
—_— = — —=

0

my

0

7. ([1], secdo 16.5) Seja f um campo escalar ¢ F um campo vetorial. Diga se
cada expressao tem significado. Em caso negativo, explique por qué. Em
caso afirmativo, diga se é um campo vetorial ou escalar.



10.

11.

12.

13.

a) rot f b) grad f

c) divF d) rot (grad f)

e) grad F f) grad (divF)

g) div (grad f) h) grad (div f)

i) rot (rot F) j) div (divF)

k) (grad f) x (divF) 1) div (rot (grad f))

¢ ([1], se¢do 16.5) Determine se o campo vetorial é conservativo ou nao. Se
for conservativo, determine uma funcao f tal que F =V f.

a) F(x,y,2) = y?23i+20y23j +3xy22% k

b) F(z,y,z) = 2xyi+(2? + 2y2)j+y°k

c) F(z,y,2) =ye "i+e *j+2zk

d) % F(x,y,z) =ycosxyi+zcosxyj—senzk

. ([1], se¢ao 16.5) Mostre que qualquer campo vetorial da forma

F(z,y,2) = f(2)i+g(y)j +h(2) k,
em que f, g e h sao diferenciaveis, ¢é irrotacional.
([1], se¢do 16.5) Mostre que qualquer campo vetorial da forma
F(r,y,2) = f(y,z)i+g(z,2)j +h(z,y) k
¢é incompressivel.

([1], secao 16.5) Sejar = zi+yj+zk e r = |r|. Verifique as identidades

a) V.-r=3 b) V. (rr)=4r
c) Vi3 =12r d) v
r
e) Vxr=0
1
r f)V(—)——%
g) Vinr = — r r
r

([4], segao 16.4) Mostre que f(x,y) = In(x? + y?) satisfaz a equacio de
Laplace V2f = 0, exceto no ponto (0,0).

([1], se¢do 16.5) Use o Teorema de Green na forma ¢, F-nds = [[ divF(z,y) dA
D

para demonstrar a primeira identidade de Green:

//fVdiA:j[Cf(vg)-nds—/ Vf-VgdA,

D D

em que D e C satisfazem as hipdteses do Teorema de Green e as deriva-
das parciais apropriadas de f e g existem e sdo continuas. (A quantidade
Vg -n = D,g aparece na integral de linha. Essa ¢ a derivada direcional na
dire¢ao do vetor normal n e é chamada derivada normal de g.)
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14.

15.

16.

17.

18.

([1], secao 16.5) Use a primeira identidade de Green (exercicio anterior) para
demonstrar a segunda identidade de Green:

Z/(fWg — gV f)dA = ]{C(ng —gVf)-nds,

em que D e C' satisfazem as hipdteses do Teorema de Green e as derivadas
parciais apropriadas de f e g existem e sao continuas.

¢ ([1], secdo 16.5) As equagoes de Maxwell relacionam o campo elétrico E e
o campo magnético H, quando eles variam com o tempo em uma regiao que
nao contenha carga nem corrente, como segue:

divE =0 divH=0
10H 10E
tE = ——— tH= -2
ro c Ot ro cot’

em que ¢ ¢ a velocidade da luz. Use essas equagoes para demonstrar o
seguinte:

1 0°E 1 0°H
a)VX(VXE):—gW IO)V><(V><H):—C—2(%2
1 0’E 1 0°H
E=—— d ’H=—
c) V c? Ot? )V 2 Ot?

¢ ([2], secao 8.4) Calcule [,F -nds, sendo dados (para evitar repeticao,
ficard subentendido que n é unitério):

a) F(z,y) = zi+yj, C dada por r(t) = (cost,sent), 0 <t < 2r en a
normal exterior.

b) % F(z,y) = yj, C a fronteira do quadrado de vértices (0,0), (1,0),
(1,1), (0,1) e n a normal que aponta para fora do quadrado, sendo C
orientada no sentido anti-horario.

c) F(z,y) = 2%i, C dada por r(t) = (2cost,sent), 0 <t < 27 e n a normal
que aponta para fora da regidao x?/4 + y* < 1.

d) F(x,y) = 2*i, C dada por r(t) = (2cost,sent), 0 < ¢ < 7 e n a normal
com componente y > 0.

e) F(z,y) = xi+y]j, C dada por r(t) = (¢,4*), 0 < ¢ < 1 e n a normal com
componente y < 0.

([2], secao 8.4) Prove que se F - n for constante sobre Imr, entao o fluxo de
F sobre r é o produto de F - n pelo comprimento de r, em que n é normal a
r.

([2], secao 8.4) Seja




19.

20.

21.

22.

e n a normal unitdria exterior ao circulo %+ y? < 1. Calcule fC F-nds, em
que C' é dada por r(t) = (cost,sent), 0 < t < 7. (Sugestao: Verifique que
F - n é constante.)

([1], secao 16.6) Determine se os pontos P e ) estao na superficie dada.

a) r(u,v) = (2u+3v,1 4+ 5u —v,2 +u+v), P(7,10,4) e Q(5,22,5).

b) I'(u,'l)) = (U + U?UQ —v,u+ Uz)? P<37 _17 5) € Q(_la 374)

¢ ([1], secao 16.6) Identifique a superficie que tem a equagao paramétrica
dada.

a) r(u,v) =(u+v)i+ (3 —v)j+ (1 +4u+50v)k.

b) r(u,v) =2senui+3 cosuj+vk, 0<v <2

¢ ([1], secao 16.6) ([3], secao 13.6) Determine uma representagao paramétrica
para a superficie.

a) O plano que passa pelo ponto (1,2, —3) e contém os vetores i+ j — k e
i-j+k
b) A parte do hiperboloide z? +y? — 22 = 1 que esté a direita do plano zz.

c) % A parte do paraboloide eliptico = + 3%+ 22? = 4 que esta em frente ao
plano z = 0.

d) A parte da esfera 22 +y? + 2% = 4 que estd acima do cone z = /2% + y2.

e) A parte do cilindro y* + z? = 16 que est4 entre os planos x = 0 e z = 5.
f) A parte do plano z = x + 3 que estd dentro do cilindro z? + y? = 1.

g) O paraboloide z = 2% +¢?, 2 <4.

h) O paraboloide z =9 — 2% —y?, 2> 0.

i) A porgao no primeiro octante do cone z = (/22 + y%/2 entre os planos
z=0ez=23.

j) A porcio da esfera 224y>+ 2% = 3 entre os planos z = v/3/2 e z = —/3/2.

1) A superficie cortada do cilindro parabélico z = 4 — y* pelos planos z = 0,
r=2ez=0.

m) A porgao do cilindro (z — 2)? 4 2% = 4 entre os planos y = 0 e y = 3.

¢ (2], segao 9.1) Desenhe a imagem da superficie parametrizada dada.

) r(u,v) = (u,v,u® +v%), (u,v) € R
) r(u,v) = (1,u,v), 0<u<l 0<v<l
) r(u,v) = (u,v,1 —u—v), u>0, v>0ecu+v<1.

T Q0

o



d) r(u,v) = (u,vV1—u2—0v2v), u?+0v*<1.
e) r(u,v) = (v cosu,v senu,v), 0<u <27, 0<v<h,ondeh >0¢éum

real dado.

1
£) r(u,v) = <v cosu, v senu,—2>, 0<u<2m v>0.
v

g) r(u,v) = (u,v,1—u?), u>0, v>0eu+ov <1
¢ ([1], segao 16.6) Faca uma correspondéncia entre as equagoes e os graficos

identificados por I — VI e justifique sua resposta. Determine quais familias
de curvas da grade tém u constante e quais tém v constante.

a) r(u,v) =u cosvi+usenvj+uvk.
b) r(u,v) =u cosvi+usenvj+senuk, -7 <u <.
c) r(u,v) =senvi+ cosu sen2vj+ senu sen2vk.

(1 —u)(3+ cosv) cosdmu, y = (1 —u)(3 + cosv) sendnu,
z=3u+ (1—u) senw.

3u cosPv, y=sendu cos®v, z =sendv.

d) z

e) x = cos

f) x=(1—|ul) cosv, y = (1—|u|) senv, z=u.
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24.

25.

26.

27.

¢ ([1], segao 16.6) ([2], secao 9.2) ([3], segao 13.6) Determine uma equagao
do plano tangente a superficie parametrizada dada no ponto especificado.
a) r=u+v,y=3u%z=u—uv;(230).

b) r=uv?y=0v% z2=uv;u=1,v=1

c) % r(u,v) = (u,v,u* + v?), no ponto r(1,1).

d) r(u,v) = (arctg(uv),e” =", u — v), no ponto r(1, —1).

e) r(u,v) = (3 sen2u, 6 sen’u,v),0 < u < 7, no ponto r(r/3,0).

(Prova, 2008)

a) Determine uma representaciao paramétrica r : D C R? — R? do parabo-
2
loide eliptico z = ol + ‘1;—2
b) Calcule a equacdo do plano tangente & superficie paramétrica dada no
item (a) no ponto (—am, 0, 72).

¢ (2], segao 9.3) Calcule a drea. (Sugerimos ao leitor desenhar a imagem da
superficie dada.)

=(u,v,l—u—v), u>0, v>0eu+t+v<IL.

= (u,v,2—u—v)eu®+v? <1

c) r(u,v) = (u,v,u* +0v?) e u? +v* < 4.

d) r(u,v) = (u,v,4 —u? —v?), (u,v) € K, onde K é o conjunto no plano

uv limitado pelo eixo u e pela curva (em coordenadas polares) p = e~?,

0<o<m.
e) r(u,v) = (u,v,%uQ), 0<v<ueu<?2.
f) r(u,v) = (cosu,v,senu) e u? + 4v? < 1.
¢ ([1], segao 16.6) ([3], secao 13.6) Determine a drea da superficie.

a) A parte do plano 3z + 2y + z = 6 que estd no primeiro octante.
b) % A parte da superficie z = zy que esté dentro do cilindro 2% + y* = 1.

d) A parte da superficie y = 4z + 2? que esté entre os planos z = 0, v = 1,
z=0ez=1.

e) A superficie z = %(x?’/z +9%2),0<r<le0<y<l.

f) A superficie com equagoes paramétricas z = u?, y = uv, 2 = 5112,
0<u<1,0<v <2

g) A parte do plano z + 2y + z = 4 que esta dentro do cilindro 2%+ y* = 4.

h) A por¢ao do cone z = 24/x? + y? entre os planos z = 2 e z = 6.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

i) A porgao do cilindro z* + y* = 1 entre os planos 2 =1 e z = 4.

([2], secao 9.3) Seja A = {(0,y,2) € R3] 2? + (y — 2)? = 1}; ache a 4rea da
superficie gerada pela rotagao em torno do eixo Oz do conjunto A.

([1], secao 16.6)

a) Determine, mas nao calcule, a integral dupla da area da superficie com
as equacoes paramétricas ¢ = au cosv, y = bu senv, z = u?, 0 < u < 2,
0<v <27,

b) Elimine os parametros para mostrar que a superficie é um paraboloide
eliptico e escreva outra integral dupla que forneca sua area.

([1], secao 16.6) Mostre que as equagdes paramétricas x = acoshu cosw,
y = b coshu senwv, z = ¢ senhu, representam um hiperboloide de uma folha.

([1], secao 16.6) Encontre a drea da parte da esfera z? + y? + 2% = a? que
estd dentro do cilindro 2% + y? = ax.

([2], segao 9.3) Seja f : K — R de classe C' no compacto K com fronteira
de contetudo nulo e interior nao-vazio. Mostre que a area da superficie z =
f(z,y) (isto é, da superficie r dada por x = u, y =v e z = f(u,v)) é dada

pela férmula
af\?  [of\*
1 — — :
//\/ +<3x> +<3y) o dy
K

([2], segao 9.3) Calcule a drea da parte da superficie cilindrica 2% 4+ z* = 4
que se encontra dentro do cilindro 2% + y? < 4 e acima do plano zy.

([2], segao 9.3) Calcule a drea da parte da superficie esférica z? +y? + 22 = 1
que se encontra dentro do cone z > \/x? + 2.

(Prova, 2008) Seja S a parte do cone x? = y*+ 22 que esté dentro do cilindro
2% +y? = a® e no primeiro octante. Determine a drea da superficie S.

(Prova, 2014) Encontre a drea da superficie z = 1+ 3z + 3y* que est4 acima
do tridngulo com vértices (0,0), (0,1) e (2,1).

(Prova, 2007) Considere a superficie parametrizada por
r(u,v) = (uv,u +v,u —v).

a) Determine o valor de ¢ de forma que o ponto (¢, 1,0) pertenca a superficie.

b) Calcule a drea da parte da superficie correspondente a variagao
u? +0% < 1.

([1], secao 16.6)

12



a) Determine a representacao paramétrica do toro obtido girando em torno
do eixo z o circulo do plano zz com centro em (b,0,0) e raio a < b.
[Sugestao: tome como parametros os angulos e a mostrados na figura.]

b) Use a representacao paramétrica da parte (a) para achar a area do toro.

13



RESPOSTAS DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

5. a) (I) —2x?i+3zyj—zzk. (II) yz.
b) (I) 0. (IT) 1.
2

Vi +y?+ 22

c) (1) 0. (II)

d) (I) (arctan(z/z) — €™ cos(z)) i _x22f22 jtyesen(z) k.
(IT) xze™ sen(z) — ansz'
1 1 1 11 1
e) (I)—i——j+-k.(II) =+ -+ -.
y ozt o r oy =z

6. I) a) Negativo. b) rot F = 0.
IT) a) Positivo. b) rot F = 0.

III) a) Nulo. b) rot F aponta na dire¢ao negativa do eixo z.

7. a) rot f nao tem significado, pois f é um campo escalar.
b) grad f é um campo gradiente.
c) divF é um campo escalar.
d) rot (grad f) é um campo vetorial.
e) grad F nao tem sifnificado, pois F nao é um campo escalar.
f) grad (divF) é um campo vetorial.
g) div (grad f) é um campo escalar.
h) grad (div f) nao tem significado, pois f é um campo escalar.
i) rot (rot F') é um campo vetorial.
j) div (div F) nao tem significado pois divF é um campo escalar.
k) (grad f) x (divF) ndo tem significado pois divF é um campo escalar.

1) div (rot (grad f)) é um campo escalar.

8. a) f(r,y,z)=ay*2".
b) f(z,y,2) = 2y + y*z.

c) F ndao é conservativo.
d) f(x,y,2) = sen(zy) + cos(z).
9. Note que rot F = 0.

10. Note que divF = 0.

11. Dica: r = /22 + y? + 22

o o0 0
a) Vor= (%7@7&) '(.ﬁﬁ,y,Z)
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

2 2

b) V:(rr) = - + Va2 +y? 42 |+ - + VYR YR+ 22
/$2+y2+22 /y2+y2+22

2
+ : + 2?4y + 22
Var4+y?+ 22
0

Q) Vi = o ST e |+ o Ve )
x Y
+ (‘)2 E\/ﬁ +y* + z2(2,z)] :
¥4

9 vr= <\/ jy 2y 22 \/x2+yy 2422 \/a? +Zy +z2>'
&) Vxr=| ()= L0)]i+ |0 - £o)i+ |0 - ]k
o v (l)- SR, g g,

1
x2+y2+22 x2+y2+22 J x2+y2+22

1
g) Vinr = §V1n(:c2 +y* + 22).

0 2x 9, 2
Note que se (z,y) # (0,0), ng_ [a;2+y}+3_y{x2fy2]'

Note que ¢, f( ‘nds = ﬂdlv fVg)dA = ﬂfdw Vg)+ Vf-VgdA.
Note que pela primeira identidade de Green,

J[(vra-avnaa= § (Vgn-g9rmds + [ (V5-99-vv1)da

D

1 0H 10 10 (10E
a) Vx(VXE) = Vx(rot E) = VX(‘E%) = catH = (c 8t)

b) Andlogo ao item (a).

c¢) Note que V?E = VdivE — rot rot(E).
d) Anédlogo ao item (c).

a) 2m.

b) 1.

c) 0.

d) 0.

1

e) —.

) 3
Direto da definicao do fluxo de F através de r na diregao n.
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18.
19.

20.

21.

22.

23.

.

a) P nao estd na superficie; () esta na superficie.
b) P estd na superficie; () nao esté na superficie.

a) do —y—z=—4.

2 2
b) %+%:1,c0mogz§2.

a) r=1l4+u+v,y=24+u—v,z=3—u+w.
b) z=u,z=v,y=v1—u>+0v%
c) y=u,z=v,r=4—u?—20v? onde u® + 2v* < 4.

d) = = 2sen(e) cos(f), y = 2sen(¢)sen(d), z = 2cos(¢), onde 0 < ¢ < T e
0<6<2m.

e) v =u,y=4cos(f), z=4sen(d), onde 0 <u <5 0<6<2r.
f) @ =rcos(f),y=rsen(d), z=3+rcos(d),onde 0 <r<1le0<60<2m.
g) x=rcos(f),y=rsen(d), z=r* onde 0 <r <2e0<0<2m.
h) z=rcos(f), y=rsen(d), 2=9—7r? onde 0 <r<3e0<0<2rm.
i) xzrcos(@),yzrsen(Q),z:g,onde()grgfieogﬁgg.
j) = V3sen(¢)cos(d), y = V3sen(¢p)sen(d), z = V3 cos(e),
s 2T

ondeggng?eOSQS%T.

)r=uy=v,z2z=4—1v onde0<u<2e-2<0v<2

m) x = 4cos*(v), y = u, z = 4cos(v) sen(v), onde —g <v< g el <wu<3.

a) Paraboldide de rotagao z = x? + y%.
b) Regiao quadrada doplanox =1:0<y<le0<z <.

c) Regido triangular do plano x +y+2 =1:0< 2 < 1,0 <y <1
0<2z<1.

Y

d) Semi superficie esférica z? + y> + 22 =1, y > 0.
e) Face lateral do cone /22 + 32 < z < h.

f) Gréfico de f(z,y) = $2iy2'

g) r(u,v) = (u,v,1 —u?), u>0,v>0eu+v<1.
a) IV.

b) L

c) IL

d) V.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

e) IIL

a) 3vr —y+3z=3.

b) z+y—2z=0.

c) <x7y7z>:(17 172)+8(17072)+t(07172)7 SJteR‘

1 1
d) (LU,’y,Z) = (_%7172> +s (_57271) +1 (5727_1) ) Svt eR.

e) 22+ (y—3)2=09.

2 U2

a) x:u,y:v,z:$+ﬁ,ondeu,veR.
b) 27(z + ar) + a(z — 7%) = 0.
V3
a) —.
2
b) /3.

c) 5(17\/1_7 —1).

Vh+1

em 44 —em

d) = (1 < ertdte )+31n<\/5_1> —863”\/62”—1—4(62”—1-1)-1—16\/5—67?).

e) - (5v5-1).

f)
a) 3v/14.

b) %ﬂ(z\/i— 1).

@) Y2 2T g2+ VD) - (7).
e) %(35/2 — 272 4.1).

f) 4.

g) 4+/67.

h) 8v/5.
i) 67.

N W =

872,

27 2
a) / / VAb2ut cos? v + 4aut sen? v + a2b2u? dudv.
0

b) /_ 22 /_ bi__:\/ (2%)2 dydz.
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Note que — + =5 — — =
a

2a2(m — 2).

Veja a subsecao “Area de Superficie do Gréfico de uma funcao” da secao
16.6 do livro do Stewart.

16.

(2 = V2).

ra?

o

1
o4

1
a) Z

b) (f——

4
) 2.

a) = = bcos(0)+acos(a)cos(f), y = bsen(0)+acos(a)sen(f), z = asen(w),

2

2

3

yQ

b2

22

c2

(46v/46 — 10v/10) .

onde 0 < a <27, 0<6<27.

b) 4m2ab.
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