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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. & ([1], secdo 16.4) Use o Teorema de Green para calcular a integral de linha
ao longo da curva dada com orientagao positiva.

/ y¥dx — 23 dy, C é o circulo 22 + y* = 4.
c

Solugao: Observe que a curva C' com orientacao positiva estd nas hipéteses
do Teorema de Green, assim como o campo F(z,y) = (y*, —2%). Logo,

/Cy3dm—w3dy=// (%(—563)—(%@3)) dA:—S//(x2+y2)dA,

em que D = {(x,y) € R? : 2% + y* < 4}. Usando coordenadas polares

x =rcost
y =rsend,
temos que a regiao de integracao D pode ser escrita como

{(r,0) e R*:0<r<2,0<0<2n}

e o jacobiano dessa mudanca de coordenadas ¢ igual a r. Logo,

2T 2
//(x2 +y*)dA = / / r? - rdrdf = 8.
0o Jo

D

Portanto, / y¥dr — 23 dy = —24n.
c

. 4 ([2], secao 8.2) Calcule

dx + dy,
7Ca:2+y2 212

em que C' é a curva

—

NN
\.__//\__‘__/'

Solugao: Podemos escrever C' como Ch U Cy, em que C; e (5 sao as curvas
dadas abaixo.



— / >

Seja A um aberto simplesmente conexo que contém C4 e nao contém
a origem. O campo F restrito a A é conservativo, pois A é aberto e sim-

x .
plesmente conexo, P(z,y) = R + 5 e Qr,y) = o possuem derivadas
de primeira ordem continuas em A e P e () satisfazem a relacao g—g = 88—1;.

Entao,

7{ F-dr=0.
C1

Nao podemos proceder de maneira andloga em Cs, ja que todo aberto
B que contém a curva C5 e nao contém a origem nao serd simplesmente
conexo. Com isso, nao conseguimos garantir que o campo F restrito a B é
conservativo (observe que, a principio, ndo podemos afirmar que o campo é
nao conservativo).

A ideia para contornar esse problema é “isolar”a origem com uma curva
fechada Cj, a principio arbitraria. Vamos escolher essa curva C3 de maneira
conveniente para que consigamos resolver o problema. Seja ¢ > 0 pequeno
o suficiente para que a curva C5 parametrizada por r(t) = (ecost,esent),
com t variando de 27 a 0, nao intercepte a curva C5 e esteja entre a curva
Cs5 e a origem.

S

h
Chﬁ\ ﬁI'I!. ‘-

Considere Dy = {(z,y) € R? : (x,y) estd entre Cy e C3ey > 0} e
Dy = {(x,y) € R?> : (x,y) estd entre Cy e C3 ey < 0}. As curvas que
delimitam D; e D, sao Cp, = C;UC,UCT UCy e Cp, = Cy U—CyUC; U—C,,
respectivamente, e estao ilustradas a seguir.
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Note que

% F-dr:/ F-dr+/ F'dr+/ F-dr+/ F - dr (1)
Cp, oy Ca cy Cy
f F-dr:/ F-dr+/ F-dr+/ F-dr+/ F - dr. (2)
Cp, cy —Ca cy -Gy

Como 22 = 22 temos, pelo Teorema de Green
oz Ay’ ) )

f F~dr_//0dA—0
Cp,

Dy
7{ F~dr://0dA:0.
Cp,

Do

Somando as equacoes 1 e 2, obtemos

/F~dr—|—/ F-dr+/ F-dr+/ F.-dr=0,
cf cy cy cy
/F-dr:—/ F~dr:/ F - dr.
Ca Cs —C3

Assim, basta determinar ffcg F - dr. A parametrizacao de —C3 ¢é
r(t) = (ecost,esent), com t variando de 0 a 27. Dai,

27
—esent ecost
/ F.-dr = / ( 2n, 5 )-(—esent,ecost)dt
—Cs 0 19 9

2T
= / 1dt = 2m.
0

%F-dr:f F~dr—i—f F.dr=0+2rm = 2m.
C Ch Ca

. (Teste, 2013) Demonstre que se R é uma regiao no plano limitada por uma
curva, C' simples, fechada e suave por partes, entao a area de R, denotada

por A(R), pode ser dada por
f x dy,
c

em que a curva estd orientada no sentido positivo.

A(R) = //1dA.

3

isto é,

Portanto,

Solugao: Temos que



A fim de utilizar o Teorema de Green, devemos encontrar funcoes P
e ( que tenham derivadas de primeira ordem continuas em um aberto que
contenha a curva C' e o interior de C' e que satisfacam a relagao % — %—I; =1
Observe que a curva C' ja satisfaz as hipdteses desse teorema e C' é a fronteira
de R. Um exemplo de fungdes P e Q é P(x,y) =0 e Q(x,y) = x. Portanto,

pelo Teorema de Green,

//ldA:j{de—i-xdy:j{xdy.
c c

R
. % ([1], secao 16.4) Calcule a drea sob um arco da cicloide z = t — sent,
y=1—cost.

Solucao: Queremos determinar a area da regiao R mostrada na figura
abaixo.

Sabemos que, se y = f(z), entao a integral f; f(z)dz calcula a drea que esta
abaixo do grafico de f e acima do eixo x, com x variando entre a e b. A
principio, poderfamos tentar encontrar uma expressao que relacionasse z(t)
e y(t) na parametrizacao da cicloide, mas esse parece ser um trabalho dificil.
Usaremos entao o que foi provado no exercicio anterior. Temos que

AR) = § ady

em que C' = (7 U, é a curva descrita na figura a seguir.

¥
'y

. .
(ol :

Uma parametrizacdo de Cy é r(t) = (x1(f),y1(f)) = (¢,0), em que
0 <t < 2. Nesse caso, y;(t) = 0. Logo,

]fa vdy = /027r(t)(0) dt = 0.
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Uma parametrizacao de Cy é mo(t) = (x2(t), y2(t)) = (t —sent, 1 —cost),
em que t varia de 27 a 0. Nesse caso, y5(t) = sent. Logo,

0
j{ rdy = / (t — sent)(sent) dt
Cs 21
27
= / (sen®t — tsent)dt
0

27 27
1— 2t
:/ L()dt—/ tsent dt
0 2 0
= 7w+ 27 = 3.

Portanto, a area da regiao ¢ 3.

serve que, para resolver a integra sent dt, usamos integracao por
Ob Iver a integral [ tsentdt integraca
partes com u =t e dv = sentdt.)



EXERCICIOS PROPOSTOS

5. 4 ([1], secdo 16.4) Calcule a integral de linha por dois métodos: (I) direta-
mente e (II) utilizando o Teorema de Green.

a) j{(x —y)dx + (x + y)dy, C é o circulo com centro na origem e raio 2.
c
b) 7{ xy dr+ 2% dy, C é o retangulo com vértices (0,0), (3,0), (3,1) e (0,1).
c
c) % ]{ vy dx + 2%y dy, C é o triangulo com vértices (0,0), (1,0) e (1,2).
c

6. 4 ([1], secao 16.4) ([2], secao 8.2) Use o Teorema de Green para calcular a
integral de linha ao longo da curva dada com orientacao positiva.

a) /eydx—i—Qxeydy, Céoquadradodeladosz =0,z =1, y=0ey =1.
c

b) /(y + eV dx + (2 + cosy?) dy, C é a fronteira da regido englobada
c

pelas parabolas y = 2% e x = 3%

d) */senydm+xcosydy,Céaelipse 2?2 +ay+y?=1.
c

—y x . .
e dx + ——— dy, C curva fechada, C" por partes, simples e
)/x2—i—y2 2 W v por p p

fronteira de um conjunto B cujo interior contém o circulo z? + y? < 1.
(Sugestao: Aplique o Teorema de Green a regiao K compreendida entre
a curva C' e a circunferéncia.)

7. & ([1], secao 16.4) ([2], segao 8.2) Use o Teorema de Green para calcular
) o F - dr. (Verifique a orientacao da curva antes de aplicar o Teorema.)

a) F(z,y) = (VT +¢*,2® + /y), C consiste no arco da curva y = senz de
(0,0) a (m,0) e no segmento de reta (m,0) a (0,0).

b) F(z,y) = (e”"+2%y, e’ —xy?), C é a circunferéncia z? +y? = 25, orientada
no sentido horario.

c) F(z,y) = 2z +y)i+(3z — y)j, C é uma curva fechada, simples, C* por
partes, orientada no sentido positivo, cuja imagem ¢é a fronteira de um
compacto B com area .

d) F(z,y) = 423y i+(3z%y* +52) j, C é a fronteira do quadrado de vértices
(—=1,0), (0,—1), (1,0) e (0,1).

8. ([1], se¢ao 16.4) Use o Teorema de Green para achar o trabalho realizado pela
forca
F(z,y) = z(z + y)i+zy*j ao mover uma particula da origem ao longo do
eixo z até (1,0), em seguida ao longo de um segmento de reta até (0,1) e
entao de volta a origem ao longo do eixo y.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

¢ (Prova, 2014) Determine o trabalho W = [, F - dr realizado pelo campo
de forca
F(z,y) = xi+(z® + 32y%) j

em uma particula que inicialmente estd no ponto (—2,0), se move ao longo do
eixo x para (2, 0) e entao se move ao longo da semicircunferéncia y = v/4 — 2
até o ponto inicial.

(Prova, 2014) Calcule [, F - dr, em que
F(z,y) = (z* +y)i+3z —¢*)j
e C ¢ a fronteira orientada positivamente de uma regiao D que tem &area 6.

(Exame, 2014) Calcule o trabalho realizado pela for¢a F(z,y) = zyi+y?j
ao mover uma particula da origem ao longo da reta y = x até (1,1) e entao
de volta & origem ao longo da curva y = z2.

(Teste, 2013) Calcule a drea da regido R delimitada pela cardioide r(t) =
(x(t),y(t)), em que x(t) = 2cost —cos 2t e y(t) = 2sent —sen 2t, t € [0, 27].

¢ ([2], secao 8.2) Calcule a area da regiao limitada pela elipse © = acost, y =
bsent,
0<t<7/2;emquea>0eb>0.

([3], segao 18.4) Calcule a area da regido limitada pela astroide x = cos®t, y =
sen®t,
0<t<2m.

([1], secao 16.4) Se uma circunferéncia C' de raio 1 rola ao longo do interior
da circunferéncia x? 4+ y? = 16, um ponto fixo P de C descreve uma curva
chamada epicicloide, com equagoes paramétricas x = Hcost — cosbt, y =
Hsent — sen Ht. Faca o grafico da epicicloide e calcule a area da regiao que
ela envolve.

([1], secao 16.4)

a) Se C' é o segmento de reta ligando o ponto (z1,71) ao ponto (z2,¥s),
mostre que

/ rdy —ydr = x1y2 — T2y
c
b) Se os vértices de um poligono, na ordem anti-horéria, sao
(xh 2/1)7 <x27 3/2), ER) (xTH Z/n);
mostre que a area do poligono é
1
A= 5[(90192—$2y1)+($2y3—x392)+' (T 1Yn—TnYn—1) H(TnY1—T1Yn)]-

c) Determine a drea do pentdgono com vértices (0,0), (2,1), (1,3), (0,2) e
(—1,1).



17.

18.

19.

20.

([1], secdo 16.4) Seja D a regido limitada por um caminho fechado e simples C'
no plano xy. Utilize o Teorema de Green para demonstrar que as coordenadas
do centroide (z,y) de D sao

1 2
R d j=—— ¢ 2d
T=oq P J y? dr,

em que A é a drea de D.

([1], segao 16.4) Utilize o exericio 17 para encontrar o centroide de um quarto
de uma regiao circular de raio a.

* ([1], secao 16.4) Se F(z,y) = (—yi+zj)/(z* +y*), mostre que [, F-dr =
0 para todo caminho fechado simples que nao passe pela origem e nem a
circunde.

([1], segao 16.4) Utilize o Teorema de Green para demonstrar a férmula de
mudanga de varidveis para as integrais duplas para o caso em que f(x,y) = 1:

s

R

dudwv.

Aqui, R é a regiao do plano xy que corresponde a regiao S do plano uv sob
a transformacao dada por z = g(u,v), y = h(u,v). (Sugestao: observe que
o lado esquerdo é A(R). Converta a integral de linha sobre R para uma
integral de linha sobre 0SS e aplique o Teorema de Green no plano uv.)



RESPOSTAS DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

c) 2x(Area de B).
d) 10.
L
12
. 127,

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

12.

1

12°
om.

ab

a)

—4 (1] 4 X
—4

Use as equagoes paramétricas do segmento de reta: © = (1 —¢)x; +tag e

y=(1—t)y; +tys, 0 <t < 1.

b) Aplique o Teorema de Green ao caminho C' = C; UCy U --- U C,,, onde
C; é o segmento ligando o ponto (x;,y;) ao ponto (41, Y;+1), para cada
1=1,--- ;n—1.



17.

18.

19.

20.

C) 5
1, 1 I 1 ]
ﬂfcx dy = ﬂffDQdi:xe —ﬂfcy dx:—ﬂffD(—Zy)dA:y

31 3
drante.

4a 4a
( ) , se a regiao for a parte do disco 2? + y? = a? no primeiro qua-

Dica: como C' é um caminho fechado simples que nao passa pela origem e nao
circunda a origem, entao existe uma regiao aberta A que ainda nao contém
a origem, mas contém D, a regiao limitada por C. Em A, tanto —y/(2? +y?)
quanto z/(z* + y*) possuem derivadas parciais continuas e podemos aplicar
o Teorema de Green. Conclua usando o exercicio 23 da Lista 11.

Dica: pelo Teorema de Green, A(R) = ffR dxdy = faRiL' dy. Escolhendo
a orientacao positiva em 0S correspondente a orientacao positiva em OR,

segue que
oh oh

xdy:/ g(u,v)=— du + g(u,v)— dv.
/BR 98 ( )au ( )aU

Conclua utilizando o Teorema de Green no plano uv e a Regra da Cadeia.
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