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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. % ([1], secdo 16.1) Esboce o campo vetorial F(z,y) = (z — y)i+aj, dese-
nhando um diagrama.
Solugao: Temos que o comprimento do vetor (x—y)i+xjé \/(x — y)? + 2.
Logo, os vetores ao longo da reta y = x sao verticais. Um esboco do campo
vetorial F' é dado na figura abaixo:
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2. & ([1], secao 16.1) Faca a correspondéncia entre o campo vetorial F e a figura
rotulada de I-IV. Justifique suas escolhas.

a) F(z,y) = (y,2)
c) Flz,y)=(r —2,2+1)
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b) % F(x,y) = (1,seny)
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Solucao:

a) F(x,y) = (y,x) corresponde ao grafico II. No primeiro quadrante todos
os vetores possuem componentes x e y positivas, no segundo quadrante
todos os vetores possuem componente x positiva e componente y nega-
tiva, no terceiro quadrante todos os vetores possuem componentes x e y
negativas e no quarto quadrante todos os vetores possuem componente
x negativa e componente y positiva. Além disso, os vetores ficam mais
curtos a medida que se aproximam da origem.

b) F(z,y) = (1,seny) corresponde ao grafico IV uma vez que a componente
x de cada vetor é constante, os vetores sdo independentes de x (vetores
ao longo das retas horizontais sdo idénticos) e o campo vetorial parece
repetir o mesmo padrao verticalmente.

c) F(z,y) = (r—2,2+1) corresponde ao grafico I uma vez que os vetores sao
independentes de y (vetores ao longo das retas verticais sao idénticos)
e a medida que avangamos para a direita, ambas componentes x e y
ficam maiores.

d) F(z,y) = (y,1/x) corresponde ao grafico III. Como no item (a), todos os
vetores no primeiro quadrante possuem componentes x e y positivas, no
segundo quadrante todos os vetores possuem componente x positiva e
componente y negativa, no terceiro quadrante todos os vetores possuem
componentes x e y negativas e no quarto quadrante todos os vetores
possuem componente x negativa e componente y positiva. Também,
todos os vetores tornam-se maiores @ medida que se aproximam do eixo

Y.

. ([1], secao 16.2) ([2], segao 6.2) Calcule a integral de linha, onde C' é a curva
dada.

a) % / rdr —ydy, C é o segmento de extremidades (1,1) e (2,3), per-
c
corrido no sentido de (1, 1) para (2, 3).

b) */:UQy\/Zdz, C:ax=ty=t, 2=t3,0<t<1.
c

Solucao:

a) Uma representacao paramétrica para o segmento de reta C' é

r=1+1
<t <
y=14+2t O<i=1
Logo,
dr = dt
dy = 2dt
Assim,

/xdm—ydy:/1(1+t)-(dt)+(1+2t)-(2dt):/1(1+t+2+4t)dt
C 0 0
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b) As equagoes paramétricas de C' sao

0

r=t y=t 2=t1,0<t<1.

Logo,
de = 3t2dt, dy = dt, dz = 2t dt.

Assim,

/Cx2y\/§dz:/ol((t3)2-t~\/t_2)(2tdt):2/01t9dt
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4. % (Prova, 2014) Determine o trabalho W = [, F-dr realizado pelo campo de
forca
F(z,y) = zi+ (2 + 3zy*)j em uma particula que inicialmente estd no
ponto (—2,0), se move ao longo do eixo x para (2,0) e ao longo da semicir-
cunferéncia y = v/4 — 22 até o ponto inicial.

Solugao: A curva C' ¢é apresentada na figura abaixo:

Entao uma parametrizacao para C' é
r=2cost, y=2sent, 0<t<m.

Temos que o trabalho é dado por
W= / F.dr— / F(e(t) - v'(t) dt.
c 0

Assim,



F(r(t)) = (2 cost, 8 cos®t + 24 cost sen”t)

r'(t) = (=2 sent, 2cost)

Entao

W = / (—4 sent cost + 16 cos® ¢ 4 48 cos®t sen’ t) dt
0

= —4/ sentcostdt+16/ cos4tdt—i—48/ cos®t sen®t dt
0 0 0

-~

u=sent
du=cos dt
4/0 du+16 3t+1 (2t)+1 (4t) ﬂ+48 L end ¢ t+1t ! (2t) ’
= — udu —t+-sen — sen —sen’t cost+—t—— sen
0 8§ 4 32 B 4 8 16 B

3
=0+16-§7r+48%=67r+6w=127r



EXERCICIOS PROPOSTOS

5. & ([1], segao 16.1) Esboce o campo vetorial F, desenhando um diagrama.

2) Flr.y) = (i +]) b) F(r.y) = yi+3)
¢) Fla,y) = 211 d) F(z,y) = S0

\/1‘2+y2 /$2+y2
6. ([1], segao 16.1) Determine o campo vetorial gradiente de f.

a) f(z,y) = In(z + 2y) b) fla,y,2) = /22 + g2+ 22

7. 4 ([1], segao 16.1) Faga a correspondéncia entre o campo vetorial F em R? e
a figura rotulada de I-IV. Justifique suas escolhas.

a) F(z,y,z) =i+2j+3k b) F(z,y,2z) =i+2j+zk

c) F(z,y,2) =zi+yj+3k d) F(x,y,2) =zityj+zk

8. ([1], segao 16.1) Determine o campo vetorial gradiente V f de f e o esboce.

8) flay)=a®—y b) f(z.y) = Vil + ¢

9. ([3], segao 13.2) Encontre um campo de vetores G = P(z,y)i+Q(z,y)j no
plano zy com a propriedade de que, em qualquer ponto (a,b) # (0,0), G é
um vetor de magnitude /22 + y? tangente & circunferéncia 22 +y? = a? + b?
e aponta no sentido horario. (O campo ¢ indefinido em (0,0).)
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10.

11.

12.

([1], se¢ao 16.1) Uma particula se move em um campo de velocidade V (z,y) =
(22, z+y?). Se ela estd na posigao (2, 1) no instante ¢ = 3, estime sua posigao
no instante ¢ = 3, 01.

([1], se¢do 16.1) As linhas de escoamento (ou linhas de corrente) de um
campo vetorial sao as trajetérias seguidas por uma particula cujo campo de
velocidade é um campo vetorial dado. Assim, os vetores do campo vetorial
sao tangentes a suas linhas de escoamento.

a) Use um esbogo do campo vetorial F(z,y) = xi—yj para desenhar algu-
mas linhas de escoamento. Desses seus esbogos é possivel descobrir qual
é a equacao das linhas de escoamento?

b) Se as equagoes paramétricas de uma linha de escoamento sao = = z(t) e
y = y(t), explique por que essas fungoes satisfazem as equagoes diferen-
ciais dz/dt = x e dy/dt = —y. Resolva entao as equagoes de forma a
obter uma equacao da linha de escoamento que passe pelo ponto (1, 1).

([1], segdo 16.1) Faga uma correspondéncia entre as fungoes f e os desenhos
de seus campos vetoriais gradientes (rotulados de I-1V). Justifique.

a) f(z,y) =2 +y° b) f(z,y) =z(z +y)
c) f(z,y) = (z+y) c) f(x,y) =sen/a? 4 3>
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13.

14.

([1], segao 16.1)

a) Esboce o campo vetorial F(z,y) = i+ j e algumas linhas de escoamento.
Qual é o formato que essas linhas de escoamento parecem ter?

b) Se as equagoes paramétricas das linhas de escoamento sao = = z(t) e
y = y(t), que equagoes diferenciais essas fungoes satisfazem? Deduza
que dy/dz = x.

c) Se uma particula estd na origem no instante inicial e o campo de veloci-
dade é dado por F, determine uma equagao para a trajetoria percorrida
por ela.

¢ ([1], segao 16.2) ([2], segao 6.2) (Prova, 2013) Calcule a integral de linha,
onde C' ¢ a curva dada.

a) /y3ds, C:ao=ty=t0<t<2
c

b) / zytds, C éa metade direita do circulo 22 4+ y? = 16.
c

c) / x senyds, C é o segmento de reta que liga (0,3) a (4,6).
c

d) % / xdr —ydy, C éo segmento de extremidades (1,1) e (2,3), per-
c
corrido no sentido de (1, 1) para (2, 3).

e) /C(:c2y3 —+V/z)dy, C éo arcodacurvay=+/zde(1,1)a (4,2).

f) / xydr+ (x —y)dy, C consiste nos segmentos de reta de (0,0) a (2,0)
c
e de (2,0) a (3,2).

g)/xdx—i—ydy, C:ax=ty=sent, 0 <t <m/2

c

h)/xy3ds, C:x=4sent,y=4cost, z=3t, 0<t<m/2.
c

i) /xeyzds, C' é o segmento de reta de (0,0,0) a (1,2, 3).
c

J) / xdr+ydy+ zdz, C é o segmento de extremidades (0,0,0) e (1,2, 1),
c
percorrido no sentido de (1,2, 1) para (0,0,0).

1) /(2x+9z)ds, C:ax=ty=1t% 2=8,0<t <1
c
m) / xyzds, onde C' é a hélice r(t) = (cost,sent,3t), 0 <t < 4.
C
n) */ny\/Edz, C:ax=ty=t, 2=t2,0<t <1
c

0) /(:1: + yz)dr 4+ 2xdy + zyzdz, C consiste nos segmentos de reta de
c
(1,0,1) a (2,3,1) ede (2,3,1) a (2,5,2).
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pP) / xdr +dy + 2dz, C é a intersecao do paraboloide z = 22 + y? com o
c
plano z = 2x + 2y — 1; caminhe no sentido anti-horario.

q) /da:—i—a:ydy—{—zdz, C é a intersegao de 22 +y* + 22 =2, 2 >0,y > 0
c

e z > 0, com o plano y = x; o sentido de percurso é do ponto (0,0, \/5)
para (1,1,0).

r) / 2dx — dy, C tem por imagem x> +y?> =4, x > 0 e y > 0; sentido de
c
percurso ¢ de (2,0) para (0, 2).

s) / Y 4 % dy, C' tem por imagem a elipse 422 +y?> =9 e
c Y

T +
422 + 42 472 +
o sentido de percurso ¢é o anti-horario.

15. 4 ([1], segao 16.2)([2], segao 6.1) (Prova, 2010) Calcule a integral de linha
JoF - dr, onde C é dada pela funcio vetorial r(t).

a) F(z,y) =zyi+3y%j, r(t) = 11t*i+ 83,0 <t < 1.
b) F(x,y,2) = (x+y)i+(y—2)j+2°k, r(t) =i+ 3j+1?k, 0<t < 1.
c) F(z,y,2z) =senzi+cosyj+azk, r(t) =t3i—t2j+tk, 0<t <1

d) F(z,y,2) =zi+yj+zk, r(t) = (cost,sent,t), 0 <t < 2.

e) x F(z,y,2)=(x+y+2)k r(t) = (t,t,—t*),0<t < 1.

f) F(z,y) =2%j, r(t) = (t3,3), -1 <t < 1.

g) F(o,y) =2%i+ (x —y)j, r(t) = (t,sent), 0 <t < 7.

h) F(z,y,2) =2%i+y*j + 2%k, v(t) = (2cost,3sent,t), 0 <t < 2.
i) F(z,y) = (e7¥ — 2z, —ze ¥ —seny), r(t) = (t,tgt), 0 <t < 7w/4.

16. 4 ([2], secdo 6.4) (Prova, 2010,2013) Calcule as integrais de linha.

d
a) */C\B/de—l-l_i_yywonde(?éacurva

b) / F - dr, onde F(z,y) = (x + y*)j e C é a curva do item (a).
c

c) / F-dr, onde F(z,y, z) = (yz,zz,xy +2y) e C é o segmento de reta que
C
liga o ponto (1,0, 1) ao ponto (—2,2,2).



17.

18.

19.

20.

21.

2 2
d) F dr, onde F(z,y) = (y,3z) e C é a elipse x_ + = i = 1, percorrida

no sentido anti-horario.

e) / F - dr, onde F(z,y,2) = (yz,2xz, 2y + 2z) e C' é o segmento de reta
%ue liga o ponto (1,0,1) ao ponto (—2,2,2).

f) / (x—y)dz+e""Y dy, onde C é a fronteira do triangulo de vértices (0, 0),
C(YO, 1) e (1,2), orientada no sentido anti-horério.

g) / dx + dy, onde C ¢é a poligonal de vértices Ay = (0,0), A; = (1,2),

c
Ay =(—1,3), A3 = (=2,1) e Ay = (—1,—1), sendo C orientada de Ay
para Ay.

h) /y2 dx + xdy — dz, onde C' é a poligonal de vértices Ay = (0,0,0),
c
Ay =(1,1,1), Ay = (1,1,0), orientada de Ay para As,.

i) / 2?dr + y* dy + 2% dz, onde C é a curva do item (e).
c

([2], secao 6.4) Verifique que

[acsain ] (32-50)

onde B ¢ o triangulo de vértices (0,0), (1,0) e (1,1), C ¢é a fronteira de B
orientada no sentido anti-hordrio, P(z,y) = 2*> —y e Q(z,y) = 2* + y.

([1], secao 16.2) Calcule a integral de linha [, F - dr, onde F(z,y) = " 'i+
ryje C édadaporr(t)=t*i+t3j, 0<t<1.

([2], segao 6.2) Seja C': r(t) = (R cost, R sent), 0 <t <27 (R > 0). Mostre

que
dx + d
/C x? + y? 21

nao depende de R.

([5], segao 18.2) Calcule [ (z+y+2)dz+ (x—2y+32)dy+ (2z+y — z) dz,
onde C' é a curva de (0,0,0) a (2,3,4) se

a) C consiste em trés segmentos de reta, o primeiro paralelo ao eixo x, o
segundo paralelo ao eixo y e o terceiro paralelo ao eixo z.

b) C consite em trés segmentos de reta, o primeiro paralelo ao eixo z, o
segundo ao eixo x e o terceiro paralelo ao eixo y.

c) C é um segmento retilineo.

¢ ([2], secao 6.1) Seja F : R? — R? um campo vetorial continuo tal que,
para todo (z,y), F(z,y) é paralelo ao vetor zi+ yj. Calcule [,F - dr,
onde r : [a,b] — R? é uma curva de classe C', cuja imagem estd contida na
circunferéncia de centro na origem e raio r > 0. Interprete geometricamente.
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

([1], se¢ao 16.2) Determine o trabalho realizado pelo campo de for¢a F(z,y) =
221 4 zyj sobre uma particula que d4 uma volta no circulo 22 + y? = 4 no
sentido anti-horario.

(Prova, 2014) Determine o trabalho W = fc F - dr realizado pelo campo de
forga F(z,y) = 2?(x — y) i + 2y j em uma particula que se move da origem
ao longo do eixo x para (1,0), em seguida ao longo de um segmento de arco
de circunferéncia 2% + y* = 1 até (0,1) e entdo volta a origem ao longo do
eixo y.

);
1

¢ (Prova, 2006) Calcule o trabalho realizado por uma particula andando
sobre a espiral dada por C': x =t cost, y =t sent, com 0 <t < 27, sob a
acao do campo F(z,y) = (z,y), ou seja, calcule a integral [,z dz + y dy.

(Prova, 2014) Calcule o trabalho realizado pela for¢a F(x,y) = zyi+y?j ao
mover uma particula da origem ao longo da reta y = = até (1,1) e entao de
volta & origem ao longo da curva y = z2.

([2], secao 6.1) Uma particula move-se no plano de modo que no instante
t sua posigao é dada por r(t) = (¢,t*). Calcule o trabalho realizado pelo
campo de forgas F(z,y) = (r +y)i+ (r — y) j no deslocamento da particula
de r(0) até r(1).

([2], segao 6.1) Uma particula desloca-se em um campo de forgas dado por
F(z,y,z) = —yi+ zj+ z k. Calcule o trabalho realizado por F no desloca-
mento da particula de r(a) até r(b), sendo dados:

a) r(t) = (cost,sent,t), a =0eb=2m.
b) r(t)=(2t+1,t—1,t),a=1leb=2.
c) r(t) = (cost,0,sent), a=0e b= 2.
% (Prova, 2010) Sejam A = (3,0), B = (1,1) e C = (0, 3) pontos de R? e

C a trajetéria que vai em linha reta de A até B e em seguida de B até C.
Determine o trabalho ao longo de C' do campo de forcas F : R? — R2, sendo

Yy xT
F(Qf,y): <_x2+y2’x2+y2)'

([1], secao 16.2) Um arame fino é entortado no formato da semicircunferéncia
2?2 +y? =4, x > 0. Se a densidade linear for uma constante k, determine a
massa e o centro de massa do arame.

([1], segao 16.2) Se um arame com densidade linear p(z,y) estd sobre uma
curva plana C', seus momentos de inércia em relagao aos eixos x e y sao
definidos por

Im:/yQp(x,y) ds ]y:/x2p(x,y) ds.
c c

Determine os momentos de inércia de um arame com o formato de um se-
micirculo 22 +y? = 1, y > 0, que é mais grosso perto da base do que perto
do topo, se a funcao densidade linear em qualquer ponto for proporcional a
sua distancia a reta y = 1.

10



31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

([1], se¢ao 16.2) Determine o trabalho realizado pelo campo de for¢a F(z,y) =
xi+ (y + 2)j sobre um objeto que se move sobre um arco de cicloide
r(t) = (t —sent)i+ (1 —cost)j, 0 <t < 2m.

¢ ([5], secdo 18.2) A forca em um ponto (z,y) de um plano coordenado é
F(z,y) = (z* + 4*)i+ xyj. Ache o trabalho realizado por F(z,y) ao longo
do grafico de y = 2* de (0,0) a (2,8).

([5], segao 18.2) A for¢a em um ponto (z,y, z) em trés dimensoes é dada por
F(x,y,z) =yi+ zj+ x k. Ache o trabalho realizado por F(z,y, z) ao longo
da cibica reversa z = t, y = 12, z = 13 de (0,0,0) a (2,4, 8).

([1], se¢ao 16.2) Determine o trabalho realizado pelo campo de for¢a F(z, y, z)
(y+2)i+ (x+ 2)j+ (z 4+ y) k sobre uma particula que se move ao longo do
segmento de reta (1,0,0) a (3,4, 2).

([1], sec@o 16.2) Um homem pesando 160 1b carrega uma lata de tinta de 25
Ib por uma escada helicoidal em torno de um silo com raio de 20 pés. Se o
silo tem 90 pés de altura e o homem da trés voltas completas em torno do
silo, quanto trabalho é realizado pelo homem contra a gravidade para subir
ao topo?

([1], secao 16.2) Suponha que exista um furo na lata de tinta do exercicio
anterior, sendo que 9 Ib de tinta vazam da lata de modo continuo e uniforme
durante a subida do homem. Quanto trabalho é realizado?

([1], secao 16.2)

a) Mostre que um campo de forga constante realiza trabalho nulo sobre um
particula que da uma tunica volta completa uniformemente na circun-
feréncia 22 + y? = 1.

b) Isso também ¢é verdadeiro para um campo de for¢a F(x) = kx, onde k é
uma constante e x = xi + yj?

1 . .
([2], secao 6.1) Calcule fc E-dl, onde E(z,y) = r1t+y)

e
22+ 22 + 2
(t.1),

—1 <t <1.( O1desempenha aqui o mesmo papel que r : 1(t) = r(t).)

C:r(t)=

([1], secao 16.2) Experiéncias mostram que uma corrente continua / em um
fio comprido produz um campo magnético B que é tangente a qualquer
circulo em um plano perpendicular ao fio cujo centro seja o eixo do fio (como
na figura). A Lei de Ampere relaciona a corrente elétrica ao campo magnético

criado e afirma que
/ B.dr = /L()[,
c

onde I é a corrente total que passa por qualquer superficie limitada por uma
curva fechada C' e g é uma constante, chamada permeabilidade no vacuo.
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Tomando C' como um circulo de raio r, mostre que o médulo B = |B| do
campo magnético a uma distancia r do centro do fio é dado por

_ tol

B = .
2rr

&

@ |

40. ([2], secao 6.1) Seja E o campo do exercicio 38 e seja C' a curva dada por
x:teyzl—t4, -1 <t< 1.

a) Que valor ¢ razodvel esperar para |, o E - dl? Por qué?

b) Calcule [, E - dl.
] C
riry) eCéa

41. ([2], segao 6.1) Calcule [, E - dl, onde E(z,y) = —
) 22 +y° /2?4
- Y

curva dada por x = 2 cost, y =sent, com 0 <t < 5

12



RESPOSTAS DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

2L F A
yyava
S SN S
J L

b) .

d) .

b) Vf(z,y,2) =

NCEST I
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8. a) Vf(zr,y) =2zi—j;

RIS
e
b) Vf(z.y) = %
N\ |/
~\ | /-
// B \\
// \ N\
_ yi—1j
9.G——\/m.

10. (2,04;1,03).

C
11. a) As linhas de fluxo se aproximam de hipérboles y = — :
x

v

12.

13. a) As linhas de fluxo parecem parabolas:
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b) Note que como os vetores velocidade coincidem com os vetores no campo
vetorial, temos z/(t)i + ¢/(t)j = i+ xj, de onde 2/(t) = 1, ¢/(t) = .
Segue que

dy _ /(1)

dr — y(t)

1
_ 1.2
c)y 57

1
. — (145%2 —1).
2) 51 ( )
213
b) —.
) 5

c) % (sin(6) — 3 cos(6) — sin(3)) .

5

d —-.
) 2
243
¢) =

17
f) —.
) 3

1) %(143/2 —1).

m) —3v/107.
1
97
0) ?
p) 0.

1
q) 3
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15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.
22.

[pavan-1- ] (22-2

B

11 1

8 e

Note que o valor da integral é 27, independente de R.

a) 19.
b) 35.
c) 27.

0.
0.

dy
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23.

24.

25.

26.
27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.
35.
36.
37.

38.
39.

40.

41.

a) 2n(1+m).
9

b) 5

c) 0.

1 1
2 arctan(2) + arctan 5 — arctan 3)

4
Massa: k2m; centro de massa: <—,0) .
T

™ 4 T 2

o2m2.
1592
21
412
15
26.
16650 ft-1b.
16245 ft-1b.

a) Dica: tome a parametrizagao do circulo C' dada por x = cos(t) e y =
sin(t), com t € [0, 27] e considere um campo constante arbitrario F =
(a,b). Segue que W = [, F -dr = 0.

b) Sim. Realize o mesmo célculo com F(z,y) = (kz, ky).
0.

Note que B ¢é tangente a qualquer circulo que estda no plano perpendicular
ao fio. Logo, B = |B|T, onde T é a tangente unitaria ao circulo C pa-
rametrizado por x = rcos(f), y = rsin(f). Dai, B = |B|(—sin(#), cos(0))
e

/ B-dr = / ’ IB| (—sin(#), cos(#)) - ((—rsin(@),r cos(0)) do = 27r|B|.
c 0

17
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