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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. % ([1], segao 15.6) Calcule a integral tripla fff:c dV, onde T é o tetraedro
sélido com vértices (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) e (O 0,1).

Solugao: Para resolvermos a integral tripla, vamos desenhar dois diagramas:
um da regiao sélida 7' (Figura 1) e o outro a sua projecao D no plano zy
(Figura 2).
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Figura 1: Figura 1 Figura 2: Figura 2

A fronteira inferior do tetraedro 7' é o plano z = 0 e a superior é o plano
r4+y+z=1(ouz=1—2x—y). Notemos que os planos t +y+z=1¢e
z = 0 se interceptam na reta © +y = 1 (ou y = 1 — ) no plano zy. Logo a
projecao de T' é a regiao triangular da Figura 2 e temos
T={(r,4,2)|]0<2<1,0<y<1—2,0<z<1-—x—y}

Assim,
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2. % ([2], sec@o 5.4) Use a integral tripla para determinar o volume do sélido

dado por 22 +y? < 2z < /4 — 322 — 3y2.

Solugao: Primeiramente, vamos determinar a projecao no plano zy da in-
tersecao de

z = /4 —3x2—3y? (1)
z = 1*+y? (2)

Da equagao (1) temos que

= \4-322 -3 e P =4-322 -3 =2 =4-30*+). (3)

Substituindo a equagao (2) na equacao (3) obtemos que
P=d—z2& 2 +32-4=0&(z-1)(z—4)=0.

Logo,z = —4 e z = 1. Notemos que z = —4 nao satisfaz as equacgoes (1) e (2),
entaO a prOJec;ao D no plano xy é o circulo de raio 1, isto é, D = {(x,y) €
R; 2%+ y* < 1}. Assim, o volume, V', do sélido é:

//Ux e 1dz] dA://\/m—(I2+y2)dA.

2+y

Passando para coordenadas polares temos que

x =rcosf
y =rsenf
dA = rdrdf
0<r<i1
0<6<2r

Entao,
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3. % (Prova, 2013) Encontre o volume da regiao sélida limitada abaixo pelo
plano z = 0, lateralmente pelo cilindro 22 +y? = 1 e acima pelo paraboloide
2= 2%+ 92

Solugao: Temos que a regiao solida E estd acima do plano z = 0, abaixo
do paraboloide z = 22 +y? e limitado lateralmente pelo cilindro 22 +y? = 1.
Notemos que podemos dividir a regiao solida em quatro porgoes simétricas.
Assim, levando em consideragao a porcao da regiao sélida E que estd no
primeiro octante, temos em coordenadas cilindricas

0<H<=,0<r<le0<z<z*+y*=r

bo |

Assim, o volume da regiao sélida E é:

g 1 r2
V:///ldV:4/ / / 1rdzdrdd
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4. 4 (Prova, 2008) Determine o volume do sélido que esté acima do plano xy,
abaixo do paraboloide z = 2z? + % e que se encontra dentro do cilindro
2% +y? = 2z e fora do cilindro 2?2 + 3% = 1.

Solugao: Temos que 0 < z < 22 + »2. Como o sélido se encontra dentro
do cilindro 2% + y?> = 2z e fora do cilindro 2% + y?> = 1, devemos fazer a
intersecao desses dois cilindros, isto €,

{ 2?2 +y? =2z

1

Em coordenadas cilindricas temos que



r = rcosf
y = rsenf
z = z

dzdydxr = rdzdrdf
Da equacao 22 + y? = 1 temos que
1 =1== %1,

como devemos ter » > 0, entao nesse caso r = 1.

Da equacao z2 + y? = 2z temos que

r2 = 2r cosf = r = 2cosé.
1
Agora, sendo x = 5 e 7 = 1 temos que

1 s
0=—-=0=+—-.
CoS 5 5

Assim, em coordenadas cilindricas temos que o sélido E é dado por

E={,r, z)|—§<0<§ 1<r<2cosf, 0<z<r?}.

Entao,

2cosf 2cosf
V= ///ldV / / / 1rdzd7’d6—/ / zr

2cos @ z ra 2cos 0 z 1
/ / r drd&-/ — d9:/ (460849——> df
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EXERCICIOS PROPOSTOS

5. ([1], segao 15.6) Calcule a integral tripla [[[ 2yz*dV, onde B é a caixa re-
B

tangular dada por B = {(z,y,2) e R} 0<z <1, -1 <y <2 0<2<3},
integrando primeiro em relacao a y, depois a z e entao a x.

6. 4 ([1], segao 15.6) Calcule a integral iterada.

1 pz px+z 3 pl pV1—22
a) /// 6xz dydrdz b) /// ze¥ dadzdy
0Jo Jo 0Jo Jo
T/2 pry rx
c)/ // cos(z +y + z) dzdzxdy
o JoJo

7. & ([1], segao 15.6)([2], segao 5.4) Calcule a integral tripla.

a) ///2de, onde F = {(2,9,2)| 0 <y <2, 0<x<+4—1y2
E
0<z<y}

b) /// 6zy dV, onde F estd abaixo do plano z = 1+x+y e acima da regiao
E
do plano zy limitada pelas curvas y = v/z, y=0e z = 1.

c) / / / r%e¥ dV, onde E é delimitado pelo cilindro parabélico z = 1 — 2 e
E
pelos planos z =0, xr =1e¢ x = —1.

d) /// xdV, onde E é limitado pelo paraboloide x = 4y?+ 422 e pelo plano
E

x =4
e) / / / zdV, onde E é limitado pelo cilindro y? + 22 = 9 e pelos planos
E

=0, y =3z e z =0 no primeiro octante.
f) /// xyz dxdydz, onde E é o paralelepipedo 0 < 2z <2, 0 <y <1, e
E
1 <2z2<2.
g) ///mdxdydz, onde Féoconjunto0 <z <1,0<y<1le
E

r+y<z<zx+y+1.
h) ///\/1—22 dxdydz, onde E é o conjunto 0 <z < 1,0 < z<1e
E

0<y<cz



i) ///\/1—22dxdydz,ondeEéocuboOSxS1,0§y§160§z§1.
E
J) /// dxdydz, onde E é o conjunto 2% + 9% < z < 2.
E
1) ///(:B2+z2) dxdydz, onde E é o cilindro 22 + 4> <1e 0 < 2z < 1.
E
m) /// dxdydz, onde E é o conjunto 22 + 3% < z < 2x + 2y — 1.
E
n) ///ydxdydz, onde E é o conjunto 22 + 4y <1e0 <2< 1.
E

0) ///x dxdydz, onde E é o conjunto 22+ y2 <4,z >0¢
E
r+y<z<z+y+l
p) /// 2z dadydz, onde E é o conjunto 2% +9y? < 1, 22 + 9> + 22 < 4de
E
z > 0.

q) ///xdxdydz, onde E é o conjunto 2% — y% < 2 < 1 — 212
E
r) ///erdxdydz,ondeEéoconjuntoogxg1,0§y§xe0§z§1.
E
s) ///xdxdydz,ondeEéoconjuntox2gygx,OSZSx—i-y.
E
t) ///Qdedydz, onde F é o conjunto 22 +y* + 22 <4 ez > 0.
E

u) /// 2z dxdydz, onde E é o conjunto 42? + 9y? + 22 <4 e z > 0.
E

V) ///cosz drdydz, onde E é o conjunto 0 < x < g, 0 <y< g e
E

r—y<z<z+y.
W) ///(y — ) dzdydz, onde E é o conjunto 4 < z +y < 8,
E
S/my
VT+y

. 4 ([3], segao 12.4) Calcule as integrais mudando a ordem de integragao de
maneira apropriada.
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10.

11.

Yot 24 cos(z?)
a ———= dxdydz
kL
11l ,
b) */ / / 12zze™" dydxdz
0 Jo Jaz2

1,1 3 2 2
c) // / me” sen(my’) dxdydz
2
o J¥zJo Y

([3], secao 12.4) Encontre a constante a tal que

1 4—a—x? 4—z2—y 4
/ / / dzdydr = —.
0 0 a 15

¢ ([2], secao 5.4) ([1], secao 15.6) Use a integral tripla para determinar o
volume do sélido dado.
a) 0<r<1,0<y<le0<z<5—2a%— 3%
b) 0<z<1,0<y<z?el0<z<z+y%
c) P +y*<z<4
d) »? +4y*<2<1.
e) ¥’ +y* <der?+y*+22<0.
f) 2+ 4y* + 922 < 1.
2 2 2

Yy
g) ?"’ﬁ—i‘g, (CL>0, b>0€C>O).

h) 22 4+ y? < 2 < 4w + 2y.

i) 2+ y*<lez?+22<1.

j) (x—a)P+y*<a®, 2 +y*+22<4a* 2>0 (a>0).

1) 2+ y*<a*exz?+2><a® (a>0).

m) x2+y2+22§a2e22% (a>0).

n) ?’<z<l-yey>0.

0) 2 +2y* < z<2a*— 1% (a>0).

p) 2+ +(z—-12<1lez>z*+y>

q) 422 +9y* + 22 <4deda®+9y*> < 1.

r) O tetraedro limitado pelos planos coordenados e o plano 2x +y + z = 4.
s) O sélido limitado pelo paraboloide x = y* + 22 e pelo plano x = 16.

t) O sélido delimitado pelo cilindro x = 3 e pelos planos z =0 e z + 2 = 1.

([3], secao 12.4) Para qual valor de ¢ o volume do elipsoide z* + (y/2)* +
(2/c)? =1 é igual a 877



12. ([1], secao 15.6)([4], segao 17.5) Esboce o sélido cujo volume é dado pela
integral iterada.

1 11—z 2—-2z 2 2—y 4—y?
a) / / / dydzdx b) / / / dxdzdy
0 0 0 0 0 0
1 prvd—z r3 2 p2z pxty
c) / / / dxdydz d) / / / dzdydzx
o Jyi=z J2 o Ja2 Jo

13. ([4], segao 17.5) Esboce a regido limitada pelos graficos das equagoes e use
uma integral tripla para calcular seu volume.

a) z2+12=4,y+z=4y=0ez=0.
b) y=2-22y=22r+z2=4ex=0.
o) v*+22=1Lr+y+z2=2ex=0.
14. ([3], segao 12.4) Escreva seis integrais triplas iteradas diferentes para o vo-

lume do sélido retangular no primeiro octante limitado pelos planos coorde-
nados e pelos planos x = 1, y = 2 e z = 3. Calcule uma das integrais.

15. % ([1], secdo 15.6) A figura mostra a regiao de integragao da integral

1 1 1-y
/ / / f(z,y, 2) dzdydzx.
0o JyvzJo

Reescreva essa integral como uma integral iterada equivalente nas cinco ou-
tras ordens.

16. ([1], secao 15.6) A figura mostra a regiao da integral

1 1—a2 11—z
/ / / f(z,y, 2) dydzdzx.
0o Jo 0

Reescreva essa integral como uma integral iterada equivalente nas cinco ou-
tras ordens.



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

([1], secao 15.6)([2], segdo 5.4) Determine a massa e o centro de massa do
cubo dado por 0 <z <a,0<y <a,0<z<aecom funcao densidade:

a) p(x,y,z) =2*+y* + 22

b) p(z,y,2) =z +y+z.

¢ ([4], segao 17.5) Ache o centro de massa de F, em que:

a) A densidade de um ponto P de um sélido cibico E de aresta a é dire-
tamente proporcional ao quadrado da distancia de P a um vértice fixo
do cubo.

b) E é o tetraedro delimitado pelos planos coordenados e o plano
20 + 5y + z = 10 e a densidade em P(z,y,z) é diretamente propor-
cional a distancia do plano xz a P.

([2], se¢ao 5.4) Calcule a massa do sélido z+y+2<1,2>0,y>0ez >0,
sendo a densidade dada por p(z,y,2) =z +y.

([1], segao 15.6) Suponha que o sélido tenha densidade constante k. Encontre
os momentos de inércia para um cubo com comprimento do lado L se um
vértice estd localizado na origem e trés arestas estao nos eixos coordenados.

% ([1], segao 15.6) Determine o sélido E para a qual a integral

///(1—x2—2y2—322)dV

¢ maxima.

([2], segao 5.4) Calcule a massa do cilindro 22 4+ y* <4 e 0 < z < 2, sabendo
que a densidade no ponto (z,y, z) é o dobro da distancia do ponto ao plano
z=0.

([3], se¢ao 12.5) Encontre o centréide e os momentos de inércia I,, I, e I, do
tetraedro cujos vértices sao os pontos (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1).



24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

([3], secao 12.5) Um cubo sélido de 2 unidades de lado é limitado pelos planos
r==1,2==1,y =3 ey =>5. Encontre o centro de massa e os momentos
de inércia desse cubo.

(Prova, 2010) Seja C' o cilindro de base circular e eixo (Oz), com raio 2
e altura 3, com base na origem e densidade inversamente proporcional a
distancia ao eixo.

a) Determine o momento de inércia de C' com relagao ao eixo (Oz).

b) Se C gira em torno do eixo (Oz) com energia cinética K, qual a velocidade
instantanea nos pontos de sua superficie lateral?
(Férmulas: e Momento de inércia: I = [[[ p-1*dV, onde p é a densidade
C

1
e | é a distancia ao eixo; e Energia cinética de rotagao: K = 5] w?.)

([1], se¢ao 15.7) Marque o ponto cujas coordenadas cilindricas sao (2, 7/4, 1)
e (4,—m/3,5). Em seguida, encontre as coordenadas retangulares do ponto.

([1], secao 15.7) Mude as coordenadas de (1,—1,4) de retangulares para
cilindricas.

([1], secao 15.7) Identifique a superficie cuja equagao ¢ dada por z = 4 — r2.

([1], secao 15.7) Esboce o sélido descrito pelas desigualdades 0 < r < 2,
—7m/2<0<7m/2e0<z<1.

([1], segao 15.7) Uma casca cilindrica tem 20 cm de comprimento, com raio
interno de 6 cm e raio externo de 7 cm. Escreva desigualdades que descre-
vam a casca em um sistema de coordenadas adequado. Explique como vocé
posicionou o sistema de coordenadas em relagao a casca.

([3], secao 12.6) Seja D a regiao limitada abaixo pelo plano z = 0, acima pela
esfera

22 +y? 4+ 22 = 4 e dos lados pelo cilindo 22 + y> = 1. Monte as inte-
grais triplas em coordenadas cilindricas que dao o volume de D usando as
ordens de integracao a seguir.

a) dzdrdf
b) drdzdf
c) dfdzdr

([1], secao 15.7) Faga o esbogo do sélido cujo volume é dado pela integral e
calcule essa integral.

4 p2m pd /2 2 9—r?
a) // / r dzdfdr b)/ // rdzdrdd
0J0 Jr 0 0J0

10



33.

34.

35.

36.

37.

¢ (Prova, 2010) Considere a integral tripla iterada
V2 V2—x? 4—x%—y?
/ / / dzdydzx.
V2 J—v2=3Z Jz2+y?
a) Transforme a integral utilizando coordenadas cilindricas.

b) Calcule a integral.

c) Descreva o sélido cujo volume é dado por essa integral.

¢ ([1], segao 15.7)(Prova, 2013) Calcule as seguintes integrais triplas.

a) ///\/x2 +y2dV, em que E é a regiao que estd dentro do cilindro
E

22 + 9% = 16 e entre os planos z = —5 e z = 4.

b) ///y dV, em que E é o sélido que estd entre os cilindros 22 + 3> =1 e
E

2? + 9% = 4, acima do plano xy e abaixo do plano z = z + 2.

c) ///x dV, em que E estd delimitidado pelos planos z =0ez=z+y+5
E

e pelos cilindros 22 +y? =4 e 22 + 4> = 9.

d) ///x2 dV, em que E é o sélido que estd dentro do cilindro 22 + y? = 1,
E

acima do plano z = 0 e abaixo do cone 2% = 4x? + 492

e) / / / ryzdV, em que E é o sélido limitado pelos paraboloides z = 2% 4 12,
E

z=8— 1% — >

2 /Ao 2
f) / / / xz dzdxdy
—oJ a2 S22

([1], secao 15.7) Seja E a regiao limitada pelos paraboloides z = x? + y* e
2z =36 — 322 — 3y°.

a) Ache o volume da regido E.

b) Encontre o centroide de E (centro de massa no caso em que a densidade
é constante).

(Prova, 2013) Calcule, usando integracao, o volume do sélido limitados pelas
superficies z =1, 2 =2 e z = /22 + 2.

(Prova, 2014) Determine o volume do sélido limitado pelo cilindro z%+y* = 4
e pelos planos z =0e y+ 2z = 3.

11



38. (Prova, 2010) Vamos demonstrar a expressao geral para o volume de um
cone circular de altura h e raio da base R.

a) Representando o cone com vértice na origem e base no plano z = h,
expresse V' por meio de uma integral dupla.
TR%h

b) Calculando a integral, verifique que V' = 7

12



RESPOSTAS DOS EXERCICIOS PROPOSTOS
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u) 0.

v) 2.

W) 3 — 632 — 2v/2 4 6v/25.
. a) 2sen(4).

b) 3e — 6.

c) 4.

13
3 ou 3.

11
. a) ?

25
b) —.
) 84
c) 8m.

m
d) —.
) 4

205
e) <36 - T) .

£) T

g)
h) ==
i)
) (52)

D




11.

12.

13.

14.

15.

s) 1287

b) .

c) {(x,y,z); 2<r <3, V1I—z<y<v4-—z, nggl}.

d) {(x,y,z);ngSZ, x2§y§2x,0§z§x+y}.
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\)L
\)4_‘
<

=

8
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N

QU
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I
CJ\L
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:dl\')
\)L
<
g
8
F
\_/
IS
N
IS
8
QU
<

1-y
:// / (r,y,2 dxdydz-// / flx,y, z) dedzdy
(1-2)?
// / flx,y, 2 dydzdx—// / f(z,y, z) dydzdz.

15



16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

1 1—z2 1—x 1 Vi—z 11—z

//ﬁ / f@%@@ww=/ / ﬂ%%@@ww
1—x2
/ / / flz,y, 2 dzda:dy—/ / / f(z,y, 2) dzdydx
1—/1—2
/ / / flz,y, 2 dmdydz+/ / / f(z,y, z) dedydz
1—y/1—2
Vi—z
:/ / / flz,y,2) dxdzdy+/ / / f(x,y, 2z) dedzdy.
o Jo 0 0 Joy—y2 Jo

Ta Ta Ta
12712712 /) °

5

a) Massa: a”; centro de massa: <

3at S5a Sa 5
b) Massa: %; centro de massa: (_a oa _a)

97979
a) Ta Ta Ta
12712712 /) °

b) (1%2)

1
12

2k LP
L=1I,=I=>-.

167
111 1
Centréide: (Z_l’ Z’ ZI) s [z = [y = [z = %
400 16 400
Centro de massa: (0,4,0), I, = R I, = 3 I, = -

a) 6.

o X

Para (2,7/4,1) : (v/2,v/2,1) e para (4, —7/3,5) : (2,-2v/3,5).
Ni%Ay

z =4 — 2% — y?, o paraboldide circular com vértice (0,0, 4).

16



29. .

30.

31.

32.

33.

34.

6<r<70<6<2m 0<z<?20.

2 pl pVA—T2
a) / / / rdzdrd®.
o Jo Jo
2 V3 pl 21 2 pVA—22
b)/ / /rdrdzd9+/ / / rdrdzdf.
0 0 0 0 v3Jo
1 pVaA—rZ 27
c) / / / rdfdzdr.
o Jo 0

64
a) Tﬂ; esbogo:

27 V2 4—r2
a) / / / rdzdrdf.
0 0 r2

b) 4.

c) Regiao entre os paraboldides z = 22 + y? e z = 4 — 2% — 1/°.

a) 384mw.
b) 0.

17



35.

e) 0.

f) 0.

a) 1627.
b) (0,0,15).
T

36. —

37.

38.

=
127.

a) V—2/ /h —ZQ—IQdJZdZ
b) Note que / / \/ ﬁzQ r2dxdz =

rior (ou mferlor do cone.

18

é o volume da parte supe-
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