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INTEGRAIS DUPLAS EM COORDENADAS
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Passe para coordenadas polares e calcule.

a) ([2], segao 4.2) / / xy dydz
1-v1—z?

b) ([3], segao 12.3) /_a/_ e dydz

Va2—z2

c) % ([2], secao 4.2) // V2 +y?dydz, em que a > 0.
d) ([1], segao 15.4) // xdA, onde D é a regiao do primeiro quadrante com-

preendida entre os circulos 22 + 3% = 4 e 2% + y? = 2z.
Solucgao:

a) Temos que a regiao de integracao é

R={(z,y) eRI0<x<lel —V1I—-22<y<1++V1-—2?}.

l,aP:Eﬂl:ﬁ'
C}
3
b

Passando para coordenadas polares temos que:

T =1 cosf

y =1 senf
dy dx = rdrdf

r? cos® @ + r? sen? 6 = 2r sen f
r? = 2r send
r(r—2senf) =0

r=0 ou r=2send.

A



Logo,OﬁrSZsenQeOﬁHﬁg.Enté,o,

1 1+vV1—22 3 2 sen
/ / xydydr = / / (r cos@)(r sen@)rdrdd
0 Ji—vi-a? o Jo

% 2 sen 0 % ’T'4
=/ / r® sen 6 cos@drd@z/ [— sen 6 cos@]
o Jo 0 4 0

z 4 3
:/ @sen& cos@d9:4/ sen® 0 cos @ df
0 0

Tomando, u = senf = du = cosfdf e sendo § = 0 = u = 0 e
0 =3 = u=1 Assim,

1 plyvi—a? 1
/ / xydydw:4/ u® du
0 J1—v1—22 0
ub

1
_g 22
6, 3

2 sen 6

do

b) Temos que a regiao de integracao é

R={(z,y) eR| —a<z<a, —Va?—2?<y<Va®—2z%}.

Passando para coordenadas polares temos que

x =1 cosf
y =1 senf
dydx = rdrdf

Como 22 + y? = a® = 1? cos? 0 + r? sen20 = a? = r? = a®> = r = *a.
Como o raio deve ser sempre maior ou igual a zero, logo

0<r<a e 0<6<2m.



Entao,

a a’—x 2 a 2w a
/ / dyd:cz/ / rdrd@z/ d@-/ rdr
—aJ—VaZ—z2 0 0 0 0

2
T‘2

a a2 )
=0 202(2%)-(;)2&%.

0

c) Temos que a regido de integragao é:

R={(z,y) eR}0<r<a, 0<y<a}

Passando para coordenadas polares temos que

x =1 cosf
y =1 senf
dydx = rdrdf
Como 0 < z < a, temos que 0 < r < etambémOSHSz.
- cos 6 4
Entao,
/ / \/a:2+y2dyd:v=/4 - Vr? cos? 0 + r2 sen? @ r dr df
o Jo 0o Jo
T ﬁ T .3 coaée
:// r2drd0=/”— do
0o Jo o 3o
@ [T01 ad [
3/0 cos? 0 3/0 vee
a1 1 i
=—|z -1
3 (QSeCHtgﬁ—i- 5 n|sec€+tg9|)’0
a? T m T T
= E{(secz-tgz—l—ln secz—i—thD—<secO-tg0+ln|secO+tg0|)}

_a
6

(\/5 +1In(vV2 + 1))



¥4
L x"-]-}.-z:q
D xityi=2x
0 (2,0 X

d) A regiao R de integracao é descrita na figura:
Notemos que 2% + y* = 2r & (z — 1)? + y? = 1. Assim,

J[zaa=[[ waa- [[ zaa

R a?4y?<4 (z—1)2+y2<1
z>0 y>0
y=>0 N’
N —’
(2)

(1
Para a integral (1) temos em coordenadas polares que
r?cos?f +risen’ =4 =’ =4 =r = £2.

Logo,0§r§2e0§9§g.

Para a integral (2) temos em coordenadas polares que
(r—cosf —1)* +7r*sen*0 = 1 = r’cos® 0 — 2rcosf + 1+ r*sen’d = 1
=72 —2rcosf =0=r(r—2cosf) =0=r=0 ou r=2cosf.

Log0,0STSQCOSQGOSQSg.

Assim,

g 2 g 2cosf
//di:/ / rcos@-rdrd@—/ / rcos@ - rdrdf
o Jo o Jo

R
g 2 g 2cos 0
:/ /7’2 cos@drd@—/ / r? cos @ dr df
o Jo o Jo
g 2 g’f’?’ 2cosf
:/ cos d@-/ r2dr—/ — cos 0 do
0 0 o 3 0
3 312 3
:<sen9 )(T— )—§/ cos* 6 do
0 3 0 3 0

us 8 8(1 4 3 3
— - R B 2 = 2
(sen 5 senO) (3 0) 3(4 cos” 0 senf + 89+ 16 sen 9)

4
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8 81 g ™ 3m 3 ™ 1 3 3
= —— |:(4COS 2s.en2—i—8 2+165en2 2)—(4COS Osen0+8 O+16SGH0):|

_8_8 3 _8_7r_16—37r
3 3 \16) 3 2 6

2. % ([1], secao 15.4) Utilize coordenadas polares para combinar a soma

1 T V2 rx 2 VAa—z2
/ / xy dydx + / / xy dydx + / / xy dydz
I3/ Vima? 1 Jo v2J0

em uma Unica integral dupla. Em seguida, calcule essa integral dupla.

Solugao: Queremos combinar a soma, abaixo, de integrais em uma tnica:
1 T V2 rx 2 VAa—22
/ / xy dydzx + / / xy dydx + / / xy dydx
5/ Vi-a? 1 Jo L, Jv2Jo |
~ Y g 2 3

Na figura abaixo, temos que a regiao da esquerda corresponde a regiao de
integragao da integral (1), a regiao do meio corresponde a regiao de integragao
da integral (2) e a regiao da esquerda corresponde a regiao de integracao da
integral (3).

Notemos que com a jungao das trés regioes, podemos olhar como uma tnica
regiao. Assim, em coordenadas polares teremos que 0 < 0 < Tel<r<2

Entao:
1 T V2 rx 2 VAa—z?
/ / xy dydzr + / / xy dydzr + / / xy dydz
% V1—z2 1 Jo Vv2J0

L LI
:/ / (r cos@) - (r sen@)rdrd@z/ / 73 cos @ sen 6 dr df
o Ji o J1



N

2

5 2 r
:/ cos sen9d6-/ rgdr:/ uwdu - —
Jo N 0 4

TV
u=sen 0
du=cos df

V2
2 (16 1\ 1 15 15
0 4 4) 4 4 16

3. # ([1], segao 15.5) Uma carga elétrica é distribuida sobre um disco z?+y* < 4
de modo que a densidade de carga em (z,y) é o(z,y) = x +y + 2° + y? (me-
dida em coulombs por metro quadrado). Determine a carga total do disco.

2

2

Solucao: Como a carga elétrica é distribuida sobre o disco 2% 4+ 3% < 4 em
coordenadas polares temos que 0 <r <2 e 0 < # < 27. Temos que

Q://U(x,y)dA://(x+y+x2+y2)dA

27 2 27 2
= / / (r cos O+r sen O+r?)rdr df = / / (r? cos O-+r? sen O+1°) dr df
o Jo

27 7,3 3 8
:/ (—C089+—Sen9+ ) / (—cos@+—sen9+4)d9
. \3 3 3
8 8 8 8
- _Z 4 ° _°
( sen 6 30059+ 9) ( 3 ) ( 3)

3°
:—§+87T+§:87T.

4. & ([1], secao 15.5) Considere uma pa quadrada de um ventilador com lados
de comprimento 2 e com o canto inferior esquerdo colocado na origem. Se a
densidade da pé for p(x,y) = 1+ 0,1 -z, é mais dificil girar a pad em torno
do eixo = ou do eixo y?

Solugao: Se calcularmos os momentos de inércia sobre x e y, poderemos
determinar em qual direcao sera mais dificiel de girar a pa do ventilador.
Notemos que a regiao de integracao é o quadrado com lados de comprimento
2 e com o canto inferior esquerdo colocado na origem em ambas as integrais.
Entao, o momento de inércia sobre o eixo x ¢ dada por:

2 2
fxz//yzp(:v,y)dfl:/ / y2(1 + 0, 1z)dydx
5 o Jo
2 2 2\ |2 3
:/(1+0,1:c)da:-/ yzdy:<x—|-0,1x—) (y_)
0 0 2 0 3

2

0



= {(2+0,2)—o} : m :%.

Da mesma forma, o momente de inércia sobre o eixo y é dado por:

2 2
Iy://xgp(x,y)dA:/ / 23(1+0, 1z)dydx
o Jo
D

:/02(a:2+0,1x3)dx./02 dy_( IZ) (>
o -2

Como I, > I, é mais dificil girarmos a pa do ventilador em torno do eixo y.




EXERCICIOS PROPOSTOS

5. ([1], secao 15.4) Uma regido R é mostrada na figura. Decida se vocé deve
usar coordenadas polares ou retangulares e escreva [[ f(z,y)dA como uma
R

integral iterada, onde f é uma funcao qualquer continua em R.

4 Vi

1 y=1-x2

6. ([1], secao 15.4) Esboce a regiao cuja area é dada pela integral e calcule-a.

2w pT
a) / / rdrdf
7|—71'/24 4cosf
b) / / rdrdf
o Jo

7. & ([2], segao 4.2) ([5], segao 17.3) (Provas, 2013/2014) Calcule as integrais
duplas usando coordenadas polares.

a) //(x2 + 2y) dzdy, onde R é o circulo 2% + y* < 4.
R

b) //(;152 +9?) drdy, onde R = {(z,y) € R?| 1 < 2% 4 9? < 4}.
R

c) // ety dxdy, onde R é o conjunto de todos os (z,y) tais que
R

1<2?+y* <4, —x<y<zex>0.

d) //(x2 +y*)32 dA, onde R ¢ limitado pelo circulo 2 + y* = 4.
R

2
xz
e) // m dA, onde R é a regidao anular limitada por 22 + y? = a? e
R

2+ 2 =0, 0<a<b.



f) // V2 +y%dA, onde R é limitado pelo triangulo de vértices (0,0), (3,0)
R

e (3,3).
g) // Va2 +y2dA, onde R é limitado pelo circulo y = 2z — 22 e pela
R
reta y = x.

h) //:EQL—H/QCZA’ onde R = {(z,y) € R?| 22 + 4> <4, v > 1}.
R

i) / / ydA, onde R é a regiao no primeiro quadrante limitada pelo semi-
R

circulo 2? 4 y* = 2u.

J) // sen(x? + y?) dA, onde R é a regido acima do eixo x e dentro da cir-
R

cunferéncia 2? + y? = 9.

1) / / arctg (E) dA, onde R é a regiao do primeiro quadrante limitada pelo
x
R

circulo 22 + y* = 25.

. ¥ ([2], secao 4.2) ([3], secao 12.3) ([1], secao 15.4) (Prova, 2014) Passe para
coordenadas polares e calcule.

1 pv2—22
a) / / vV a2+ y? dydx
0 Jaz2

1 Vo—z?

b) // x dydx
0Jo
1 V122

c) // dydz
-1J0

d) /OI/OM(:CQ + 92 dady

6 ry
e) / / x dxdy
0 Jo

f) /0 /0 9
iz L a2 492
In2 pq/(In2)2—y2
g) / / eV dady
o Jo

dydx

1 \/ 1—y2
h) / / In(z® +y* + 1) dady
—1J— /1,y2



10.

a prva2—x?
i) / / dydx
0 Jo
a pvVa?—z?
J) / / Va2 — 2?2 —y? dydr, em que a > 0.
0 Jo

1) / / x dzdy, onde R é a regiao, no plano zy, limitada pela curva (dada em
R

coordenadas polares) p = cos(36), —— < 0 <

™
6 .

SN

m) / / dxdy, onde R é a regiao, no plano zy, limitada pela curva (dada em
R

coordenadas polares) p = cos(20), — <6 <

wl A
N

n) // ry dxdy, onde R é o circulo 22 + 3? — 2y < 0,z > 0.
R

0) / / xydA, onde D é o disco com centro na origem e raio 3.
D

p) // cos(z® + y*) dA, onde R é a regido acima do eixo do x e dentro da
R

circunferéncia x? + % = 9.
Q) / / e~ %Y dA, onde D é aregiao delimitada pelo semicirculo z = /4 — 12
D
e 0 €ixo ¥.

r) //arctg (%) dA,onde R={(z,y) e R*}| 1 <2?+y* <4, 0<y<z}
R

4 (Prova, 2007) ([1], segdo 15.4) ([3], secao 12.3) Utilize a integral dupla para
determinar a drea da regiao.

a) No interior do circulo z% + (y — 1)? = 1 e fora do circulo * + 3> = 1.

b) Um lago da rosédcea r = cos(36).

c) % A regiao dentro da cardidide r = 1+ cos 6 e fora do circulo r = 3 cos 6.

d) Cortada do primeiro quadrante pela curva r = 2(2 — sen(26))"/2.

e) Limitada pelo eixo z positivo e pela espiral r = 46/3, 0 < 6 < 271. A
regiao se parece com uma concha de caracol.

¢ ([1], secao 15.4) ([5], segao 17.3) Utilize coordenadas polares para deter-
minar o volume do sélido dado.

a) Abaixo do cone z = /22 + y2 e acima do disco z* + y* < 4.

10



11.

12.

13.

14.

15.

16.

b) Delimitado pelo hiperboloide —x? — 3* + 2% = 1 e acima do plano xy.
c) Dentro da esfera x? + y? + 2% = 16 e fora do cilindro z* + y? = 4.

d) Uma esfera de raio a.

e) Acima do cone z = \/m e abaixo da esfera z? + % + 22 = 1.

f) Dentro do cilindro z? + y? = 4 e do elipsoide 4z* + 43> + 2* = 64.

g) % Delimitado pelo cone z? = z? + y? e pelo cilindro x? + y? = 2x.

h) Delimitado pelo paraboloide z = 9 — 2% — y* e pelo plano z = 5.
f\/i

([1], segao 15.4) Calcule a integral iterada fi,) 0 77" sen(2?+1?) dydz, convertendo-

a antes para coordenadas polares.

([1], sec@o 15.4) Uma piscina circular tem diametro de 10 metros. A profun-
didade é constante ao longo das retas de leste a oeste e cresce linearmente de
1 metro na extremidade sul para dois metros na extremidade norte. Encontre
o volume de dgua da piscina.

(Teste, 2013) Ao calcular por integracao dupla o volume V' do sélido situado
abaixo do grafico de f(x,y) = e®* " ¢ limitado inferiormente por uma certa
regiao D no plano xy, chegou-se a seguinte expressao:

2 pV4—x2 s s 1 ,v/1—22 Y
V= // e Y dydr — // e Y dydz.
0Jo 0Jo

a) Esboce a regiao D.
b) Expresse V' numa tunica integral dupla em coordenadas polares.

c) Efetue a integragao para calcular V.

([3], segao 12.3) Use a integral dupla em coordenadas polares para deduzir a

férmula
A1
A= / —r2d6
o 2

para a area da regiao em formato de leque entre a origem e a curva polar

T:f<9)705§8§5

([3], segao 12.3) Suponha que a area de uma regiao no plano de coordenadas

polares seja
3r/4 r2sen
A= / rdrdb.
w/4 Jcosect

Esboce a regiao e encontre sua area.

(Teste, 2013) Considere a integral dada em coordenadas polares por

w/4 r2cosf
/ / rdrdf,
0 0

a qual representa a area de uma regiao R do plano xy.

11



17.

18.

19.

a) Escreva a regiao R em coordenadas cartesianas.

b) Faca um esbogo da regiao R.

c) Calcule a drea da regiao R.

([1], segao 15.4)

a) Definimos a integral imprépria (sobre todo o plano R?)

I:bﬁfe*ﬁ+fNL4:L/“:/mefwaﬁ%dydvz mnlzye—@“W“dA,
—cod —c0 a—00
R2 Da

onde D, é o disco com raio a e centro na origem. Mostre que

/w/me@”ﬁdA:m

b) Uma definigdo equivalente da integral imprépria da parte (a) é
// e @) dA = lim // e~ @) g 4,
a—r o0
R2 Sa

onde S, é o quadrado com vértices (+a,+a). Use esse resultado para

mostrar que
e 2 o 2
/ e d:r/ eV dy=m.
—00 —00

/ e dr = V.

o0

c) Deduza que

d) Fazendo a mudanca de varidvel ¢t = v/2z, mostre que
/ e dr = \/2r.

(Esse é um resultado fundamental em probabilidade e estatistica.)

([1], segao 15.4) Utilize o resultado do exercicio acima, parte (c), para cal-
cular as integrais.

a)/ 2™ da b)/ Ve ™ dx
0 0

([1], sec@o 15.5) Uma carga elétrica é distribuida sobre o retangulo 1 < z < 3,
0 <y <2, de modo que a densidade de carga em (x,y) é o(z,y) = 2zy + y?
(medida em coulombs por metro quadrado). Determine a carga total no
retangulo.

12



20.

21.

22.

23.

24.

25.

¢ ([1], segao 15.5) Determine a massa e o centro de massa da lamina que
ocupa a regiao D e tem funcgao densidade p.

a) D={(r,y) eR?:0<2<2, —1<y<1}; px,y) = zy*

b) D é a regiao triangular com vértices (0,0), (2,1), (0, 3);
plr,y) =z +y.

c) D é a regiao triangular delimitada pelas retas * = 0, y = z e
20 +y=6; p(a,y) ="

d) D é delimitadapory=¢e*,y=0,z=0exz=1; p(z,y) =yv.

e) " D={(z,y) eR?:0<y<sen(mx/L), 0<xz<L}; plx,y)=y.

f) D ¢ delimitada pelas pardbolas y = 2* e v = y*; p(x,y) = /.

([1], segao 15.5) Determine os momentos de inércia para a lamina da letra
d) do exercicio acima.

([2], secao 4.3) Calcule o centro de massa.

a) Déoquadrado0 <2 <1, 0<y<1; p(z,y)=y.

b) D ={(z,y) € R?: 2 + 4y*> < 1, y > 0} e a densidade é proporcional a
distancia do ponto ao eixo .

c) D o triangulo de vértices (0,0),(0,1) e (1,1) e a densidade é proporcional
a distancia do ponto a origem.

d) D é o conjunto de todos (z,y) tais que z° < y < z e a densidade é
constante e igual a 1.

e) D é o conjunto de todos (z,y) taisque z <y <z+1,0<z <1, ea
densidade é o produto das coordenadas do ponto.

f) D é o conjunto de todos (x,y) tais que 1 < 22 +¢y?> < 4,y >0, e a
densidade é proporcional a distancia do ponto a origem.

([1], segao 15.5) Uma lamina ocupa parte do disco 2% + y* < 1 no primeiro
quadrante. Determine o centro de massa se a densidade em qualquer ponto
for proporcional a distancia do ponto ao eixo x.

([1], segao 15.5) A fronteira de uma lamina consiste nos semicirculos y =
V1—2x? e
y = V4 — 22, juntamente com as partes do eixo x que os une. Encontre
o centro de massa da lamina se a densidade em qualquer ponto é proporcio-
nal a sua distancia da origem.

([1], secao 15.5) Encontre o centro de massa de uma lamina em forma de
triangulo retangulo isésceles, com os lados iguais tendo comprimento a, se a
densidade em qualquer ponto for proporcional ao quadrado da distancia do
vértice oposto a hipotenusa.

13



26. ([1], segao 15.5) A funcao densidade conjunta para um par de varidveis
aleatérias X e Y ¢é

Cz(1+y), se0<x<1 0<y<2,
f(x,y) = .
0, caso contrario.

a) Determine a constante C'.
b) Determine P(X <1, YV <1).
c) Determine P(X +Y < 1).

27. ([1], secdo 15.5)

a) Verifique que

4y, se0<z<1, 0<y <,
flz,y) = .
0, caso contrario,

¢ uma fungao densidade conjunta.

b) Se X e Y sao varidveis aleatérias cuja fungao densidade conjunta é a
fungao f da letra (a), determine
(i) P(X = 3), (i) P(X > 5, Y < 3).

c) Determine os valores esperados de X e Y.
28. ([1], secdo 15.5)

a) Uma lumindria tem duas lampadas de um tipo com tempo de vida médio
de 1.000 horas. Supondo que possamos modelar a probabilidade de fa-
lha dessas lampadas por uma funcao densidade exponencial com média
1 = 1.000, determine a probabilidade de que ambas as lampadas ve-
nham a falhar dentro de um periodo de 1.000 horas.

b) Outra lumindria tem somente uma lampada do mesmo tipo das da letra
(a). Se a lampada queima e é trocada por outra to mesmo tipo, deter-
mine a probabilidade de que as duas venham a falhar dentro de 1.000
horas.

14



RESPOSTAS DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

5. a) /032” /04 f(rcos(0),rsen(d))r drdf.

by [ 1 / " ) dyda.
Lo

(z+1)

c) f(z,y) dydz.

d) /_ /3 " Fr cos(8). r sen(8))r drd6.

33
6. a) TW; regiao de integracao:

b) 27; regido de integragao:
Va

D

U‘ 2 4 x

-

e) g b’ —a?).

15
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10. a) —

8
f) §(64 —24v/3).
8
-
8

11. —(1 —cos(9)).

5
12. 18007 m?.
13.a) D={(z,y); 1 <2?+¢y*<2,2>0,y>0}.

b) / / * drdo.

c) —(e* —1).
B rf(O)
14. Note que A = / / r drdf.
« 0
s

15. A= oL regiao:

16. a) R={(z,y); (x—=1)*+¢y* <1, z<y, =>0, y=0}.
T+ 2
c) :
4
17. a) Note que

2w a
// e~ @) g A = / / re” drdf = (1 — =)
o Jo

Da

para cada a.

17



b) Note que

/e_($2+y2) dA :/ / e eV’ dxdy = </ e_$2dx> </ e_dey>

18.

19.

20.

21.

22. a

a

para cada a.

c) Troque y por z no item (b).

d) Note que fazendo a mudanga de varidvel sugerida,

o 1 o
—x2/2 _ / —t2/2 _
e dr = — e dt = /.
/_oo V2 /) v

=z
ol =l%

64
3 coulombs.

4 4
a) Massa: 5; centro de massa: <§,O> .

33
b) Massa: 6; centro de massa: (Z_L’ 5) )

6 12
c) Massa: 4; centro de massa: (— —) .

55

1 241 4(e2 -1
d) Massa: ~(e? — 1); centro de massa: et : (e ) :
4 2(e2—=1)"9(e? = 1)
L L1
e) Massa: —; centro de massa: —,—6 :
4 2 97
14 2
f) Massa: 3. centro de massa: —,—8 :
14’ 27755
1 Lo _ L 2
I, = (e —1), I, 16(6 —1)ely= 16(6 + 2e* — 3).
(m)
3T
b) (0
) (0.37).
) 3 2v2 -1
C 7
472/2 +21In(1 +v/2)
) (0,0).

18




23.

24.

25.

26.

27.

28.

S
“al

o ¥ g‘@
S~ —

=~ DO |
Oo|cnoo_|oo :

a) Note que

b) () °.
3
c) 6
a) (e —1)2%
b) 1—2e1.

[ [sewaa=[

(ii) 13—6

19

1
/ dry dydx = 1.

0
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