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EXERCICIOS RESOLVIDOS
. ([1], segao 15.2) Encontre o volume do sélido delimitado pelo paraboloide
z=2+a2+(y—2)%epelosplanos z =1,z =1, z2=—-1,y=0ey = 4.

Solugao: Observe que o sélido E estd abaixo da superficie z = 2+z%+(y—2)?
e acima do retangulo [—1,1] x [0,4] em z = 1 (ver figura abaixo).

Algebricamente,

E={(z,y,2) ER*: -1 <2 <1,0<y<4el<z<2+2*+(y—2)%.

Logo, o volume é dado por

ve [[eres-2naa- [ aa

R R



em que R={(z,y) eR* -1 <z <1e0<y<4}. Assim,

1 4
Vo= //(a:2+y2—4y—|—5)dydx
—-1J0
1 y3 y=4
= / <x2y+——2y2+5y dx
. 3 o

! 2
= / (43:2 + —8) dx
1 3

4t 28 = o4
3 3

=5

rz=-—1

Observe que, pelo Teorema de Fubini, podemos optar por calcular a integral

4 1
/ / (2% +y* — 4y + 5) dydx,
0o J-1

obtendo o mesmo resultado.

2. 4 ([1], secao 15.3) Determine o volume do sélido limitado pelos planos coor-
denados e pelo plano 3z + 2y + z = 6.

Solucao: O sélido cujo volume deve ser calculado é
E={(r,y,2) ER%(z,y) € Re 0 < 2<6—3z— 2y},

em que R é a projecao de E no plano xy. Assim, o volume é dado por

V://(G—Bx—2y)dA.

R

A regidao R é tanto do tipo I como do tipo II, entao é possivel escrevé-la de
pelo menos duas formas. Escrevendo como uma regiao do tipo I, obtemos:

6—3
R:{(:p,y)GRQ:OSmSQeOgyS 29&’}'

Portanto,

6—

3z
’ (6 — 3z — 2y) dydx

2
- [
0 JO
2 6—3z

= / (6?/—35524—?/23;2 >dx

0

2 2
- / (9—9x+9i> dz
0 4

922 923|"7°
= - 4| =6
T T,




Observe que podemos escrever R como uma regiao do tipo II, obtendo:

6 — 2y

R:{(x,y)€R2:O§x§ eOSySS}.

Entao, uma outra expressao para V é

3 ,8=2y
V:// ’ (6 — 3z — 2y) dxdy = 6.
0 Jo

3. & ([1], secdo 15.3) Esboce a regido de integragdo e mude a ordem de inte-
gragcao.

2 prlo(z)
/ / f(z,y) dydx
1 Jo

Solucao: Note que a regiao de integragao é do tipo I, é dada por
{(z,y) eER*:1<r<2e0<y<In(x)}
e pode ser vista geometricamente como a regiao esbocada na figura abaixo.

v

In(2)r

y = In(x)

Além disso, ela pode ser descrita como uma regiao do tipo II da seguinte
forma:
{(z,y) eR*:e¥<2<2e0<y<In2}.

In2 p2
Portanto, a integral pode ser reescrita como / f(x,y) dxdy.
0 ey

4. ¢ ([1], segdo 15.3) Calcule a integral trocando a ordem de integragao.

1 p1
/ / eV dydzx
0Jz



Solucao: A regiao de integracao é do tipo I, é dada por
{(z,y) eR*:0<r<lexz<y<l}
e pode ser vista geometricamente como a regiao esbocada na figura abaixo.

v

1t

y=ux

Essa regiao pode ser descrita como uma regiao do tipo II da seguinte forma:

{(z,y)) eR*:0<2r<yel<y<1}

1 pl 1 ry
// Y dydr = // eV dady
0Ja 0Jo
1

— /yex/y‘z_g dx
0

Assim,




EXERCICIOS PROPOSTOS

5. ([1], secao 15.1)

a) Estime o volume do sélido que estd abaixo da superficie 2 = x + 2y* e
acima do retangulo R = [0,2] x [0,4]. Use a soma de Riemann com
m = n = 2 e escolha os pontos amostrais como os cantos inferiores

direitos.

b) Use a Regra do Ponto Médio para dar uma estimativa da integral do item

(a).

6. ([1], secao 15.1) Uma piscina de 8 por 12 metros estd cheia de dgua. A
profundidade é medida em intervalos de 2 metros, comecando em um canto
da piscina, e os valores foram registrados na tabela. Estime o volume de

agua na piscina.

0 2 1 6 8 [ 10 [ 12
0 1 [ 15| 2 | 24 [ 28 | 3 3
2 1T |15 | 2 | 28| 3 | 36 | 3
1 1 | 18 | 27 | 3 | 36 | 4 | 32
6 1 | 15 | 2 |23 27| 3 |25
8 1 1 1 L | 15 | 2 2

7. ([1], secdo 15.1) A figura mostra o mapa de

R =0,4] x [0,4].

a) Use a Regra do Ponto Médio com m = n

[ f (. y)dA.
R

b) Estime o valor médio de f.

¥y

contorno de f no quadrado

= 2 para estimar o valor de

4
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8. ([1], sec@o 15.1) Calcule a integral dupla, identificando-a antes com o volume

de um sélido.

b




10.

11.

12.

13.

14.

a) //3dA, R={(v,y) eR*: —2< <2 1<y<6}.
b) [[(4—-2y)dA, R=1[0,1]x [0,1].
I

¢ ([1], se¢ao 15.1) A integral [[\/9—y?>dA, em que R = [0,4] x [0, 2],
R

representa o volume de um sélido. Esboce o sélido.

([1], secao 15.1) Se f é uma fungao constante, f(z,y) =k, e R = [a, b] X [c, d],
mostre que [[ kdA = k(b—a)(d — c).
R

([1],2 sge(;éo 15.2) Determine f05 flx,y)dx e fol f(z,y)dy, sendo f(z,y) =
122297,

4 ([1], segao 15.2) Calcule a integral iterada.

3 1 4 1
a) //(1+4xy)dxdy b) // (z° + y?) dydx
' O7r/2 /2 22 711
c) */ / sen x cos y dydx d) // (22 + y)® dody
0
e) // ( )dydx f) // " dady
0Jo
2 pm
g) //(u—v)5dudv h) // rsen? § dfdr
0 Jo 0 Jo

¢ ([2], segdo 3.1) Seja R o retangulo 1 < x < 2, 0 < y < 1. Calcule
[ f(x,y) dzdy, sendo f(x,y) igual a
R

a) v+ 2y b) z—y
c) Vzt+y d) 1
°) 1 f) xxc—oi_s?(Jazy)
lg)) yyexy (=) h) zsen(my)
y L j) wy?

(z +y)? m) !

1+ 224+ 2xy +y?

¢ ([1], segao 15.2) Calcule a integral dupla.

a) //6932y3 NdA, R={(z,y) eR*:0<2<3, 0<y<1}.

Ty
b) //x2—|—1dA’ R={(z,y) eR*:0<x <1, -3<y<3}
R



15.

16.

17.

c) //xsen(x+y) dA, R=10,7/6] x[0,7/3].

d) // zye”vdA, R=1[0,1] x [0,2].

([2], secao 3.1) Sejam f(x) e g(x) duas fungdes continuas, respectivamente,

nos intervalos [a, b] e [c, d]. Prove que

[ s [ ) )

onde R éoretanguloa <z <bec<y<d.

([2], secao 3.1) Usando o Exercicio 15, calcule

a) // xy? drdy, onde R é o retangulo 1 <z <2, 2 <y < 3.

b) //xcos(?y) dxdy, onde R é o retangulo 0 <z <1, —— <y <

™
—_— —_— 4 M

NS

c) //mln(y) dxdy, onde R é o retangulo 0 <z <2, 1 <y < 2.

d) // :cheg”Q_y2 dxdy, onde R é o retangulo —1 <x <1, 0 <y <3.

NS
DN | —

, 0<y

IN

e) // sen’ 2 dxdy, onde R é o retangulo 0 < x <

l\DI 3
o
IA
<
IA
—

f) // rysens dxdy, onde R é o retangulo 0 < x

([2], secao 3.1) 4 Calcule o volume do conjunto dado.

a) {(
b) {(z,y,2
) {(z,4.2) ER}0<x<1,0<y<1,0<z<aye” ¥}
d) * {(z,9,2) eR}|0<2<1,0<y<1, 22+ <z<2}
)
)

ER|0<2<1,0<y<1,0<z<z+2y}
ERN0<r<2 1<y<2 0<2< Joy}

L, Y,%

)
)

e) {(r,y,2) eR3|1<2<2,0<y<l,z+y<z<z+y+2}
f) {(z,y,2) eR30<2<1,0<y<1 1<z<e"}



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

([1], secao 15.2) Esboce o sélido cujo volume é dado pela integral iterada

11
/ / (4 — x — 2y) dzdy.
0 Jo

([1], secao 15.2) Determine o volume do sélido que se encontra abaixo do
plano 3z + 2y + z = 12 e acima do retangulo R = {(z,y) € R?| 0 < z <

([1], segao 15.2) Determine o volume do sélido que esta abaixo do paraboloide
eliptico 2%/4 + y*/9 + 2 = 1 e acima do retangulo R = [—1,1] x [-2,2].

¢ ([1], sec@o 15.2) Encontre o volume do sélido no primeiro octante limitado
pelo cilindro z = 16 — 22 e pelo plano y = 5.

([1], secao 15.2) Determine o valor médio de f(z,y) = e¥y/x + e¥ sobre o
retangulo
R =10,4] x [0,1].

([1], secao 15.3) Calcule as integrais iteradas.

1 pz? 1 px
2 [ [ o+ 2)dys b) [ [ (+20)dyda
0J0 0 Jz2
w/2 pcosf L po
c)/ / e drdf c) // V1 —v?dudv
0 0 0J0

¢ ([5], segao 17.1) Esboce a regiao de integracao para a integral iterada.

1 35
a) // f(z,y) dydx b) // f(z,y) dxdy
—1J—Vi=g? 0Jvy
27 ln(y)
c) // f(z,y) dxdy
seny

([3], segao 12.1) Esboce a regiao de integragao e calcule a integral.

3 2 T T
a) / / (4 — %) dydx b) / / xseny dydx
0o 0 Jo
3 r0 In8 plny
c) / / (z%y — 2xy) dydx d) / / ™Y dady
0J-2 1 Jo
27 pm 2 py?
e) / / (senz + cosy) dxdy f) / / dxdy
T 0 1Jy

% (Prova, 2014) Calcule folfxl 3y cos(xy?) dydx. Esboce a regido de inte-
gracao.

([5], secao 17.1) Expresse a integral dupla, sobre a regiao R indicada, como
uma integral iterada e ache seu valor.

8



a) //(y—i—Zx) dA; R regiao retangular de vértices (—1, —1), (2, —1), (2,4)
R
e (—1,4).

b) //(x —y)dA; R regido triangular de vértices (2,9), (2,1) e (—2,1).
R

c) // ry*dA; R regido triangular de vértices (0,0), (3,1) e (—2,1).
R

d) // e®/VdA; R regido limitada pelos graficos dey = 2z, y = —z ey = 4.
R

28. ([1], secao 15.3)([3], secao 12.1) Calcule a integral dupla.

a) //xSdeA, D={(z,y) eR}0<2<2 —o<y<uz}
D

b) //a:dA, D={(r,y) eR}0<z<m 0<y<senx}.
D

c) //x?’dA, D={(z,y) €eR*|1<x<e 0<y<In(z)}.
D

d) //yQnydA, D={(r,y) eR*0<y<4, 0<z<y}
D

e) // y>dA, D regido com vértices (0,2), (1,1) e (3,2).
D

f) / / (2 —y)dA, D limitada pelo circulo de centro na origem e raio 2.
D

x
g) / / —dA, D regiao no primeiro quadrante limitada pelas retas y = x,
Y
D

y=2r,x=1lex=2.
1
h) //—dA, Doquadrado 1 <z <2, 1<y<2.
Ty
D

i) / / (x —/y)dA, D regiao triangular cortado do primeiro quadrante do
D
plano xy pela reta x +y = 1.

29. (Prova, 2006) Calcule a drea limitada pelas curvas z = y?> — 1 e x = 2y% — 2.

30. 4 ([1], segao 15.3) (]3], segao 12.1) Determine o volume do sélido.



31.

32.

33.

34.

a) Abaixo do paraboloide z = z? + y* e acima da regiao delimitada por

y=1x%ecx=1>

b) Abaixo do paraboloide z = 3z% + 3 e acima da regiao delimitada por
y=zex=y>—y.

c) % Abaixo da superficie z = zy e acima do triangulo com vértices (1, 1),
(4,1) e (1,2).

e) Limitado pelo cilindro 3? + 22 = 4 e pelos planos z =2y, z = 0 e 2 = 0,
no primeiro octante.

f) Limitado pelo cilindro 2% + y* = 1 e pelos planos y = z, z = 0 e z = 0,
no primeiro octante.

g) Cuja base é a regiao no plano zy que é limitada pela parabola y = 4 — 22
e pela reta y = 3z, enquanto o topo do sélido ¢é limitado pelo plano
z=x+4.

h) No primeiro octante limitado pelos planos coordenados, pelo cilindro
22 4+ y* = 4 e pelo plano z +y = 3.

([1], segao 15.3) Esboce o sélido cujo volume é dado pela integral iterada

1 pl—zx
/ / (1 —x —y)dydx.
0Jo

¢ ([1], sec@o 15.3) Esboce a regiao de integracao e mude a ordem de inte-
gracao.

a) /04/0ﬁf(w,y) dydzx b) /03/\/\/2__: flz,y) dedy

1 pr/4
a [ [ rtedyis
0 Jarctgzx

(Prova, 2010) Considere a integral iterada dada por

L v gy
/ / — dydzx.
0Jx Yy

a) Desenhe a regiao de integracao no plano zy.

b) Calcule a integral acima.

¢ ([1], segao 15.3) (]3], secao 12.1) Calcule a integral trocando a ordem de
integracao.

402 2 2 ,
a dydx d / / 2y~ sen(xy) dydx.
N ) )t

c) // Senydydx
0 Jz Y

10



35.

36.

37.

38.

39.

([1], secao 15.3) No célculo de uma integral dupla sobre uma regiao D, obti-
vemos uma soma de integrais iteradas como a que segue:

J[rwmaa= [ 1 / Y ey dedy + / 3 / ey dedy.

Esboce a regiao D e expresse a integral dupla como uma integral iterada com
ordem de integragao contraria.

(Teste, 2013) Considere a integral

201
/ / ye* dxdy.
03

a) Faca um esbogo da regiao de integragao.

b) Calcule a integral sendo explicito se vai precisar mudar a ordem de inte-
gracgao.

% (Teste, 2013) Ao calcular por integragdo dupla o volume V do sélido
situado abaixo do paraboloide z = 22 + 3 e limitado inferiormente por uma
certa regiao D no plano zy, chegou-se a seguinte expressao:

1 py 2 r2—y
vz// (x2+y2)da:dy+// (22 + 1) dady.
0JO 1J0

a) Esboce a regiao D.
b) Expresse V numa tunica integral dupla iterada.

c) Efetue a integragao para calcular V.

(Prova, 2008) Considere a integral

1,1
/ / 23 seny® dydz.
0 Jx2

a) Desenhe a regiao de integragao.

b) Calcule o valor da integral.

(Teste, 2013) Considere a integral

L3
/ / e’ dxdy.
0 J3y

a) Esboce a regiao de integracao.

b) Calcule a integral usando a ordem de integragao apropriada.

11



40.

41.

42.

43.

44.

(Prova, 2010) Escreva a integral dupla

//xcosy dA,

R

onde R é limitada pelas retas y = 0, z = /4 e y = z, das duas formas
possiveis (mudando a ordem de integragao). Escolha uma dessas formas e
calcule o valor dessa integral.

(Prova, 2006,2007) Inverta a ordem de integragao, integrando primeiro em y
e depois em x para calcular a integral:

11
a) // Va3 + 1dxdy
0 Jvu

1
b) // sen 2° dxdy
0 vy

([1], se¢@o 15.3) Utilize simetria para calcular [[(2 — 3z + 4y) dA, onde D ¢é
D
a regiao limitada pelo quadrado com vértices (£5,0) e (0, £5).

([2], segao 3.1) Calcule [[ydxzdy, onde B é o conjunto dado.
B

a) B é o triangulo de vértices (0,0), (1,0) e (1,1).
b) B={(z,y) eR? —1<x<1,0<y<z+2}
c) B é o conjunto de todos (x,y) tais que x? + 4y* < 1.
d) B é o triangulo de vértices (0,0), (1,0) e (2,1).

e) B é a regiao compreendida entre os grificos de y = x e y = 2%, com
0<x <2

f) B é o paralelogramo de vértices (—1,0), (0,0), (1,1) e (0, 1).
g) B é o semicirculo 2% +y? < 4, y > 0.
h) B={(z,y) eR?|z >0, 2° —2z <y <0}

([2], sec@o 3.1) Calcule [[ f(z,y) dz dy sendo dados:
B

a) f(z,y)=xcosye B={(r,y) eR*|z>0, 2* <y <}

b) f(z,y) =xye B={(z,y) eR} 2> +y* <2, y<zex >0}
c) f(x,y) =z e B o triangulo de vértices (0,0), (1,1) e (2,0).
d) f(z,y) =xy/22+y>e Boretangulo0 <z <1, 0<y < 1.

e) f(z,y) = x4y e B o paralelogramo de vértices (0,0), (1,1), (3,1) e (2,0).

1
eB:{(a:,y)ERQ]QSySS,ngg—}.
Yy

12



g) f(r,y) =zycosz?’e B={(z,y) e R} 0<z <1, 22 <y <1}

h) f(z,y) = cos(2y)v4 —sen?z e B é o triangulo de vértices (0, 0), (O, E)

2
T
c (5, 5).
i) f(z,y) =z +y e B a regiao compreendida entre os gréficos das fungoes
y=xey=e", com0<x<1.
J) flzy) = y3e™’ ¢ Boretangulo 0 <z <1,1<y<2.
1) f(z,y) =a°cosy® e B={(z,y) € R?|y > 2% 2% +y> <2}
m) f(z,y) = 2% e B o conjunto de todos (x,y) taisque z < y < —x24+2x+2.
n) f(z,y) = z e B a regiao compreendida entre os graficos de y = cosz e

T
yzl—cosx,comogxgg.

o) f(z,y) =1 e B a regiao compreendida entre os graficos de y = senz e

T
yzl—cosx,com()gxgg.

p) f(z,y) =14y eB={(r,y) eR*| Vz<y<1}
q) f(z,y) = x e B é o conjunto de todos (z,y) tais que y > 22 e
r<y<ax+2.
o Y
I') f(x,y) - l’+y2
0<y<u

e B o conjunto de todos (x,y) tais que 1 <z <4 e

45. 4 ([2], segao 3.1) Inverta a ordem de integracao.

13



46.

a) Oli/oxﬂx,y)dy}dz
LTV

¢) | /fgf(w)dw]dy

o [ / f(aay)das}dy

g) / [/ﬂ:ﬁﬂx,ymy]dx

i) Olwﬂx,y)dy}dx
1) 01 [/Hlf(%y) dy]dx

V2z
/ f(z,y) dy} dx
Vi—a?

|
p) [ [ | ) dy} dr
|

o [1] [ s

en T

e

¢ (2], segao 3.1) Calcule o volume do conjunto dado.

a) P+ y*<lex+y+2<2<4

b) 2>0,y>0,x+y<le0<z<z*+9y%

c) 0<y<l—-a?e0<2<1—2%

d) »?+y*+3<2<4.

e) ¥’ +4y*<dexr+y<z<wz+y+1.
f) xZO,x§y§160§z§6y2.
g) v+’ <a’ey’+22<d’ a>0.

h) 22+ ¢y <2<1-2%

i)rz+y+2<1l,z2>0,y>0ez>0.

D rx<y<l,2>0,2>0e 22+ 2"+ %% < 222

1) 224+ y* <2 <2z
m) r<z<l-—y?ex>0.

n) de+2y>z>3x+y+1L,x>0ey>0.

0) 0<z<seny’er<y< m.



RESPOSTAS DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

. a) ~44.

. Note que se R for dividida em mn subretangulos, vale

DD Hal ) AA =k S AA= k(b - a)(d - o),
i=1 j=1 i=1 j=1

independente dos pontos amostrais (7}, y;;) escolhidos.
. f05 12223 dx = 50032 e fol 122212 dy = 322

. a) 10.

116
b) —.
) 3

c) 2.

410 _ 211
d ———.

£y 0

g)
h)

15



b) 1.

4(9v3 — 8v2+ 1)
©) 15 |

27
d) In (1_6> :
e) 1.
) cos(1) — cos(2).
g) COS(]_) — M

2
wn(l)
y = D

2
j) dfracl2.

3
) —.
)7r

m) 3arctan(3) — 4 arctan(2) — In(2) +

14. a) —.

15. Note que

/Cd [/abf(-%’)g(y)d:v] dy:/cd [/abf(:v)dx} 9(y) dy = (/abf(x)dx) /cdg(y) dy.

16. a) g
1
b) 5
c) 2(2In(2) —1).
d) 0.

m
e) @

p b

3

16



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

95
5
166
77
640
=

(4 + 6)5/2 o 65/2 . 55/2 + 1

15

9
a) %

3
b) 10

c) e—1.

17



ALY




c) 0.

(3.-2)

AN

d) 8In(8) — 16 +e.

¢nin8,in8)

@
E

.r-ln_v

Inln8

°]

e) 2.

(r,2%)

f£) 5.

y=x

(2.4)

(22)

-

Xay

y=2

ye1

/

26. 1 — cos(1).

19



4 2 75
27. a) / / (y + 2x) da; dy = 5
—1J-1

2 2045
b) / / x —ydy;dr = —48.
-1
1 3y ) — 1
c) / / xy” dr;dy = 5
0 —2y
4 ry/2
d) / / eV dx; dy = 8(e/? — 1.
0 J—y

256

DIk

b) 7.
3et+1

c) T

el6 — 17

28. a)

29. —.

30. a) —.

20



625

31. .

d) .
%" ___________________________________
%’ ¥y = arctan x
or x=tany
1 X
33. b) e—2.
In(9)
34. —.
a) 3
c) 2.
d) 4 —sen(4).

2 r3—x
35. / / f(z,y) dxdy.
0J3
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. 2 (2.1)
x=12y
0 5 x
2(e—1)
36. b
) 3
1 2—x
37. b) o +y? dy do
0 T
4
C) g
38. a) .

o (y) dy d o (y) do dy = —— 1
40./ xcos(y) dy 33:/ / xcos(y) de dy = — .
0 Y 4\/§

41. a)

42. 100.

43. a) -.
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44.

45.

f) %
g) %6-
16

h) ~5a1"

a) —1.

b L

c) 1.
2(2v/2 — 1)

d) I :

e) 4.

f) In(In(3)) — In(In(2)).
sen(1) — cos(1)

g) 5 :

h) g_ﬁ.

o 1+e?
i) T
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o [ reweos [ [ reva
o [ semafus [ semafas [ oo

f) //\/\/:f(w >d}dy

g) /1/ fz ]dy+/ {/_\/\/Zf(x,y)dw]dy
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e) 2.

WIN o =
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