Capitulo 1

Introducao

1.1 Processo de Aprendizagem

Todo processo de aprendizagem consiste em formular uma hipétese (Hy),
deduzir as conseqiiéncias desta hipdtese a partir de deduc¢ao, comparar estas
conseqiiéncias com dados obtidos (experimentacdo ou pesquisa), se houver
discrepancias, utilizar os dados para formular novas hipdteses num processo

de inducdo e assim por diante.

Exemplo 1.1.1. Uma professora de escola primdria perqgunta as criancas o
que acontecerd se ela misturar tinta quache das cores amarela e azul. Uma
das criancas disse que Hy: a mistura ficaria manchada. Quando a profes-
sora mistura as duas cores, obtém-se verde (dados), com isso as crian¢as

aprendem.

Exemplo 1.1.2. As criancas querem obter a cor laranja mas somente pos-

suem as cores azul, amarelo e vermelho.
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e Hi: misturando-se azul e amarelo obtém-se laranja.
e Experimento 1: misturam-se as tintas de cores azul e amarelo.
e Dados: Obtém-se a cor verde.
e H,: misturando-se azul e vermelho obtém-se laranja.
e Experimento 2: misturam-se as tintas de cores azul e vermelho.
e Dados: Obtém-se a cor roxa.
e Hj;: misturando-se vermelho e amarelo obtém-se laranja.
e Experimento 3: misturam-se as tintas de cores vermelho e amarelo.

e Dados: Obtém-se a cor laranja.

Exemplo 1.1.3. Um bidlogo decide verificar as conseqiiéncias de choques
térmicos em um dos vetores de doencas de Chagas conhecido por Panstrongy-

lus megistus.

e H;: os insetos teriam uma queda na sobrevivéncia quando submetidos

a choques de 35° Celsius.

e Experimento 1: O bidlogo toma 100 espécimes adultos e submete 50
deles a um choque de 35° Celsius (grupo tratamento) e mantém os
outros 50 insetos em temperatura ambiente (grupo controle). Os insetos

sao observados durante 30 dias.

e Dados: No final de 30 dias, morreram 15 insetos do grupo tratamento

e 13 insetos do grupo controle.
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e H,: os insetos teriam uma queda na sobrevivéncia quando submetidos

a choques de 40° Celsius.

e Experimento 2: O bidlogo toma 100 espécimes adultos e submete 50
deles a um choque de 40° Celsius (grupo tratamento) e mantém os
outros 50 insetos em temperatura ambiente (grupo controle). Os insetos

sao observados durante 30 dias.

e Dados: No final de 30 dias, morreram 22 insetos do grupo tratamento

e 15 insetos do grupo controle.

e Hj: os insetos teriam uma queda na sobrevivéncia quando submetidos

a choques de 45° Celsius.

e Experimento 3: O bidlogo toma 100 espécimes adultos e submete 50
deles a um choque de 45° Celsius (grupo tratamento) e mantém os
outros 50 insetos em temperatura ambiente (grupo controle). Os insetos

sao observados durante 30 dias.

e Dados: No final de 30 dias, morreram todos insetos do grupo trata-

mento e 11 insetos do grupo controle.

Exemplo 1.1.4. Um bidlogo decide verificar as conseqiiéncias de choques
térmicos em um dos vetores de doencas de Chagas conhecido por Panstrongy-

lus megistus.

e H;i: os insetos teriam uma queda na sobrevivéncia quando submetidos

a choques de 35°, 40° e 45° Celsius.
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e Experimento 1: O bidlogo toma 200 espécimes adultos e submete 50
deles a um choque de 35° Celsius (grupo tratamento 1), 50 deles a
um choque de 40° Celsius (grupo tratamento 2), 50 deles a um choque
de 45° Celsius (grupo tratamento 3) e mantém os outros 50 insetos
em temperatura ambiente (grupo controle). Os insetos sdo observados

durante 30 dias.

e Dados: No final de 30 dias, morreram 14 insetos do grupo tratamento
1, 17 insetos no grupo tratamento 2, 50 insetos no grupo tratamento 3

e 13 insetos do grupo controle.

Exemplo 1.1.5. A Data Folha quer determinar qual a popularidade do pres-
tdente Lula. Neste caso sao entrevistadas 2000 pessoas em diversas cidades

do Brasil.

1.2 Dificuldades atenuadas através da utilizacao
de métodos estatisticos

Ha diversas fontes de onfundimento quando trabalhamos com experimentacao

e coleta de dados.

Eventos aleatorios Existem fenomenos nos quais ha uma aleatoriedade
intrinseca. Antes de realizar o experimento nao é possivel dizer qual serd o
resultado obtido. O mais simples destes fenomenos é o lancamento de uma
moeda. Antes de realizar o experimento é impossivel (a menos que esta tenha

duas caras ou duas coroas) predizer qual serd o resultado obtido.
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Quando queremos determinar se uma moeda é ou nao honesta podemos
lanca-la 400 vezes. Serd que mesmo sendo a moeda nao viciada podemos

obter 180 caras e 220 coroas?

Erro experimental O erro experimental é a variagao produzida por fontes
conhecidas ou desconhecidas. Efeitos importantes podem ser mascarados
pelo erro experimental. Por outro lado, o erro experimental pode levar a
inducao de efeitos inexistentes.

Os efeitos do erro experimental podem ser grandemente minimizados
através da utilizacdo de amostragem adequada e técnicas de planejamento
de experimentos.

Suponha que deseja-se determinar o conteido de um pacote de café cole-
tado em um supermercado. Mesmo que pesemos o mesmo pacote 200 vezes
na mesma balanca, nao obteremos 200 resultados idénticos. Dependendo da

precisao da balanga é provavel obtermos 200 resultados distintos.

Confundimento entre relacao e causa Os dados representados na
Figura 2.3.1 consistem da populacao da cidade de Oldenburg ao final de
cada ano do periodo 1930-1936 versus o numero de cegonhas observadas
naquele ano. Embora, ninguém diria com base nesse grafico que as cegonhas
sao a causa do aumento da populagao, este tipo de erro é feito com muita
frequéncia em outros contextos. Considere outros exemplos, criancas com pés
maiores soletram melhor, bairros com maiores taxas de divorcio tem taxas

de mortalidade menores, paises que acrescentam fluor na dgua potavel tém
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Figura 1.2.1: Gréfico da populagao de Oldenburg no final de cada ano no

periodo de 1930-1936 versus o nimero de cegonhas avistadas durante o ano

maiores taxas de cancer. Embora, existam estudos que estabelecem todos
estas relagoes, nao podemos afirmar que exista causa e efeito. Nestes casos,
provavelmente existe um terceiro fator nao considerado na andlise. Criancgas
com pés maiores tem maior habilidade em soletrar porque sao mais velhas.
Idade também é um fator a ser considerado no exemplo seguinte, como casais
que sdo mais velhos sdo menos provaveis de se divorciarem e mais provaveis
de morrerem do que aqueles em bairros onde o perfil demografico é mais
jovem. Nacoes que adicionam fluor na dgua sao, em geral, mais ricas e mais
conscienciosas em termos de saude, e assim uma grande porcentagem de
sua populagao vive o suficiente para adquirir cancer, a qual é uma doenca

predominantemente de idosos.
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Complexidade dos efeitos estudados Suponha que uma nutricionista
deseja estimar o efeito de 5 dietas para perder peso. Existe uma dieta padrao
(controle) e as outras 4 dietas consistem em combinar 2 niveis de proteina
e 2 niveis de carboidratos. Além disso, ela deseja estudar o efeito da dieta
em homens e mulheres. Note que nesse caso, existem os efeitos de diversos
fatores, proteinas, carboidratos, sexo e dieta/controle. Além disso, existe a
interacao entre os fatores. Por exemplo, as dietas fazem efeitos difertentes
para homens e mulheres. Este tipo de problema pode ser “facilmente” con-

tornado utilizando-se um bom planejamento de experimentos.

1.3 Objetivo da Inferéncia

Amostragem Inferéncia
—

estado verdadeiro Dados - estado inferido

Exemplo 1.3.1. Pesquisas de opinido

A fim de descobrir quanto é impopular a CPMF inicialmente concebida a
fim de arrecadar recursos para a saide, a DataFolha entrevistou 2000 pessoas
e descobriu que 1740 destas pessoas sao contrarias a volta do imposto. Isto
nos diz que, nesta amostra, 87% das pessoas sao contrarias ao imposto. O
que isto diz a respeito da populacdo do Brasil? Serd que a proporcao de pes-
soas contrarias & CPMF é préxima de 87%? Se sim, qual a margem de erro
desta estimativa? Serd que ha evidéncia significativa que o valor verdadeiro

é maior que 85%?
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Exemplo 1.3.2. Pesquisas de opiniao.

A fim de verificar a popularidade do governo Lula apés um ano de madato,
a Datafolha realizou uma pesquisa entre os dias 8 a 12 e no dia 15 de dezem-
bro em 396 cidades brasileiras. Foram entrevistados 12.180 brasileiros,e a
margem de erro maxima para o levantamento é de dois pontos percentuais,
para mais ou para menos. O desempenho do presidente Luiz Indcio Lula da
Silva é aprovado por 42%, considerado regular por 41% e ruim ou péssimo

por 15%.
Exemplo 1.3.3. Confiabilidade

Uma industria produtora de fornos de microondas gostaria de saber quanto
tempo deve-se dar de garantia a seus produtos de modo que somente 1% de
seus produtos devam ser reparados no prazo de garantia. Através de testes
acelerados, pode-se obter os tempos de vida de 50 fornos de microondas e

com base nestes dados estimar o prazo de garantia.

Exemplo 1.3.4. Controle de qualidade

Uma industria é fornecedora de rolamentos para indtstria automobilistica,
os limites de especificacdo para rolamentos sao 15mm e 18mm, pecas fora da
especificacdo sao refugadas. Devemos entdo com base em uma amostra de-
scobrir um intervalo de valores plausiveis para os rolamentos de modo que
possamos saber se ”grande” parte dos rolamentos produzidos estejam dentro
dos limites de especificacdo. Se descobrimos que este intervalo é de (15.8;

17.2) podemos ficar tranquilos, mas se este intervalo for (12.0; 20.0) devemos
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nos preocupar em diminuir a variabilidade do processo.

Exemplo 1.3.5. Melhoramento industrial

Uma industria de sucos concentrados esta desenvolvendo um novo pro-
cedimento para retirar a dgua do suco de laranja de modo que o suco re-
constutuido seja mais agraddvel ao paladar. O sabor do suco varia em uma
escala de 1 a 10. Pelo procedimento atual este indice é uma variavel aleatoria
normalmente distribuida com média 7 e desvio padrao 1. Como descobrir se

o0 novo método é realmente melhor?

Exemplo 1.3.6. Calibragao

A resisténcia a tracao é uma caracteristica internacionalmente utilizada
para classificar a qualidade de ferros fundidos cinzentos, entretanto além
do seu alto custo, pode ser impossivel de ser determinada em alguns casos.
Outro método de se determinar a resisténcia de ferros fundidos é a resisténcia

a compressao entre cunhas. Como relacionar as duas medidas?

1.3.1 Populacao e amostra:

O objetivo de uma investigagio cientifica é descobrir (entender, estudar) al-
guma caracteristica de certa populagao. Como, em geral, é impossivel ou im-
praticavel examinar toda a populacao, examinamos parte e com base nestes
dados fazer inferéncias a respeito de toda populacao. Temos que distinguir

entre populagao alvo e populagao amostrada.
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Populacao alvo: E aquela em que estamos interessados em estudar. No

Exemplo 1.3.2, a populacao alvo sao todos os eleitores do Brasil.

Populacio amostrada: E aquela da qual retiramos a nossa amostra.
No Exemplo 1.3.2, a populacao amostrada sao adultos que moram nas 396

cidades selecionadas.

Se a populagao amostrada nao é a mesma que a populacao alvo, as con-
clusGes (inferéncias) obtidas através da amostra s6 sdo validas para a pop-

ulagao amostrada.

Pergunta: Como selecionar uma amostra?

e O tamanho da amostra é fixado através do nivel de precisdao desejado.

e Os requisitos de uma amostra é que seja finita, representativa da pop-

ulacgao, aleatdria e nao sistematica.

No Exemplo 1.3.1, o DataFolha decidiu amostrar 2000 pessoas e a partir
de suas respostas inferir qual a proporcao de pessoas contrarias a CPMF.

Para simplificar e quantificar este exemplo defina:

X 1, se o i-ésimo entrevistado é contrario a CPMF
i =
0, se o i-ésimo entrevistado é a favor a CPMF

Apoés retirar a amostra temos disponiveis 2000 respostas 0 ou 1. Se p =

proporcao de votos contrarios a CPMF, como utilizar os 2000 dados para
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estimar p?
Note que X1, Xs, ..., X9p0o sao variaveis aleatorias, nao podemos predi-
zer seus valores antes de observar a amostra. Portanto X, X, ..., Xog0 sdo

variaveis aleatérias e tém uma distribuiCcao conjunta.

Obs.:
Antes de retirar a amostra: Xq, Xy, ..., Xogoo s80 variaveis aleatorias;
Depois de retirar a amostra: xi,Zs,...,Too Sao valores observados, real-

izacoes das v.a’s.

Qual a distribuiCcao conjunta de X1, X», ..., X,,? Suponha que n = 2.

1, se a primeira pessoa entrevistada é contraria a CPMF

0, caso contr rio

1, se a segunda pessoa entrevistada é contraria a CPMF
0, caso contr rio

Neste caso, para i = 1, 2,

P(X;=x)=p"(1-p)' *,2=0 ou 1.

Isto é, X e X5 sao identicamente distribuidas.

Caso 1: Supondo que a amostra ¢ feita com reposicao:

P(X,=2z,Xy=y)=P(X, =2)P(Xe=y).
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Isto é, X; e X, sao independentes.
Caso 2: Supondo que a amostra é feita sem reposi¢ao:

Isto é, X; e X5 nao sao independentes.

Caso 2 é mais dificil de ser estudado. Vamos nos concentrar no Caso 1.

Definigao 1.1. (1)X1, Xo, ..., X, formam uma amostra aleatdria de tamanho
n de uma varidvel aleatoria discreta X se, e somente se, a fun¢do de proba-

bilidade conjunta de X1, Xs,..., X, €

n

Px1nn (@15, ) = [ [ x ().

i=1
Isto é, X1, Xs, ..., X, sdo independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.).
(2)X1,Xo, ..., X, formam uma amostra aleatéria de tamanho n de uma

varidavel aleatoria continua X se, e somente se, a fun¢do de densidade con-

gunta de X1, Xo,..., X, €

le,...,Xn(l‘h cen ,xn) = H fX(%)
i=1

Isto é, X1, Xy, ..., X, sdo independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.).

Exemplo: Suponha que estamos interessados em estudar o tempo de

vida X de certo componente eletronico. Sabe-se que nao ha envelhecimento
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neste componente, portanto ha razoes para se supor que X é exponencial-

mente distribuida com média 1/6 . Isto é,
fx(z) =0e %% x> 0.

A fim de determinar o valor de 6, 10 destes componentes foram seleciona-
dos ao acaso e seus tempos de vida anotados. Seja X; = tempo de vida
do i-ésimo componente eletronico, ¢ = 1,...,10. Portanto, X;,..., X, for-
mam uma amostra aleatéria de tamanho 10 da distribui¢ao exponencial com

parametro 6 .

Ache a densidade da amostra. Qual a probabilidade que todos os compo-
nentes vivam mais de 10 horas? Se todos os componentes viveram mais de

10 horas, vocé acharia razodvel supor que 6 = 1/57?

1.4 Somas de Variaveis Aleatorias

Vamos agora tornar um pouco mais precisos alguns conceitos que utilizavamos
intuitivamente a respeito de frequéncia relativa: “a medida que o nimero de
repeticoes de um experimento cresce, a frequéncia relativa f4 de um evento A
converge para a probabilidade teérica P(A)”. Por exemplo, se uma nova pega
for ser produzida e nao tivermos conhecimento a priori sobre quao provavel
a pega ser defeituosa (p = probabilidade de ser defeituosa é desconhecida),
podemos proceder a inspe¢ao de um grande nimero destas pegas. Seja n =
nimero de pecas inspecionadas, Xi,..., X,, os indicadores das pecas serem

ou ndo defeituosas, isto é, Xy,..., X, iid. b(1,p) e .., X; = nimero de
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pecas defeituosas.

Portanto,

"X
p = P(peca defeituosa) ~ E;l
n

Entretanto, Y . | X; é varidvel aleatéria, com Y ., X; ~ b(n,p). Dai,

Z?:l XZ

n — p (em algum sentido)

quando n — oo.

1.4.1 Lei dos Grandes Numeros

Lei Fraca dos Grandes Niimeros (Bernoulli). Seja E um experimento
e A um evento associado a E. Considere-se n repeticoes idénticas e indepen-
dentes de E, seja N o numero de vezes em que A ocorre nas n repeticoes .
Seja p = P(A) (a qual supde-se seja a mesma para todas as repeti¢oes). Dali,

N ~b(n,p) e 1)
pil—=Dp

—0
ne?

P(IN/n—ple) <

quando n — oo , para todo € > 0.

O resultado acima é muito facil de ser provado utilizando-se a Desigual-
dade de Chebychev (Exercicio.) Entretanto, pode-se facilmente verificar-se
que este resultado nao é restrito a variaveis aleatorias binomiais.

Lei Fraca dos Grandes Numeros: Seja X, X,,... uma sequéncia de
varidveis aleatdrias i.i.d.. Sejam p = F(X;) e 0? = Var(X;), defina

Xn — E?:l XZ
n
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entao,

E(X,) =u, Var(X,)=o0c?/n,

e também

— 0'2
P(X,—pu > <——=0
(%= sl >0 <2

quando n — oo, para todo € > 0.

Exemplo: Um grande nimero de valvulas eletronicas sao testadas. Seja,
T; o tempo de vida da i-ésima valvula. suponha também que nao ha envel-

hecimento das pegas e T; ~ exp(«a). Portanto,
E(T;) =1/a, Var(T;) =1/a”

Se definimos

temos pela Lei Fraca dos Grandes Nimeros
P(|T, —1/a|>¢) =0

quando n — oo para todo € > 0.

Ou seja, se o tamanho da amostra n é muito grande, serd “muito provavel”
que o valor obtido para a média amostral esteja préximo de 1/«. Exercicio:

Quao provavel?
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1.4.2 Teorema Central do Limite

Nao somente é importante saber que a média amostral “se aproxima” da
média populacional, mas muito mais importante é sabermos quantificar a
probabilidade de estarmos errando quando utilizamos a média amostral como
uma estimativa para a média populacional. Para isto é necessario verificar-se
a velociade de convergéncia. Isto é, intuitivamente temos que

Z?:l XZ

n

—u—0
em probabilidade. O que acontece se fizermos:

N

n

este limite existe? Converge a uma constante? Converge a uma v.a.? Este é

o teor do Teorema Central do Limite (TCL).

Teorema 1.4.1. Seja X, X, ... uma sequéncia de v.a.’s i.i.d. (i.e., uma
amostra aleatdria) com E(X;) = u e Var(X;) = 02. Defina S, = X1 +---+
X,, entao

E(S,) =nu, Var(S,) = no’

Sn,—E(S,) Sn,—nu
Zn = =
Var(Sy,) Vno
em distribuicdo. Isto €, se G,(z) = P(Z, < z) entdo

— N(0,1)

1 2
liman=<I>z:/ — e T /2.
lim Gu(5)=0()= [

Exemplo: Seja X, Xy, ... uma sequéncia de v.a.’s de Bernoulli indepen-

dentes, (P(X; = 1) = p). Entdo S,, = nimero de sucessos em n ensaios de
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Bernoulli independentes e

Sp ~ b(n, p).

Pelo Teorema Central do Limite (TCL),
_Sn TP N0, 1),
np(1l —p)

Suponha que somos produtores de arruelas, cerca de 5% das quais sao de-
feituosas. Se num lote, 100 arruelas sao inspecionadas, qual a probabilidade
que pelo menos 4 sejam defeituosas?

S100 = numero de arruelas defeituosas encontradas numa amostra de tamanho

100, temos
S100 ~ (100, 0.05)

P(Si0 <4) = 24: (100> (0.05)%(0.95)'00-*

I
~

S100 — 100 x 0.05 < 4 —100 x 0.05 )
\/100><005><095_\/100><005><095

7
100 < 5 179
—0.459) = 0.3228.

(
:p(

= P(Zygp < —0.459>

Q

E se encontrarmos 8 defeituosos, ainda acreditamos que p = 0.057

P(Si100>8) = 1—P(Si0<7)
B 1_P(5100—100X0.05 < 7 — 100 x 0.05 )
/100 x 0.05 x 0.95 — /100 x 0.05 x 0.95

2
= — < _—
=7 <Zm° = 2.179)
~ 0.166.
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Note que,

_ Sn — E(Sn) _ Sn = Tk _ n(Sn/n — p) _ VI (Xn — 1)
Var(S,,) Vno Vvno o '

n

1.4.3 V.a.s t de Student, x> e F de Snedecor

Definicao 1.2. Se T é uma v.a. continua com densidade

fr(t) = T(n/2)

dizemos que T tem uma distribuicdo t de Student com n graus de liberdade.

1+—
n

I((n+1)/2) [ tT‘("“)/Q’teR

Not.: T ~ t(n).
Temos E(T) =0,sen >1e Var(T) =n/(n—2),se n > 2.

Obs.: I'(t) = [;° 2" e "dx.

Defini¢ao 1.3. Se Y é uma v.a. continua, positiva (P(Y > 0) = 1) com

densidade

_ L e g

W) =ty Y

dizemos que Y tem distribuicdo qui-quadrado com n graus de liberdade.

Not.: Y ~ x?(n).

Temos que E(Y) = n, e Var(Y) = 2n, fungao geradora de momentos

my(t) = (1 —2t)~™?2 para t < 1/2.
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Definicao 1.4. Se Z é uma v.a. continua, positiva (P(Z > 0) = 1) com
densidade

I'((m+n)/2) (m/n)m/ZZ(m—Z)/z

L'(m/2)I'(n/2) (14 (mz/n))m+tm)/2’ z>0

fz(2) =

dizemos que Z tem distribuicao F' de Snedecor com m graus de liberdade no

numerador e com n graus de liberdade no denominador.

Not.: Z ~ F(m,n).

Temos que F(Z) = n/(n — 2), para n > 2 e Var(Z) = (2n*(m +n —
2))/(m(n — 2)%(n — 4)), para n > 4.

Todas as distribuicoes acima estao tabeladas.

Teorema 1.1. Seja X1,..., X, uma amostra aleatoria de uma distribuicdo

n 2
U= Z (Xia— M)
=1

N(u,0?), entdo

tem distribuicdao x?(n).

Prova: Sejam as v.a.’s i.i.d.

Xi—
o

Z; =

~ N(0,1)
e temos U =Y, Z2. A qual tem func¢io geradora de momentos,

my(t) = EleV] = E [e!Z 7]

- E [Hz —1n tzﬂ - ﬁE[etZiz]
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= e dz, t<1/2

- -

Assim, U ~ x?(n) pois
my (t) = (1 — 2t)™/2.
Teorema 1.2. Se 71, Z,,... sdo v.a.’s i.i.d. N(0,1). Temos
(i) Z, ~ N(0,1/n);
(i5) Zn, € > i (Zi — Zy)* sdo v.a.’s independentes;
(iii) 3751 (Zi — Z)? ~ x*(n — 1)
Prova: Ver Teorema 6, pagina 241 e Teorema 8, pagina 243 do livro

Mood, Graybill and Boes.

Suponha que temos X7, ..., X;, uma amostra aleatoria de uma distribuicao

N(u,0?). Entao

~ N(0,1)

e por (i)
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Portanto,

Por (ii) temos que

X —pu " (X - X)?
DY

sdo independentes e por (iii)

Coroléario 1.4.2. Seja

i=1
a variancia amostral entao

(n—1)52

5 ~x*(n—1).

g

Teorema 1.3. Se Z ~ N(0,1) e U ~ x*(n) sdo v.a.’s independentes, entdo

VA
~ t(n).
VU/n
Aplicagdo: Seja Xi,..., X, uma amostra aleatéria N(u,o?), sabemos

que _

X—p

~ N(0,1

R~ N0

e

ZLQX)QNX2(H_1)

o
i=1

sao v.a.’s independentes e portanto,

o _ -y
V-, 2= V1= 1) 3 (X - X)?
= X_“Nt(n—n.

S/v/n
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Entao, se n = 30, pela tabela temos que

P(T > 1.699) = 0.05

e
—
P < 1.699) = 0.90
(1577 < 1:699)
ie.,
P()‘(—1699i< <‘+1699i)—090
. n_u_ . \/ﬁ = 0.90.

Teorema 1.4. Se X ~ x%?(m) e Y ~ x*(n) sdo v.a.’s independentes entio

X/m
F = —~
Y/n (m,n)
Aplicagao: Seja X1, ..., X, uma amostra aleatéria N (u1,0?) e Yy,..., Y,

uma amostra aleatdéria N (uo, 0%) independentes. Se definimos

NG S Y v
R L P S
=1 =1

entao temos

(m — 1)S§( ~ XQ(m _ 1)

sao independentes e



Capitulo 2

Estatisticas

Quando queremos estudar um fenomeno aleatdrio, devemos tirar uma amostra
aleatoria Xi,..., X, da varidvel de interesse. Como estas caracteristicas
numéricas sao aleatorias, o melhor que podemos fazer para descrevée-las, é
descrever sua lei de probabilidade, se as v.a.’s sdo discretas isto é feito através
de sua funcao de probabilidade. Se as v.a.’s sao continuas precisamos descr-
ever a densidade de probabilidade. Primeiramente precisamos determinar a
forma da distribuicao. Isto é feito, através de consideracoes tedricas sobre o
experimento em questao, por exemplo, se a distribuicao é continua, discreta,
simétrica ou nao, etc. Se isto nao for possivel é necessario utilizar inferéncia
ndo paramétrica. Se podemos determinar a forma da distribuigao, em geral,
faltam alguns parametros numéricos que precisam ser determinados com base
na amostra. Por exemplo, se estamos estudando tempo de vida de lampadas
fluorescentes, podemos argumentar que o tempo de vida de lampadas é uma
v.a. continua, positiva e como nao ha envelhecimento pode ser considerada

exponencial. Assim se tiramos uma a.a. Xi,...,X, de uma distribuicao

23
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exp(f), falta ainda determinar #, como isso ndo é possivel de ser feito ex-
atamente, utilizaremos a a.a. da “melhor forma possivel” para estimar o

parametro 6.

Definicao 2.1. Qualquer funcdo dos elementos de uma amostra aleatéria, a

qual nao depende de parametros desconhecidos, é chamada de estatistica.

Se X1, Xs,..., X, é uma amostra aleatéria de uma distribui¢ao com den-

sidade (ou funcdo de probabilidade) f(z, ), entao
X3 _ B n n ) n
X1+ X, 5 X = Xy x5
4 i=1 i=1 i=1

52 = Z(Xz - X)Z; Z IOg(XZ), ma‘X(Xla s aXn)’ min(Xla tee Xn)
1 =1

1=
sdo estatisticas. Por outro lado, Se temos Xi, ..., X, i.i.d. N(u,0?) temos

que

_ X—u i
Xy —M;X—M,TaZ(Xi - )’
i=1

ndo sdo estatisticas., pois dependem de parametros desconhecidos y e o.

Obs.: Estatisticas sao v.a.’s e portanto tém distribuicao de probabilidade.

Por exemplo, se temos X1, ..., X,, i.i.d. N(u,0?) entao
o1&
X=- Zl X;

é uma estatistica e a sau distribuicdo é dada por:
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Note que
X —p
T=—+——~tn-1
YN (n—1)
mas nao ¢ estatistica.
2.0.4 Momentos amostrais
Denote por
e = E(XF)
0 k-ésimo momento da v.a. X.
Definicao 2.2. Se X4,...,X, € a.a. com a mesma distribuicio de X, o

k-ésimo momento amostral é:

My = %XR:XZ.’“
1=1

para k=1,2,....

Note que para cada k fixo M é uma v.a. e é estatistica.

Notagdo: my é o k-ésimo momento amostral observado (isto é, apds reti-

rarmos a amostra,).

Obs.: Alguns momentos amostrais tém especial importancia:

>
i=1

MlZX:

S|
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é a média amostral e

é a variancia amostral.

Teorema 2.1.

CAPITULO 2. ESTATISTICAS

n
n—1

S? =

[M; — M.

Notacao: S = \/(52) = desvio padrao amostral.

Distribuicao dos momentos amostrais

Teorema 2.2. Sejam X1,..., X, uma amostra aleatoria de uma populacao

X. Temos,

Prova:

E[My]

Var[Mk]

1
= —Var[Xk] =
n

E[Mk] :/,Lk,kzl,Q,...

1
Var [Mk] =

E[M% - Mi]-

1 & 1 —
= Bl 2 X =03 B
= %;Mkzuk

1 o 1 <
= Var[ﬁ ZXZk] =3 ZVar[Xik]
=1 =1

C[BIX] - B[]
1

= E[“"”“ — Hg)-



Corolario 2.0.1.
2

EX]=p  VarlX]= %

Corolario 2.0.2.

E[S?] = ¢”.
Prova:

BS"] = ——[E[M] - B[X”]
= = (T )
=m0
- - 1o - %2]
= ool 24

Teorema 2.3. Se X1,..., X, sio i.i.d. N(u,o?).
(a) X ~ N(u,0%/n), i.e.,

X—u
T N(0,1).

(b)

(d)
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2.0.5 Estatisticas de ordem

Definicao 2.3. Dada uma amostra aleatoria X1, ..., X, com funcdo de dis-

tribuicao comum F'. Coloque a amostra em ordem crescente

Xy <X <0 < X

temos
Xay =min(Xy,..., X,),
Xy = max(Xy, ..., X,),
X(iy = i-€sima estaistica de ordem.
Note que X(1), X(2), ..., X(n) 520 v.a.’s, mas nao sao independentes. Pois,

por exemplo,

P[Xu) <ylXm <yl=1.

Definicao 2.4. Dada uma amostra aleatoria X1, ..., X, a mediana amostral
¢ dada por:
M, = X(nTH),SG n € impar
]. 7
§[X(%) + X(nQﬁ)], sen € par.

Teorema 2.4.

Fx(, () = P(X@m) <t) = [F()]"
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Prova:
Fx(n)(t) = PXu <t)=P(X; <t,..., X, <)
indep = P(X; <t)...P(X, <1
= [F@®)]"
FX(I)(t) = P(X(l) <t)=1- P(X(l) > t)
= 1-PX;>t....,X, >1)
indep = 1-P(X;>1t)...P(X,>1)
= 1-[1-F@)
Se as v.a.’s Xq,..., X, sao continuas e tém densidade f temos

Fxi () = n[F(O]" £ (1)
Fxe(t) =n[l = F@)]"£(2).

2.1 Distribuicoes assintdéticas

Um resultado assintético é o Teorema Central do Limite. Podemos dizer que
se X1,...,X, é uma a.a. com E(X;) = p, e Var(X;) = 0. Entéo

M — N(0,1).

Exercicio: Utilizando o MINITAB, verifique o Teorema Central do Lim-

ite.
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Pergunta: Existe distribui¢ao assintética da mediana?

Resposta: Sim!
1

T o)

onde po 5 é a mediana populacional (F(pg5) = 0.5), f é a densidade das v.a.’s

X;.

My ~ N(Po.5;

2.2 Estimacao Pontual

O problema de estimacao paramétrica pode ser definida como:

Assuma que alguma caracteristica dos elementos de uma populagdo pode
ser representada por uma v.a. X cuja densidade (ou funcdo de probabili-
dade) é f(-,0) onde a forma da densidade é assumida ser conhecida exceto
pelo fato que ela contém um parametro desconhecido . Nesta situacao de-
cidimos tomar uma amostra de tamanho n de X (Xi,...,X, iid. com
densidade f) e com base nos valores observados 1, . .., z, deseja-se um bom

“chute” do valor § ou uma fungao 7(0).

Exemplo 1: E razodvel se supor que o numero de clientes que vao ao
Banespa no horério das 12 as 14hs é uma v.a. Poisson com média (descon-
hecida) A. A fim de dimensionar o nimero de pessoas (caixas) que devem
trabalhar nesse horario, observamos o movimento do banco durante 10 dias

e com base nessas observagoes desejamos estimar A.
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Exemplo 2: Na producao de esponjas Scotch-Brite, a fim de fazer o
controle de qualidade, a cada 3 horas, 100 esponjas sao selecionadas e o
nimero de defeituosos sao verificadas para se controlar o valor do parametro

p = proporc¢ao de defeituosos. Sabe-se que
X; ~ b(100, p).

A estimacao do parametro 6 pode ser feita de dois modos:

(i) Estimagao Pontual: Tomamos o valor de alguma estatistica ¢(X7, ..., X,)
para representar, ou estimar, 7(6), tal estimativa é chamada estimador pon-

tual,;

(ii) Estimagao por intevalo: Definimos duas estatisticas t1(X1,...,,)

e to(X1,...,X,) onde
(X1, eogn) <to(Xy,...,Xp)

de modo que [t1(X1,...,n),t2(X1, ..., X,)] constitui um intervalo aleatério
para o qual é possivel se calcular a probabilidade que este intervalo 7(0).

Este intervalo é chamado de intervalo de confianca.

Exemplo: Se queremos estudar o erro médio cometido por uma balanca,
utilizamos um objeto qualquer e fazermos n medicoes deste objeto X1, ..., X,.
E razodvel se supor que X; ~ N(u,02) e 0 = (u,02) é o pardmetro descon-

hecido, 7(8) = u e

3
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¢ um estimador pontual para y e

2 2
[X_Q,/S_;m,/s_]
n n

é um intervalo de confianca para pu.

Problemas:
(i) Como encontrar um “bom” estimador?

(ii) Como selecionar o “melhor” estimador?

2.2.1 Métodos para se encontrar estimadores

Assuma que X7, ..., X, é amostra aleatéria de uma distribuicao f(-, ) (den-
sidade ou fun¢ao de probabilidade) e 8 = (61, ..., 60;) é um vetor de niimeros
reais (podemos ter £ = 1). Seja © o espaco paramétrico, isto é, o conjunto

de valores possiveis que # pode assumir.

Objetivo: Queremos encontrar estatisticas 71, ...,7T}; que “aproximem”

01,...,0k

Definicao 2.5. Qualquer estatistica cujos valores sdo usados para estimar

7(0) € dita ser um estimador de 7(0).

Exemplo: Sejam X,...,X, iid. N(u,0?). Temos como parametro
0 = (u,0?), o espaco paramétrico © = {(u,0?);u € R,0% > 0}. Como esti-

madores podemos utilizar, X para estimar p e S? para estimar o2.
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2.2.2 Método dos momentos

33

Este método é o mais antigo, proposto por Karl Pearson em 1894. Este é um

método simples com resultados “razoaveis”.

Seja X uma v.a. com distribui¢do f(-, 61, ...,0). Definimos
Hr = E[Xr]
o r-ésimo momento de X. Em geral, p, é funcao de 61, ..., 0. Seja X, ...

uma amostra aleatéria de f(-,6) e denote

1 n
M ==-N"Xxr
=1
o r-ésimo momento amostral. Sabemos que
E[Mr] = U,
dai é intuitivo se utilizar

M, = ,ur(éla .- .,Qk)

obtendo-se um sitema de k equagdes a k incognitas e temos que a solugao

(61, ...,0;) é o estimador de momentos de (64, ..., 6%).

Exemplo 1: Seja Xi,..., X, uma a.a. de uma distribuicio N(u,c?).

Neste caso,
H1 = Ky U2:M2—M%-
Dai,
My=p, M,=6+p
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e
=M =X
€ —
6=vM,—X = 2(Xi = X)”
n
Exemplo 2: Seja Xi,...,X, uma a.a. Poisson(\). Queremos estimar

A pelo método de momentos. Como temos somente um parametro, temos
somente uma equacao

~

MlzX:/\

Exemplo 3: Seja X1,..., X, uma a.a. exp(f). Lembre-se que u; = 1/6.
Queremos estimar 6 pelo método de momentos. Como temos somente um

parametro, temos somente uma equacao

e consequentemente
A 1
=—.
X
Exemplo 4: Sejam Xq,..., X, ii.d. Ula,b], o pardmetro de interesse é
(01,65) = (a,b). Neste caso,
_a+b _a’+ab+ b
M1 = 92 ) H2 = 3 .
Dai,
. a+b a2 + ab + b
My = = 5 My=—F—F.
Exemplo 5: Sejam Xi,..., X, ii.d. U]0,6], o pardmetro de interesse é

f. Neste caso,
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H=2X.

Entretanto, se obtemos uma amostra de tamanho 3 com os valores z; = 6,
o = 50 e z3 = 4, obteremos # = 40. Este valor nao é adimissivel pois

sabemos que € > X; para todo i.

2.2.3 Método de maxima verossimilhana

O método de maxima verossimilhanca para gerar estimadores de um parametro

desconhecido foi introduzido por Sir R.A. Fisher.

Este método produz muito “bons” estimadores. Veremos mais tarde as

boas propriedades dos estimadores de maxima verossimilhanca.

Considere o seguinte problema: temos duas moedas, uma é honesta e a
outra é viciada (tem probabilidade de cara igual a 0.70). O problema é que
misturamos as duas moedas e nao sabemos diferencia-las. Para decidir isto,

tomamos uma das moedas e jogamos n vezes. Seja:

X = numero de caras nas n repeticoes;
Dai, X ~ b(n, p), isto é:
n

P(X =k)= PP —p)" " = f(k,n)
p

Aqui, p=10.5 ou p = 0.7, isto é, © = {.5;.7}. Se n = 3, temos
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Valores Possiveis k 0 1 2 3
f(k;0.5) 0.125 |1 0.375 | 0.375 | 0.125
£(k;0.7) 0.027 | 0.189 | 0.441 | 0.343

Note que se tiramos 3 caras em 3 lancamentos da moeda nao acredita-

mos muito que p = 0.5, é mais “acreditavel” (verossimil) que p = 0.7.Por

outro lado, se tirmos 0 caras em 3 langcamentos é mais verossimil que p = 0.5.

Neste caso,

e Se tiramos 0 ou 1 cara dizemos que p = 0.5;

e Se tiramos 2 ou 3 caras dizemos que p = 0.7

Isto é,

< f(0,

< f(1

> f(2,
(

5)=>p=0.5
5)=>p=0.5
5)=p=0.7

)=p=0.7

Ou seja, escolhemos p que faz com que f(k,p) seja maximo:

p = argmax f(k,p)

Da mesma forma, se n = 10 e © = [0, 1] temos

flk,p)=P(X =k) =

10

p

p*(l—p

)10—Ic
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Queremos p = arg max,ce f(k, p), para tanto derivamos f(k, p), igualamos

a derivada a zero e achamos o ponto critico:

d 10 10

o f(kp) = kP (1 =) - pF(n — k)1 —p)0
p p »
10
= pk—l(l _ p)lO—k—l[k(l N p) . (n . k‘)p]
p
10
= pk)—l(l _ p)IO—k—l[k _ np]
p

Igualando a zero e resolvendo a equagao temos como raizes os pontos 0,
lek/n. Se0 <k < n temos que 0 e 1 sdo pontos de minimo. Em todos
os casos, p = k/n é ponto de méximo. Portanto, o estimador de méxima

verossimilhanca é:

.k
p=—
n

Definicao 2.2.1. A fungao de verossimilhancga de n varidveis aleatorias
Xi,..., X, € definida ser:

(1) a fungdo de probabilidade conjunta das n varidveis aleatdrias, se X1, ..., X,
sao conjuntamente discretas. Se X1,..., X, formam uma amostra aleatoria
de uma varidvel aleatdria discreta X com fun¢do de probabilidade f(-,60) de-
pendendo de um parametro desconhecido 0 entdo se x1, . ..,x, sao os valores

observados, a funcao de verossimilhanca da amostra é:

L(O;x1,...,2,) = f(21,0) ... f(zy,0)

(2) a densidade conjunta das n varidveis aleatdrias, se Xi,..., X, sdo con-

juntamente continuas. Se Xi,...,X, formam uma amostra aleatoria de
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uma varidvel aleatdria continua X com densidade f(-,0) dependendo de um
parametro desconhecido 0 entdo se x1,...,xT, sdo 0s valores observados, a

funcao de verossimilhanca da amostra é:
L(e;xla--- axn) = f(xlag) - f(xn,H)

Definicao 2.2.2. Seja L(0) = L(0;x1,...,z,) a funcao de verossimilhanca
para as v.a.’s X1,...,X,. Sef [:é(xl, ..oy Ty) € uma funcdo da observagies/
é o walor de 0 no espago paramétrico © que mazimiza L(0), entdo 6 =
arg maxgeco L(#) € o estimativa de maxima verossimilhanga de § ¢ © =

A

0(X1,...,X,) € o estimador de méxima verossimilhanca de 6.

Antes de olhar alguns exemplo, vamos relembrar um teorema de calculo
que é muito 1til em encontrar méximos de fungdes. Geralmente, como L()
é um produto de funcoes de probabilidade ou densidades, é sempre positiva.
Assim, I(f) = log(L(f)) sempre pode ser definida e o valor de # que maximiza

L(#) também maximiza [(6).

Exemplo 1: Suponha que retiramos uma amostra aleatéria de tamanho n

de uma distribuicao de Bernoulli

f(z,p) =p"(1 —p)' "I1p13(2),0<p<1

Os valores amostrais z1, . . . , T, serao uma sequéncia de 0’s e 1’s e a funcao

de verossimilhanca é:

n

L(p) = pri(l — )" " Loy (m;) = p=T(1 — p)" =

=1
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Podemos definir,

Up) =) ailog(p) + (n— ) _ ;) log(l - p)

A~

Como [ é uma fungao continua de p, se existir um valor (p) tal que

d d?
= 0,<1(p) < 0

entao este valor maximiza a funcao [:

il T n= )T

p =
dp ®) p 1—p
Assim,

p 1-p
Temos,

RPILL
n

Como,

p? ~  p 1-p
para todos os valores de p temos que p corresponde a um ponto de maximo.

d? i - i
_ o >2m _n—)x <0

Portanto, o estimador de maxima verossimilhanca de 6 é:

) X;
>

n

Exemplo 2: Suponha que retiramos uma amostra aleatéria de tamanho n
de uma distribuicdo normal com média p e variancia 1. Se Xi,..., X, é a

amostra aleatdria, a funcao de verossimilhanga da amostra é:

- =1 2
L) = [ fum =[] e @
E E 2T
= (27{)7”/267 E(xifli)z/Z
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cujo logaritmo é:

2
e
d
gl = Y@= =) wi—np
d2
Assim,

é a estimativa de maxima verossimilhanca de 6 e o estimador de méaxima

verossimilhancga é:
ZXZ' - X
n

=

Se a funcao de verossimilhanc¢a contém k parametros, isto é, se:

n

L(Or, 00 = [[ S (@65, 60)

i=1
entdo os estimadores de maxima verossimilhanca sdo as estatisticas
01( X1, ..., Xn), -, 06(X1,..., X,) onde 6y, ...,60; sdo os valores em © que

maximizam L(6, ..., 0).

Se certas condigoes de regularidade sao satisfeitas, o ponto onde a funcao

de verossimilhanca é maxima é a solucao das k equacoes:

0 0
—L(6y,... =0,...,—L(6y,... =
891 (017 7916) 07 ) aek (017 70]6) 0
ou equivalentemente,
O 100 =0, 20,8 =0

06,
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Exemplo 3: Uma amostra aleatéria de tamanho n da distribui¢ao normal

de média p e desvio padrao o tem densidade:

-1
o357 (@i—n)?

I
f(xla-- -al'mNaUQ) = H
Pl V2o
and
—n 1
L{n,0%) = (2m0”) ™ exp{5 5 3 (a: — 1)’}

seu logaritmo sendo:

1
I(p,0%) = —5 log(27r) -3 loga + — = Z(m —p)?

onde © = {(u,0?); —00 < pu < 00,0 > 0}. Portanto,

oy nl 1 9
WZ(M,U) T9 g2 T ot (zi — )
Dal,
1 . . DY
S (@) =02 (@i @)=0= ==
n 1 1 AN2 ~2 - (xi_j)2
g T @ AP =0=87 =)

Exemplo 4: Seja a variavel aleatoria tendo densidade uniforme dada por:

f(,0) = Ip_0.59405)(7)
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onde © = (—o00, 00). A fungdo de verossimilhanga para uma amostra aleatéria

de tamanho n é dada por:
L®) = []f(:.0)
i=1

— H Iig—0.5,6+0.5 (z:)
i=1

- I[w(n)—0.5;w(1)+0.5}(0)

onde x(;y = min{zy,...,,) e T(n) = max{x,...,z,) e temos a ltima igual-
dade pois

n

HI[9_0_5;9+0_5](.’L'Z') =1 & z;€ [0 —0.5; 0+ 05], for all 7 = 1,...,n
=1
<~ 0—0.5§$(1)69+0.52.’L‘(n)

= 9§$(1)+0.5692$(n)—0.5

Dai,
1, sexy —0.5<0<xp+0.5
L) = (n) 1)
0, caso contrario
Assim, qualquer estatistica com valor 0 satisfazendo Xmy — 0.5 < 6 <

X1y + 0.5 é estimador de maxima verossimilhanca de f. Por exemplo,

X(n) — 0.5, X(l) + 0.5 ou (X(l) + X(n))/Q, etc...

Exemplo 5: Seja X uma varidvel aleatéria com densidade uniforme no

intervalo [0, ], achar o EMV de 6.

£(2,0) = 5l (2)
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onde © = (0,00). A fun¢io de verossimilhanca para uma amostra aleatéria

de tamanho n é dada por:

onde z(,) = max{zy,...,,). Dai,

07", sexm <0
L(6) =
0, caso contrario

Assim, o valor de # que maximiza L(f) é § = T(n) € portanto o EMV de
0 é X(n)

~ A~

Teorema 2.2.3. Seja 0 = 0(X4,...,X,) o estimador de mdzima verossim-
ilhanca de 0. Se 7(0) = (11(0),...,7(0)), 1 <r < k, é uma transformacdo
no espago paramétrico ©,, entdo o estimador de mdxima verossimilhanca de

7(0) é 7(6) = (n(0),...,7.(9)).

Exemplo: Na densidade normal, seja = (u,0?). Suponha 7(0) = pu + z,0
onde z, é tal que ®(z,) = ¢, portanto 7(#) é o q-ésimo quartil. Portanto, o

estimador de méxima verossimilhanga de 7(6) é:

X+zq\/%Z(X — X
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Exercicios:

(1) Suponha que X é uma varidvel normal com média 10 e variancia o2 de-
sconhecida. Qual o EMV para o?, baseado em uma amostra aleatéria de n
observacoes de X?

(2) Suponha X ~ P()). Dada uma amostra aleatéria de tamanho n de X,
qual o EMV de A\?

(3) Se X ~ geom(p), qual o EMV de p baseado em uma amostra de tamanho
n?

(4) Se X ~ exp(A), qual o EMV de A baseado em uma amostra aleatéria de

n observagoes?

2.2.4 QOutros métodos

Ha varios outros métodos de se obter estimadores pontuais baseados em
propriedades que desejamos obter: minimos quadrados, método de Bayes,

método quiquadrado, etc...

2.3 Propriedades de estimadores pontuais

Ja vimos dois métodos de construgao de estimadores pontuais para parametros
desconhecidos. Em muitos casos os dois métodos obtém o mesmo estimador,
mas em muitos casos importantes nao. Também ha outros métodos ainda
nao estudados para a obtencao de estimadores. As questoes que nos vém a

mente agora sao: “Qual estimador devo utilizar?”, “Como selecionar o mel-
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hor estimador?”, “Quais as propriedades que um bom estimador deve ter?”.
Se pudessemos encontrar uma escala de “bondade” de estimadores, sempre
poderiamos escolher o melhor estimador para cada caso. Entretanto, nao ha
uma escala universal de “bondade”.

O estimador (I') de um parametro desconhecido () é uma estatistica e
como tal uma v.a. que tem uma lei de probabilidade, portanto é sujeita a
variabilidade, nao é razoavel de se esperar que a estimativa ¥ seja igual ao
valor verdadeiro do parametro v para todas as amostras retiradas. Se consid-
eramos dois estimadores " e [' para o mesmo parametro v, podemos derivar
as leis de probabilidade dos estimadores e compara-las de algum modo. Por
exemplo, se I' ~ U(y — 0.5;7 +0.5) e I ~ U(y — 0.01; v 4 0.01), certamente
prefeririamos [ como estimador de v. Que pena que em geral esta com-

paracao nao seja tao direta.

Intuitivamente, queremos um estimador que seja “proximo” do verdadeiro
valor do parametro. Hé varias maneiras de se definir “préximo”. O estimador
[ = f(Xl, ..., X,) é uma v.a. e portanto tem uma distribui¢do de probabil-
idade. A distribuicio de I' nos diz como os valores observados (estimativas)
4 estdo distribuidos e gostariamos de ter valores de I’ distribuidos préximos
de . Sabemos que a média e a variancia de uma distribui¢do sao medidas

de locacao e dispersao, dai o sentido de I' ser “proximo” de v poderia ser:

A

e E(I') “préxima” de 7;
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° Var(f’) “préoxima” de 0.

Uma propriedade desejavel para um estimador é que sua média seja o

valor verdadeiro do parametro.

Definicdo 2.3.1. Um estimador I' de um pardmetro ~v € nao viciado se

E[) =~.

Exemplo: Se Xi,..., X, forma uma amostra aleatéria de uma distribui¢ao
tal que E(X;) = u entdo sabemos que E(X) = p. Portanto, X é um es-
timador nao viciado de u se X; ~ N(u,0?), de p se X; ~ b(1,p), de X se
X; ~ Poisson(\).

A propriedade de ser nao viciado, embora desejavel para um estimador,
nao deve ser o unico critério utilizado para se comparar estimadores, também
devemos ter estimadores mais “concentrados” em torno do verdadeiro valor

do parametro. Para isto eles dever ter variancia pequena.

Definicdo 2.3.2. Se I’ e T sdo dois estimadores nao viciados de v, dizemos

que ' é mais eficiente que [ se
Var(T) < Var(T).

Exemplo: Suponha que Xi,..., X, é uma amostra aleatéria de uma dis-
tribuicdo Poisson()\). Portanto, A = X e A = (X, + X,)/2 sdo ambos
estimadores nao viciados de A, entretanto,

~ A A
Var(A) = ﬁ’ Var(A) = 5



2.3. PROPRIEDADES DE ESTIMADORES PONTUAIS 47

Assim, se n > 2, A é mais eficiente que A.

2.3.1 Erro Quadratico Médio

Nem sempre um estimador viciado nao é bom, as vezes o que perdemos por
ter um viés pequeno pode ser compensado pela concentracao em torno do

valor verdadeiro. De alguma forma temos que combinar os dois fatores:

A

e E(I') “préxima” de ~;

e Var(I") “préxima” de 0.

Isto pode ser obtido através de uma medida muito ttil de proximidade

chamada erro quadrdtico médio (EQM).

Definicdo 2.3.3. Seja I' = ['(X4,...,X,) um estimador de v baseado em

uma amostra aleatdria Xy, ..., X,. O erro quadratico médio (EQM) de

[ é:
EQM(T,~) = E,[(T'— 7).

Obs.: Para v.a.’s continuas com densidade f(-,7),

B [(f = )’ / /[ (@1, ) = DAF @) - f(n )

Se I' é ndo viciado, entdo EQM(T',v) = Var,(I'). Se I é viciado, entiio

EQM(f‘, 7v) pode ser pensado como uma medida de espalhamento de [ em
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torno de .

Se formos comparar estimadores baseados em seus EQM, naturalmente
iremos preferir aquele com menor EQM. Geralmente, EQM depende de vy
(parametro desconhecido) e nao temos um estimador com EQM uniforme-

mente menor. A situagaoabaixo é a mais comum:
e Se v € [a, b] dizemos que I'; é melhor que I'y;
e Se v & [a,b] dizemos que 'y é melhor que I'y.

Nao temos base para escolher um estimador em detrimento do outro.

Exemplo: Sejam X, X5, ..., X, i.i.d. exp(f) e tome

T = (Z X;)/n

TQ = i aiXi
1=1

onde Y " , a; = 1. Portanto, T} e Ty sdo estimadores de 7(8) = 1/8.
Calcule EQM(T1, 8) e EQM(Ts, 5), veja se preferimos 77 ou T, com base

neste critério.

Como T} e T, sao nao viciados temos que

EQM(T}, 8) = Var(%ZXi)
=1

1 n
=1
1 1
= EV&I‘(Xl) = n—ﬂQ
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EQM(Ty, 8) = Var() _a;X))
1=1
= ) a}Var(X;)
=1

1 n
§ 2
= @ a’i
=1

Dai, (EQM)(Ty, 8) < (EQM)(Ty, B) se (1/n) < > a?. Masmin " | a?

i=1 % - i=1 %
sujeito a Y., a; = 1 é quando a; = 1/n para todo 7 = 1,...,n. Portanto,

T; é sempre melhor que 75.

Exemplo: Sejam X;, X, ..., X, i.i.d. Poisson(A). Sejam 73 =1e T, = X

dois estimadores de A. Dai,
EQM(Ty,A) = Ex(1 - MN)? = (1 - ))?

EQM(T3, ) = Ex(X — A)? = Var(X) = \/n

Somente para exemplificar, vamos supor que n = 2. Pela Figura 2.3.1

podemos ver que
e Se \ € [1/2;2] temos T; preferivel a Ty;

e Se A\ ¢ [1/2;2] temos Ty preferivel a T;.

Mas, em A = 1, EQM(73,1) = 0 < EQM(T, 1) para qualquer estimador T

de A. assim, quando A = 1 o estimador 77 = 1 serd preferivel a qualquer
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— EQM(T1)
- EQM(T2)

T T T T T
0 1 2 3 4

lambda

Figura 2.3.1: Erro médio quadratico para os estimadores 7 e T5 em termos

de A\

estimador.

Assim vemos que nao existe um estimador T de v que possa ser o melhor
de todos considerando-se o critério de EQM.
Multiplicadores de Lagrange: Pode-se mostrar que o minimo da fungao
g(x) sujeito a h(x) = K é encontrado achando-se o minimo da fungao g(x) —
Ah(x). Nao vamos provar isto aqui, mas é possivel se provar que se y satisfaz
hy = K e minimiza g(x) — M\h(x) para algum )\, entdo para qualquer outro

x tal que h(x) = K,

9(x) = Ah(x) > g(y) — A(y),
ou, como h(x) = h(y),

9(x) > g(y)-
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Assim, y é o ponto de minimo. No caso que queremos minimizar Y a?
sujeito & > a; = 1, minimizamos a fungao f(a) = Y. a? — A a; = 1. A

derivada desta fungao com respeito a cada a; deve ser zero:

20,1'—A:0, jzl,...,n

Portanto, os valores de a; que minimizam f(a) sido todos iguais e como
eles devem somar 1 devem ser todos iguais a 1/n. Portanto, a média amostral

é o estimador linear ndo viciado mais eficiente (de minima variancia).

O problema de encontrar um estimador que tenha uniformemente o menor
EQM nao tem solucao. Ja vimos que o “pior” estimador possivel, tem um
EQM de zero para um valor particular do parametro. Isto ocorre porque esta-
mos procurando estimadores numa classe muito ampla. Algumas vezes pode-
se encontrar estimadores com minima variancia na classe dos estimadores nao
viciados (veja ENVUMV); mas exceto pelo fato de que nesta classe o prob-
lema de minimalidade de EQM tem solucao, a restricao a estimadores nao

viciados algumas vezes excluem estimadores que sao bons.

Exemplo: Ja vimos que se temos uma amostra aleatéria de uma dis-

tribuicdo N(u,0?), o estimador de mdxima verossimilhanca de o é 6% =

(1/m) 32(X; = X) e

E[6? = 02(1 — %)
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portanto, 62 tem um pequeno viés. Seu erro quadratico médio é:

EQM (6%;u,0%) = Var(6?) + (E(6?%) — 0?)?

20%(n — 1) o’
= T )

Um estimador nao viciado de o ¢ 5% = (1/(n—1)) Y (X;—X)? (a variancia

amostral) e seu EQM é:

EQM (8% pn,0%) = Var(5?)

= o
(n—1)2 n?
20* 2n—1 ,

= < o
n—1 n?

Portanto, neste caso, o estimador nao viciado tem um EQM maior que

um estimador “um pouco” viciado.

Apesar de sua dependéncia nos parametros desconhecidos o EQM é til
quando estamos estudando a “performance” dos estimadores para grandes
amostras. Neste caso, estamos procurando estimadores cujos EQM’s sejam

proximos a zero quando o tamanho cresce.

2.3.2 Consisténcia

Um estimador, em geral, depende do tamanho da amostra. Por exemplo, os
momentos amostras dependem de n e sao definidos para todos os tamanhos
amostrais, e.g., X, = (1/n) Y ., X;. Assim temos uma sequéncia de esti-

madores I, que dependem do tamanho da amostra. E intuitivo se desejar
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que quanto maior a amostra melhor seja 0 nosso estimador; assim um bom
estimador I',, tem EQM que decresce a 0 quanto mais elementos contiver a

amostra:

lim EQM(T,,,v) = lim E(T, —7)? = 0. (2.3.4)
n—oo

n—oo

Defini¢ao 2.3.5. Se condi¢io (2.3.4) ocorre dizemos que a sequéncia de

estimadores {I',} ¢ consistente em média quadratica.

Note que condigdo (2.3.4) é verdadeira se, e somente se, o viés do esti-

mador e a variancia do estimador tende a 0 quando n — oo.

Definicdo 2.3.6. Uma sequéncia de estimadores {I',} € dita ser consis-

tente se:

lim P(|T, — | > €) = 0, para todo € > 0 (2.3.7)

n—oo

Obs.: Condigao (2.3.4) implica em condigao (2.3.7). Isto é, um estimador

consistente em média quadratica é consistente.

. . _ n k o~ .
Exemplo: Os momentos amostrais M, = (1/n)>_ ; X sdo consis-
tentes em média quadratica dos correspondentes momentos populacionais i

pois satisfazem condicdo (2.3.4) :
1 n
E(Mnk) = E(ﬁ ZXf)
i=1
1 n
- Zl E(X]) =

portanto, o vicio é zero. Mais ainda,
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1 n
Var(M, ;) = Var(=) XF

1 n
= - > Var(XF)
=1
1
= ﬁVar(Xl) —0

quando n — 0. Em particular, X é um estimador consistente de u e 62
é estimador consistente de o. A variancia amostral també é um estimador

consistente de o2 (por que?).

2.3.3 Normalidade Assintotica

Novamente vamos considerar uma sequéncia de estiamdores I';, do parametro

desconhecido 7.

Definicao 2.3.8. Uma sequéncia de estimadores T, de v € difinida como
sendo a melhor sequéncia assint6ticamente normal (best asymptotically
normal, BAN) se, e somente se, as 3 condi¢des abaizo sio satisfeitas:
(i) Vn(Ly — ) = N(0,02(7)), quando n — co;
(ii) Para todo € > 0
Jim P, [|f, — | > d =0
para todo 7. (fn ¢ fracamente consistente).
(#i) Seja S, uma outra sequéncia de estimadores fracamente consistentes de

v tal que
V(Sn —7) = N(0,6%(7))
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quando n — 0o, Entdo o*(y) < 6%(vy), para todo .

A utilidade desta definicao se deriva parcialmente dos teoremas que garan-
tem a existéncia de estimadores BAN e do fato que estimadores razoaveis e

comuns sao assintoticamente normalmente distribuidos.

Exemplos:

(1) X, = £3" | X, é BAN para . De fato,

] Var(X,) o
P[|Xn—,u|>e)§$za——>0,quandon—>oo

€ ne2

Vn(X, — ) ~ N(0,0?),quando n — oo

e nenhum outro estimador com essas propriedades possui variancia assintotica

menor que o2. Mas hd muitos outros estimadores S,, que também sao BAN,

e.g.

1 n
Sn:n—i—l;Xi

também é BAN para p.



