Capitulo 4

Testes de Hipoteses

Uma hipdtese é uma afirmacao sobre o estado da natureza. Cientistas, engen-
heiros de controle de qualidade, pesquisadores de mercado, técnicos gover-
namentais, entre outros profissionais, frequentemente fazem hipdteses sobre
seus campos de interesse, hipdteses estas que necessitam serem verificadas
ou substanciadas. Para este fim, eles coletam dados e deixam os dados con-
firmarem ou rejeitarem esta hipdtese. Este processo é chamado de “teste de

hipéteses” e é uma das areas principais da inferéncia estatistica.

4.1 Um exemplo

Suponha que vocé trabalhe em uma empresa que necessita um parafuso
especial importado que satisfaca a certas exigéncia de resisténcia a tragao
(R). Suponha que um dado bem conhecido é que os parafusos americanos

tem resisténcia a tragdo R ~ N(145,144) e os parafusos japoneses tém
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R ~ N(155,400). Um lote de origem desconhecida serd leiloado. O edi-
tal afirma que, pouco antes do leilao serd divulgada a resisténcia média
de uma amostra de 25 pecas do lote. A fim de fazer um lance, vocé precisa
saber de que procedéncia é o lote. Que regra de decisdo deve-se usar para

decidir a procedéncia do lote?

Regra de decisdo: “Se R < 150 decido que a procedéncia é americana”

e “se R > 150 decido que a procedéncia é japonesa”.

Suponha que no dia do leilao fomos informados que 7 = 148. Portanto

dirifamos que o lote é americano.

Podemos estar enganados? E possivel que uma amostra de 25 parafusos

japoneses apresentem uma média de 148 Kgf? Sim!!!

Para melhor entendermos uma regra de decisao devemos estudar os tipos
de erros possiveis:
Erro Tipo I: Dizer que os parafusos sao americanos quando, na realidade,
Sao japoneses;
Erro Tipo II: Dizer que os parafusos sao japoneses quando, na realidade,

Sa0 americanos.

Para facilitar a linguagem, defina duas hipdteses:
Hy: os parafusos sdo japoneses, i.e., R ~ N(155,400);

H;i: os parafusos sdo americanos, i.e., R ~ N(145,144).
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Defina a regiao critica:
I'={y €0,00);y < 150}.
Portanto, podemos dizer que:
Plerro tipo I] = P[R € T'|H, verdadeira] = o

Plerro tipo 1] = P[R ¢ T'|H; verdadeira] = 3

Quando Hjy é verdadeira temos que R ~ N(155,400), o que implica
R ~ N(155,16);
Quando H; é verdadeira temos que R ~ N(145,144), o que implica R ~
N(155,144/25).

Dai,

Plerro tipo I] = P[R € T|R ~ N(155,16)]

= P[R < 150|R ~ N(155,16)]
R—155 150 —155 -
— P 1 < 1 | R ~ N(155,16)

= P[Z < —1.25] = 0.1056 = 10.56% = «

Plerro tipo II] = P[R ¢ T'|R ~ N(145,144/25)]
= P[R > 150|R ~ N(145,144/25)]

R—145 150 —145 -
= P 75 > 1275 | R ~ N(145,144/25)

= P[Z >2.08] =0.0187 =1.87% =




80 CAPITULO 4. TESTES DE HIPOTESES

Com a regra de decisdo adotada temos que Plerro tipo I| > Plerro tipo IIJ.
Ou seja, de certa forma estamos privilegiando a decisao de dizer que os para-

fusos sao americanos.

Note que mudando a regra de decisao mudamos os valores de « e (3.
Note que se a regra de decisdo: “Se R < r. decido que a procedéncia é
americana” e “se R > r, decido que a procedéncia é japonesa”.

Se r. < 150, aumentamos « e diminuimos [3;
Se r. > 150, diminuimos o e aumentamos /3.
Dai, por exemplo, podemos fazer com que o = § com r. = 148.75 e com isto,
a = 8 =5.94%. Isto é, escolhendo r, podemos achar o e 8. Por outro lado,
podemos fixar « e encontrar r., tal que Plerro tipo I] = a. Por exemplo, se

o = 0.05, fazemos

0.06 = P[erro tipo I
= P[R < r.|R ~ N(155,16)]
= P[Z < —1.64]
155

164 = ”_T = 7, = 148.4

Regra de decisdo: “Se R < 148.4 decido que a procedéncia é ameri-

cana” e “se R > 148.4 decido que a procedéncia é japonesa”. Dai,

Plerro tipo IT] = P[R > 148.4|R ~ N(145,5.76)]

= P[Z > 1.425] = 7.93%.
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4.2 Introducao

Uma hipétese estatistica é uma afirmacao sobre o modelo probabilistico que
rege o fendmeno que estamos interessados. Esta hipétese pode ser precisa
e especifica, afirmando que o estado da natureza é descrito completamente
através de um modelo de probabilidade; isto é uma hipétese simples. Ou
ela pode ser mais geral, afirmando que o estado da natureza tem certa pro-
priedade ou satisfaz certa condicao que é verdadeira para mais de um modelo

de probabilidade; isto é uma hipétese composta.

Exemplo: Suponha que estamos interessados em estudar o tempo de
vida de certos componentes eletronicos. Sabemos através de consideragoes
tedricas que o tempo de vidas desses componentes sao v.a.’s exponencial-
mente distribuidas com parametro . Se queremos testar a afirmagao que
@ = 0.001 entao temos uma hipétese simples pois com isso determinamos
completamente o modelo de probabilidade que rege o tempo de vida desses
componentes. Por outro lado, se queremos saber somente se a taxa de falha

f é menor que 0.001, temos uma hipétese composta.

Exemplo: No exemplo dos parafusos americanos e japoneses, tanto H:
os parafusos sdo japoneses, i.e., R ~ N(155,400), quanto H;: os parafusos

sdo americanos, i.e., R ~ N(145,144), sdo hip6teses simples.

“Testar” uma hipotese é retirar uma amostra aleatoria do fenomeno de
. ;. . 7. . ’ «
interesse e com base nesta amostra aleatoria decidir se a hipétese deve ser “re-

jeitada” ou “nao rejeitada”. Note que nunca podemos aceitar uma hipotese
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pois os dados nunca podem provar que uma hipotese esteja certa, o que pode-

mos dizer é que os dados nao carregam evidéncia para se rejeitar a hipétese.

Exemplo: Suponha que estamos interessados em verificar a eficacia de
um novo medicamento para hipertensao. Os dados nao podem provar que
o novo medicamento é melhor que o antigo, entretanto, a amostra pode nos

dar evidéncia a favor do novo medicamento.

Definicao: Um teste de hipdteses é uma regra que ou procedimento que,
com base nos dados amostrais, nos diz se devemos rejeitar ou nao rejeitar

uma hipétese estatistica.

A primeira etapa da construcao de um teste de hipdteses é a determinagao
da hipdtese a ser testada. Em geral, temos duas hipéteses Hy e Hy, isto é
assumimos que quando Hj for falsa H; sera verdadeira. Dizemos que Hj é a

hipotese nula e Hy é a hipdtese alternativa.

Exemplo: Quando testamos a eficicia de uma nova pasta de dentes na
prevencao de caries, poderiamos selecionar dois grupos de criangas, um dos

: : 13 79 :
quais usaria a pasta de dentes nova e o segundo grupo (“controle”) usaria
a pasta padrao. A hipotese nula seria Hy: nao ha diferenca entre as pastas
de dentes e a hipdtese alternativa seria Hi: ha diferenca entre as pastas de

dentes.

Exemplo: Uma expedicao arqueolégica encontrou 13 amostras de ceramica
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presumivelmente todos de um mesmo periodo. Sabe-se que naquela regiao
viviam somente duas populagoes A ou B, para as quais se conhece periodo
vivido. Deseja-se testar a hipotese se as ceramicas pertencem a populagao A

ou B. Assim temos,
Ho:p=pa Hy:p=ps

Aqui se assumimos que a idade dos fragmentos é uma v.a. com dis-

tribuicao normal com varancia conhecida ambas hipéteses sao simples.

Questao: Como selecionar Hy e H,?

Como nosso teste é baseado no resultado aleatério de um experimento,
podemos sempre tomar a decisao errada. Claro que existem testes bons e
testes ruins; mas mesmo com um teste bom podemos ter a rejeicao de H,
quando esta é verdadeira, ou a nao rejeicao de Hy quando esta é falsa. Estes
erros podem, entao, ser de dois tipos:

Erro tipo I: Rejeitar Hy quando Hj ¢é verdadeira;
Erro tipo II: Nao rejeitar Hy quando Hy é falsa.

Um teste é julgado em termos de suas probabilidades de cada tipo de erro.

Voltando a questao de como selecionar Hy e H;.
(a) Quando nosso objetivo é estabelecer uma asser¢ao com suporte substan-
tivo obtido da amostra, a negacao da assercao é Hy, a assercao é Hj.

(b) Escolhemos Hy de modo que o erro tipo I seja o mais grave.



84 CAPITULO 4. TESTES DE HIPOTESES

Exemplo: Estamos testando um novo remédio (NEW) a ser utilizado
no tratamento de AIDS. O medicamento ja estabelecido é o AZT e sua uti-
lizacao prolonga o tempo de vida do paciente, em média por 12 meses. O
laboratério que produz NEW diz que seu medicamente é melhor e um teste
foi feito com 12 pacientes. Dizemos que:

Hy: NEW nao é melhor que AZT, i.e., unpw < pazr;
Hy: NEW é melhor que AZT, i.e., ungw > fhazr-

Note que um erro mais grave é dizer que o NEW é melhor que AZT quando
na realidade ndo é (e todos os pacientes mudam para um medicamento menos
eficaz. O outro erro é dizer que NEW nao é melhor que AZT quando na re-
alidade ele é (e todos os pacientes continuam com um medicamento que é
comprovado). Veja que, s6 desejamos mudar para um medicamento novo

quando ha fortes evidéncias que este seja melhor.

Exemplo: Julgamento Um juri deve decidir com base em evidéncias
se 0 acusado é culpado ou inocente. A grande maxima da justica é que o réu

é considerado “inocente” a menos que haja evidéncia forte de culpa.

Julgamento: Precisamos forte evidéncia de culpa. Portanto, Hy: inocente

e Hy: culpado. Atitude: O acusado é “inocente” até que se prove o contrario.

Hipétese estatistica: Precisamos forte evidéncia para a conjectura. Por-
tanto, Hy: conjectura é falsa e Hi: conjectura é verdadeira. Atitude: Nao

rejeitamos Hy a menos que os dados amostrais tenham evidéncia suficiente.
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E preferivel ndo condenar um culpado (ndo rejeitar Hy quando Hy é ver-

dadeira) do que condenar um inocente (rejeitar Hy quando Hy é verdadeira).

Hipétese nula simples vs. hipétese alternativa simples

O problema mais simples de analizar é aquele em que ambas as hipoteses
nula e alternativa sao simples. Nestes casos, é uma questao de escolher entre
dois modelos probabilisticos - dois possiveis mmodelos para explicagao dos
dados. Se f(x) denota a fungdo densidade (ou funcio de probabilidade) da

amostra X, o problema pode ser expresso como testando:
Hy : f(x) = fo(x) versusH; : f(x) = f1(x)

onde fy e f1 sdo fungdes de densidade especificas (ndo dependem de nenhum
parametro).

Definicao:
Erro tipo I Rejeitamos Hy quando ela é verdadeira;

Erro tipo II. Nao rejeitamos Hy quando ela é falsa.

Os tamanhos dos erros sao definidos como:

a = “tamanho do erro tipo I” = Py, ( rejeitar Hp)

g = “tamanho do erro tipo II” = Py, ( ndo rejeitar Hy).

O erro tipo I pode ter probabilidade 0, escolhendo a regido critica vazia,

isto é, adotando a regra de nunca rejeitar Hy nao importando o que os dados
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podem dizer. Entretanto neste caso, § = 1. Vemos que, as probabilidades
de erro estao negativamente correlacionadas, se diminuimos « crescemos (3 e
vice-versa. J4 estudamos cuidadosamente este tipo de teste no exemplo dos

parafusos.

Em vista da perversidade inerente nas probabilidades de erro - que re-
duzindo um deles aumentamos o outro - nao é claro como se escolher um

teste. Um grande nimero de métodos podem, e sao, utilizados.

Um método muito utilizado é baseado no fato que escolhemos Hy de modo
a ter o erro tipo I como mais grave. Um nivel aceitavel « é prescrito e o teste
é escolhido a fim de minimizar 8 sem deixar a probabilidade de erro tipo I
ultrapassar o valor préestabelecido . Mesmo este método é subjetivo, pois
o investigador tem que escolher o nivel a. Ele tem que de alguma forma
determinar se, digamos 5%, é uma escolha razoavel para a probabilidade de

rejeitar Hy quando ela é verdadeira.

Deve-se notar que embora nao se pode minimizar ambos as probabili-
dades de erro quando o tamanho da amostra é fixado, isto pode ser feito

aumentando-se o tamanho da amostra.

Definicao: Uma hipdtese estatistica é uma afirmacao ou conjectura so-
bre o modelo probabilistico que rege o fendmeno que estamos interessados em
estudar. Isto é, hipdteses sobre a distribuicao das v.a.’s que compdem a nossa

amostra aleatoria. Se a hipdtese estatistica especifica completamente a dis-
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tribuicao, entao ela é chamada simples; caso contrario ela é dita ser composta.

Definicao: Um teste de hipdteses é uma regra de decisao.

Um teste é baseado em uma certa estatistica, T’ = ¢(X7, ..., X,,), chamada
estatistica do teste. O conjunto de valores de 1" que, de acordo com um dado
teste, fard com que rejeitemos a hipétese sendo testada é chamada regido

critica do teste. A regido critica define o teste e vice-versa.

Exemplo: No exemplo dos parafusos a estatistica do teste é R = (1/n) 37 | R;

e a regido critica I' = {y € [0, 00);y < 150}.

Exemplo: Seja Xi,..., X, uma amostra aleatoria de uma distribui¢ao
exp(6).
Hy : 0 = 0.001 é hipotese simples;
H, : 0 > 0.001 é hip6tese composta.

Um teste possivel é:

Rejeitar Hy  se X < 1100
I(X) = _
Nao rejeitar Hy se X < 1100
Definicao: Seja 0 um teste para a hipdtese estatistica Hy definido por:
Rejeitar Hy se, e somente se, (X1,...,X,) € I's; entdo I's é chamada regigo

critica do teste 6.
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Funcao Poder: Seja um teste § para testar Hy, hipdtese sobre um

parametro #. Definimos

B(0,8) = P(rejeitar Hy|f é o verdadeiro valor do parametro)
= Py(rejeitar Hy)

= I['Dg((Xl, .. ,Xn) S Fg)

A funcao poder, no contexto de testes de hipdteses, tem o mesmo papel
que o EQM no contexto de estimacao. Em geral, utilizamos o poder para

comparar entre os testes.

Exemplo: Seja Xi,..., X5 uma amostra aleatéria de uma distribuicao
exp(f). Queremos testar:

Hy: 0 =0.001 versus H; : 6 > 0.001 .

Um teste possivel é:

Rejeita Hy, se X < 1100
§(X) = _
Nao rejeita Hy se X < 1100

O poder do teste é:

B(0,8) = Py(rejeitar Hy)

= Py(X < 1100)
15
= Py(d_ Xi <15 x 1100)

=1

o que pode ser obtido de uma tabela gama (ver MINITAB).
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Figura 4.2.1: Funcao poder

0 200 300 400 200 600
B(0,5) | 0.000e+00 4.598e-11 8.581e-07 1.631e-04 3.549e-03
0 700 800 900 1000 1100
B(0,5) | 2.409e-02 8.283e-02 5.969e-01 7.061e-01 7.910e-01
0 1200 1300 1400 1500
B(0,5) | 8.540e-01 7.061e-01 3.225e-01 4.656e-01

Outra estatistica do teste que pode ser utilizada é X(;) o minimo da
amostra. (Fazer como exercicio).
Exemplo: Seja X7,..., Xo5 i.i.d. N(0,25). Queremos testar:

Hy:60 <17 versus H; : @ > 17. Um teste possivel é:

Rejeita Hy se X > 174 5/v/25

I(X) = _
Nio rejeita Hy seX < 174 5/v/25
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0 15 16 17 18 19 20 21
£(6,6) | 0.0013 0.0228 0.1587 0.5000 0.8413 0.9772 0.9987

Tabela 4.2.1: Funcao poder

Portanto,

B(6,8) = Py(X > 18)

_ P(X—0>18—0)
~5/V25 7 5/V25
= 1-®(18—9)

A funcao poder é 1til para nos informar quao bom é um teste em partic-
ular. Neste caso, se # é maior que 20 é quase certo que rejeitamos Hy. Se 0 é
menor que 16 é quase certo ndo rejeitarmos Hy. Mas se 17 < # < 18 (assim

H, é falsa) o teste 6 tem menos de 50% de chance de rejeitar Hy.

Definicao: Seja 6 um teste para a hipotese Hy : 0 € Oy, onde Oy C O,
isto é, ©y é um subconjunto do espago paramétrico. O tamanho do teste é

difinido como:

t(6) = sup 5(0,9)

#cOq

Muitas vezes t(d) é chamado o nivel de significincia do teste 6.

Exemplo: No exemplo anterior:

t(6) = sup B(6,9)

6<17

= sup(l— (18 —6))
g<17

= 1-3(18—17)

= 1-®(1)~.159
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Exemplo: Xi,..., X, iid. b(1,0), n = 10. Queremos testar Hy : 0 <
1/2 versus 6 > 1/2.

Vamos utilizar o teste: §(X) = 1 isto é, rejeito Hy, se, e somente se,

Zgl X; > 6. Temos: Hj : hip6tese composta; H; : hip6tese composta.
Regido critica: Ts = {(21,...,210); Yopoy 27 > 6,2; = 0 ou 1}.

Erro tipo I: Rejeitar Hy dado que H, é verdadeira;
Erro tipo II: Nao rejeitar Hy quando H, é falsa.

P(erro tipo I) = IF’(ZXZ- >6]60<1/2)
P(erro tipo II) = IF’(Z X, <6]60>1/2)

Funcao poder:

B(0,8) = Py(rejeitar Hy)

10

= Py()_X;>6)

= Py(Y =6) +...+Py(Y =10),Y ~ b(10, 0)
Neste caso, © = [0,1] e ©g = [0,1/2]. O tamanho do teste é:

t(6) = sup B(6,9)

0<1/2
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0 | 5(6,5)
0.1 { 0.000
0.2 | 0.006
0.3 | 0.047
04| 0.166
05| 0377
0.6 | 0.633
0.7 | 0.850
0.8 | 0.964
0.9 0.998

Dai, ¢(6) = .377.

Definicao: Apéds a coleta dos dados, o menor nivel de significincia para

o qual rejeitamos Hy é chamado o p-valor.

4.3 Relacao entre testes de hipdteses e inter-

valos de confianca

Podemos utilizar um intervalo de confianca para um parametro unidimen-
sional 6 para testar Hy : 8 = 6y versus H; : 0 # 6, e vice-versa.

Suponha que temos uma amostra aleatoria X, ..., X, de uma distribuicao
f(-,0) e queremos testar Hy : 6 = 6y versus H; : 6 # 6p. Se temos I1C,(X) =
o intervalo de confianca de nivel v para 6 podemos definir a seguinte regra

intuitiva: rejeitamos Hy se 6 ndo pertencer ao IC,. O tamanho do teste
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pode ser facilmente calculado. Sabemos que se IC,(X) é um IC de nivel v

entao:

Py(0 € 1C,(X)) =,

e consequentemente a probabilidade de rejeitar Hy quando H, é verdadeira
é:

1(8) = Pay (B & IC,(X)) = 1 — 7.

Assim, um intervalo com 95% de confianca nos dd um teste com tamanho

5%.

4.4 Exemplos utilizando a distribuicao nor-

mal

4.4.1 Testes a respeito da média

Seja X, ..., X, uma amostra aleatéria de uma distribuigao N(u,o?) e es-
tamos interessados em testar hipéteses sobre a média p. Ha uma grande
variedade de hipdteses que podem ser feitas a respeito da média. Vamos

comecar considerando as hipéteses unilaterais.
Caso 1:Hy : pu < pg versus Hy : pp > pg -

Temos dois casos a considerar: o conhecido e o desconhecido.
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(1) o conhecido. Neste caso o espago paramétrico é:
O ={pu| — oo < p < o0}

Uma estatistica que altamente correlacionada a hipétese a ser testada é
T(X) = X. Neste caso, se a estatistica do teste é grande temos evidéncias a

favor de H;. Um teste a ser considerado seria:

Rejeito Hy, se X > k*
i (X) =

Nao rejeito Hy, caso contrario
onde k* é escolhido de forma a que o teste tenha nivel de significancia «.

Neste caso, é facil ver que

P (X > k) = P (f/;g . l;/;g)

é uma funcao crescente de p e portanto atinge seu supremo em j quando

restrita a Hy e neste caso se equacionamos

¥ (ﬁ/_\/% > ka/_ﬁ) -«

temos que
k* = po+ 21-40//n

e o teste é:

5*(X) = Rejeito Hy, se X > g+ 21_40/\/n
Nao rejeito Hy, caso contrario
(2) o desconhecido. Neste caso também podemos encontrar uma es-
tatistica que se comporta diferentemente sob as duas hipdteses e basear nosso
teste nela. Tal estatistica (analogamente ao caso anterior) é:
X — o
S/v/n

T =
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e sabemos que 7T tende a ser maior para valores grandes de p > o do que

para valores u < pg. Um teste baseado em T poderia ser:

Rejeito Hy, se T >k
§(X) =

Nao rejeito Hy, caso contrario

onde k é tal que

a = sup P,[T > k]
uEHo

= ]Puo [T > k]

= 1-P, [T <Kk

onde sob a suposicao que H, é verdadeira u = pge I’ ~ t,_1 e k =

t1—a;n—1- E o teste seria:
5(X) = Rejeito Hy,  se X > pg +t1 am 15/v/n
Nao rejeito Hy, caso contrario

Exemplo 4.4.1. A Secretaria de Saide de Campinas deseja determinar se
a contagem média de bactérias por unidade de volume de dgua na lagoa do
Taquaral estd abaizo do limite de sequrancga de 200. Um pesquisador coletou
50 amostras de 10 locagoes da lagoa e encontrou os valores médios como
sendo: 175, 190, 215, 198, 184, 207, 210, 193, 196 e 180 bactérias por litro.
Vocé acha que com base nestes dados deve-se acreditar que o valor médio na

lagoa estd dentro dos limites de sequranc¢a?

Considere p como sendo a contagem média de bactérias por litro na Lagoa
do Taquaral. Sendo assim, dizer que estamos fora dos limites de suguranca

significa dizer p > 200. Considerando o problema de saide publica, o erro
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mais grave é dizer que a agua esta dentro dos limites quando na realidade

nao esta. Portanto, queremos testar:
Hy: > 200 VS. Hy < 200.

Como cada uma das 10 observagoes que temos é uma média de 50 amostras
de agua, é razodvel supor que a distribui¢cdo normal é apropriada. Sendo
assim, o teste de hipéteses com nivel de significAncia de 1% é dado por:
rejeitamos Hy quando

X —200
S/V10

Neste caso, T = 194,8, s = 13,14 e temos T'(x) = —1,25. Sendo assim,

< top0 = —2.821.

a hipétese nula nio é rejeitada a um nivel de 1%. A Secretaria de Satde
deveria se preocupar com a agua da Lagoa.

Caso 2: Hy : = po versus Hy : pu # .

(1) o é conhecido. Sabemos que

IC,Y(,U,):[X X+Zl 7)/2

Z4y) /2= \/~ \/—]

é um IC de nivel 7. Um teste possivel seria:

Rejeito Hy, se 1C
5(X) = J 0 po & 1C,

Nao rejeito Hy, caso contrario

Tal teste tem tamanho o =1 — 1.

(2) o é desconhecido. Sabemos que

- S

S
Xt by e

1C,(p) = [X - t(1+7)/2;n—1%

]
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é um IC de nivel 7. Um teste possivel seria:

5(X) Rejeito Hy, se po & 1C,
Nao rejeito Hy, caso contrario

Tal teste tem tamanho o =1 — .

Exemplo 4.4.2. Um ezxperimentador deseja saber se o peso médio de to-
mates organicos pode ser considerado como 20 gramas. FEle tira uma amostra
de 18 tomates e os pesa. Assumindo que o peso de tomates seja uma v.a.a

normalmente distribida, ele contrdi o IC de nivel 95% e obtém
z +2.11s/V18 = [17,1;29, 3]

. Sendo assim, se ele deseja testar Hy : u = 20 versus Hy : u # 20, ele nao

deve rejeitar a hipdtese nula a um nivel de significancia de 5%.

Exercicio: Ache testes para Hy : u < puo. O que vocé faria para
obter um teste para testar hipoteses da forma Hy : u; < p < puo versus

Hy:p < pyoup> pg?

4.4.2 Testes a respeito da variancia

Seja X1,..., X, uma amostra aleatéria de uma distribui¢do N(u, o?) e esta-
. . 7 - A . 2 7

mos interessados em testar hipdteses sobre a variancia o®. H4 uma grande

variedade de hipoteses que podem ser feitas a respeito da média. Vamos

comecar considerando as hipéteses unilaterais.
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Caso 1:H : 0% < o versus H, : 02 > of .
Temos dois casos a considerar: y conhecido e i desconhecido.

e a hipdtese alternativa é unilateral. Neste caso sabemos que a estatistica
T(X)=>",(X; — p)? nos d4 informacio sobre as hipéteses. Neste caso, se
T(X) é grande temos mais evidéncia a favor de H; e um teste a ser proposto
é:
5(X) = Rejeito Hy, se > v (Xi—p)* >k

Nao rejeito Hy, caso contrario
onde k é tal que

sup Poa[> (X — p)? > k] = P[> (Xi—p)* > k] = o,
=1 =1

og€Hy

isto é, k = 05 X5 _an-

(2) p desconhecido. Podemos utilizar a estatistica

V = Z?:1(Xi - X)2

2
)

a qual tende a ser grande para valores de 02 > o2 e pequena para valores de

0? < o3; assim um teste razoavel seria:

Rejeito Hy, se V >k
(X)) =

Nao rejeito Hy, caso contrario
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O tamanho do teste é:
10) = PalV > &
e sabemos que se 02 = g2, V ~ x2_; e temos

Rejeito Hy, seV >x7_ .
5(X) = ) 0 Z X1—asn—1

Nao rejeito Hy, caso contrario

Caso 2:H, : 0® = o} versus H; : 0% # o] .
Temos novamente dois casos a considerar: p conhecido e p desconhecido.

(2) Para p desconhecido, podemos usar o IC. J4 vimos que o IC de nivel

v =1— a para o2 é dado por:

1c. = ((n— 1)S? (n— 1)52) |

2 ' T2
Xi—a/2;n-1  Xa/2;n—1

Assim, um teste de tamanho « para Hy : 0% = of versus H; : 0% # o2 é

dado por:

Rejeito Hy, se 02 € IC,
§5(X) = ! ’ 0

Nao rejeito Hy, caso contrario

4.4.3 'Testes de varias médias

Muitas vezes estamos interessados em comparar duas ou mais médias. Por
exemplo, queremos verificar a eficacia de um novo medicamento na sobrevida
de pessoas com AIDS, comparando-o com o tradicionalmente usado AZT,
para isso retiramos amostras aleatérias das populacoes recebendo o novo

medicamento e o antigo e queremos comparar o tempo médio de sobrevida
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destas populagoes. Num outro problema estamos interessados em verificar a
eficacia de diferentes pesticidas A, B, C e D no combate a ferrugem do feijao,
para isto plantamos diversos exemplares de feijao e tratamos n; deles com
pesticida A, ny deles com pesticida B, ng deles com pesticida C e ny deles com
pesticida D e com base nesses dados queremos comparar a incidéncia média
de ferrugem em cada populacao. Deseja-se verificar se um novo material
utilizado para fabricacao de solas de sapatos é tao duravel quanto o antigo
material, para isso fabrica-se pares de sapatos onde cada pé é revestido de um
material e utiliza-se esses sapatos num grupo de 10 criancas. Este problema

é, em geral, referido como um problema de andlise de variancia de um fator.

Igualdade de 2 médias Por exemplo, desejamos comparar dois fornece-
dores de matéria prima para a fabricacdo de ceramicas refratarias, onde es-
tamos interessados na resisténcia média ao calor destas ceramicas. Em geral,
milhos hibridos produzem mais do que variedades puras de milho, a Embrapa
estd estudando uma nova combinagao de variedades de milho e gostaria de
saber se esta variedade hibrida produz mais do que a variedade mae. Para
isto plantamos alguns hectares com a nova variedade e alguns hectares com
a variedade mae e com base na producao média destas plantagoes desejamos

comparar os dois tipos de milho.

Para podermos estudar este problema temos que verificar claramente se

os dados vem de populacoes independentes ou se os dados foram pareados.

Dados pareados: Neste caso temos uma amostra aleatéria de uma dis-

tribui¢do normal bivariada. Seja (X1, Y)),..., (X,, Y,) v.asiid No((p1, po), X)
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onde:
> 0% po102
po10y O3
e queremos testar Hy : pi; = o versus Hy : p; # po. Neste caso, observe que
se transformamos os dados em D; = X; — Y, temos uma amostra aleatoria de
uma distribuicao N (1 — g, 07 + 05 + 2p0102) e sabemos testar Hy : py = po

versus H; : ji1 # po baseados nesta amostra considerando-se 02 + 03 +2p0109

como a variancia desconhecida.

Exemplo 4.4.3. Um pesquisador da drea médica deseja determinar se a
pilula anticoncepcional tem o efeito colateral de reduzir a pressao arterial de
suas usudrias. O estudo se conduz medindo a pressao arterial de 15 usudrias
de pilula com idades entre 25 e 27 anos. Apds o uso reqular do medicamento

por 6 meses, suas pressoes arteriais sao novamente medidas e registradas.

Individuo |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Antes (x) |70 80 72 76 76 76 72 78 82 64 74 92 74 68 84
Depois (y) | 68 72 62 70 58 66 68 52 64 72 74 60 74 72 74
d=(x-y)| 2 8 10 6 18 10 4 26 18 -8 0 32 0 -4 10

Assim, se X = pressdo antes de tomar o medicamento e Y = pressao pos

tomar o medicamento, temos a v.a. D = X — Y com suas estatisticas:

d=28,80 e sp=10,98.

Portanto se assumimos que tanto X como Y sao normalmente distribuidas
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temos

D — (1 — po)
Sp/V15

Para testarmos Hy : py = pg vs. Hy @ py > pe podemos usar como

~ N(0,1).

estatistica do teste: B
D

T=—"—

Sp/V15

a qual sob H, tem distribuicdo normal padrao. Sendo assim, nosso teste de

hipéteses é dado por:

. . D
5(X) = Rejeitar Hy  se 5oV 114,0.05
Nao rejeitar H caso contrario

Neste caso, t140.05 = 1.761 e

A
SD/\/E

Portanto, rejeitamos a hip6tese nula a um nivel de significancia de 5%.

t= = 3.10 > 1.761.

p-valor (Menor nivel de significancia tal que a hipdtese nula é rejeitada.
Neste caso, p-valor = P(T" > 3.10) = 0.0003317958. Sendo assim, temos
fortes evidéncias a favor da hipotese alternativa. Para nao rejeitar a hipétese
nula teriamos que ter um nivel de significincia menor que 0.00033.

Amostras independentes: Suponha que temos n; observagoes X, ..., X,,
de uma distribuigao N (u;,0?) e uma amostra independente de ny observagoes
Yi,...,Y,, de uma distribui¢do N(ug2,03) . Com base nestes dados queremos

testar: Hy : p1 = pg versus Hy @ g # po.

O espago paramétrico neste caso tem dimensao quatro. O subspaco O
é tridimensional. Para todos os testes que propusermos neste caso, a proba-

bilidade de erro tipo I dependera dos valores desconhecidos de o, e g5 € isso
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torna impossivel calcular exatamente o teste. Veremos depois que podemos
achar testes assint6ticos neste caso e assim resolver pelo menos parcilamente

este problema.

Entretanto, se supusermos que o; = 09, entao temos um problema bem
mais simples. Neste caso podemos utilizar o método do intervalo de con-

fianca. O IC de nivel v neste caso foi encontrado utilizando-se como pivo:

T = Vng/(ni +n2) (X =Y — i1 — po)
VX X2+ - Y2/ (m +ny —2)

a qual tem uma distribuicao ¢, 4n,—2 € assim o IC de nivel v =1 — « é dado

por IC = [T1; T3] onde:

Tl B &2) (X a Y - ta/Q;n1+n2—2\/Z(Xi - X)Q * Z(Y; - Y2)>

(nl + ng (n1 —+ ng — 2)

T2 &2) (X — }7 + ta/2;n1+n22\/Z(Xi - X)Z * Z(Y; — YQ))

(n1 =+ no (’I’L1 —+ No — 2)

e o teste de tamanho « é:

5(X) = Rejeito Hy, se 0 g IC

Nao rejeito Hy, caso contrario

Exemplo 4.4.4. Um teste de alimentacgdo foi realizado com 25 vacas a fim
de se comparar dois tipos de racdo na producao de leite. Das 25 vacas, foram
selecionadas aleatoriamente 12 vacas para receber a racdo A e as 13 restantes
receberam a racdo B. As vacas receberam a alimentacdo durante 8 semanas

(21 dias) e foi registrado a produg¢io média obtida por cada vaca (em litros).
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Produgédo de leite (em litros)
Racio A | 35, 47, 55, 29, 40, 39, 32, 41, 42, 57, 51, 39
Racdo B | 44, 44, 56, 46, 47, 38, 58, 53, 49, 35, 46, 30, 41

Assumindo que as variancias sao iguais, temos que a estatistica do teste

¢ dada por: o
X-Y
T=—
1 + 19
ni no
onde

(’I”Ll — 1)5% —+ (TZQ — 1)522
ny+nyg —2 ’

Neste caso, z = 42,25, > (v — 7)? = 840,25, s{ = 76,39, y = 45,15,
S (y — y)? = 767,69 e s2 = 63,97. Assim,

52 =

—1)s2 —1)s?
82 — (nl )SX + (n2 )SY — 69, 9.
ny + No — 2

Como o valor tabelado é: t930.025 = —2.069 e o valor observado da es-

tatistica é:
L _ 45,15 42,25

8.63,/% + 15

néo rejeitamos Hy a um nivel de significAncia de 5%. De fato, temos p-valor

= 0,84,

P(|T| > 0,84) = 0,41. Isto é, deveriamos crescer nosso nivel de significancia
para 0,41 se queremos rejeitar Hy. Isto mostra que os dados trazem muito

pouca evidéncia a favor de Hj.

Teste de igualdade de variancias: Note que nos testes de igualdade
de médias precisamos supor de que as variancias das diversas populacoes sao

iguais. Para isto precisamos antes de aplicar o teste de igualdade de médias



4.4. EXEMPLOS UTILIZANDO A DISTRIBUICAO NORMAL 105

estar certos sobre a igualdade de variancias. Se nao pudermos garantir a
igualdade das variancias, estas precisam ser testadas antes das médias.

Considere as hipéteses Hy : 0? = o2 versus H; : 0? # o02. Neste

caso, € razoavel utilizar como estatistica do teste a razao entre as variancias

amostrais. Sabemos que:

(n1 —1)S%

2
~ —1
0'% X (nl )

(ny — 1)S3

2
~ -1
O'% X (n2 )

sao independentes e sob H

St
F=—2NF(n1—1,n2—1).
Sy
Também sabemos que quanto mais distante de 1 estiver F' mais evidéncia

a favor da hipdtese alternativa. Neste caso, nosso teste de hipdteses deveria

ser:
Rejeito Hy, se F<cioukF >c
I(X,Y) =
Nao rejeito Hy, caso contrario
onde c; = Fn1,17n2,1,a/2 € Co = Fn1,17n2,171,a/2. Se fixarmos o = 0,05

temos ¢; = 0,301 e ¢y = 3,43. Portanto, nao rejeitamos Hy a um nivel de

significancia de 5%. De fato, p-valor= 0,76.
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4.5 Exemplos utilizando a distribuicao bino-

mial

4.5.1 Pequenas amostras

Exemplo 4.5.1. Durante muitos anos um medicamento padrdo para a cura
de alergia tem sido usado e a taza de sucesso ¢ de 40%. Um novo medica-
mento vai ser introduzido no mercado e se antecipa que sua taxa de cura serd
melhor que o medicamento padrao. Suponha que o novo medicamento serd
testado em 20 pacientes e que serd registrado a v.a. X numero de pacientes

curados.

Como podemos utilizar os dados coletados no experimento para responder
a questao: “Ha evidéncias substanciais de que o novo medicamento tem uma
taxa de cura maior que o medicamento padrao.

A taxa de cura do novo medicamento p é um valor que nao pode ser exata-
mente encontrado, exceto apdés um longo tempo de aplicagao em um grande
nimero de pacientes. Sendo assim, temos que usar os dados disponiveis
com a aplicacao do medicamento aos 20 pacientes para testar as seguintes

hipdteses:
e O novo medicamento é mais eficiente que o padrao: p > .4;

e O novo medicamento nao é mais eficiente que o padrao: p < .4

Como é mais grave colocar no mercado um medicamento sem que ele seja
eficiente, temos que o erro tipo I deveria ser “dizer que o nove medicamento

¢ mais eficiente que o padrao quando na realida nao é¢”. Portante temos:



4.5. EXEMPLOS UTILIZANDO A DISTRIBUICAO BINOMIAL 107
e Hy: O novo medicamento nao é mais eficiente que o padrao: p < .4;

e H;: O novo medicamento é mais eficiente que o padrao: p > .4;

Estatistica do teste: X = numero de pacientes curados dentre os 20
pacientes testados.

Se o experimento foi desenhado adequadamente temos X ~ bin(20, p).

Portanto, quanto maior X mais evidéncia a favor de H; e podemos uti-

lizar como regra de decisao:

Rejeito Hy, se X >c
§(X) =

Nao rejeito Hy, caso contrario

Para encontrar o valor de ¢ temos que fixar a probabilidade de erro tipo

I. Note que:
P(erro tipo I) | c=11 ¢=12 ¢=13
P(X > ¢) 128 057 .0.021

Portanto, se quisermos construir um teste que tenha nivel de significancia

de 10% temos que utilizar:

Rejeito Hy, se X > 12
I(X) =
Nao rejeito Hy, caso contrario
O tamanho do teste é: .057.

Por outro lado, se queremos que nosso nivel de significincia seja 5% temos

que utilizar:

5(X) Rejeito Hy, se X > 13
Nao rejeito Hy, caso contrario
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O tamanho do teste serd: .021.
Nao é possivel construir um teste com tamanho exatamente 5% ou 10%.

Utilizando o teste que rejeita Hy se X > 12 podemos construir a funcao

poder:
B(0,8) = Py(rejeitar Hy) = Pp(X > 12).
Neste caso,
6 | B(6,9)
0.1 | 3.92e-09
0.2 | 1.51e-05
0.3 | 1.27e-03
0.4 | 2.10e-02
0.5 | 1.31e-01
0.6 | 4.15e-01
0.7 | 7.72e-01
0.8 | 9.67e-01
0.9 | 9.99¢-01

Suponha agora que observamos os pacientes e obtivemos X = 14, neste
caso rejeitamos a hipétese nula a um nivel de 5%, a um nivel de 2%. Qual o

menor nivel de significancia que rejeitamos Hy?

p-valor = P4(X > 15) = 0.00161.

4.5.2 Grandes amostras

Seja X1,..., X, 1i.d. b(1,p) onde n é grande. Neste caso, X =Y . X; ~

bin(n,p). Queremos utilizar a amostra para testar Hy : p = py versus H :

P # Po-
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Estatistica do teste:

. X _
P=—=X.
n

Utilizando o Teorema Central do Limite sabemos que, sob a hipétese nula,

a distribuicao assintética da estatistica:

é N(0,1).
Mais ainda, sabemos que quanto maior |7'(X)|, mais evidéncia a favor

da hipétese alternativa e um teste poderia ser da forma:

Rejeito Hy se | T'(X)| >c
. s |T(X)
Nao rejeito Hy, caso contrario
onde a constante c é escolhida de forma que o teste tenha nivel de significancia

(probabilidade de erro tipo I) fixado «a.

Neste caso, ¢ = zq/2.

Exemplo 4.5.2. O censo de 1990 registrou que no distrito de Bardao Geraldo
20% das pessoas viviam abaizo do nivel da pobreza. Para determinar se esta
porcentagem mudou ao longo dos ultimos anos, uma amostra aleatoria de
400 familias foi retirada e encontrou-se que 100 delas viviam abaizo do nivel

de pobreza.

Seja p o valor atual da proporcao de familias que vivem abaixo do nivel
de pobreza em Barao Geraldo. Desejamos procurar evidéncia de que p seja

maior que 20%. Portanto, queremos testar:

Hy:p=20.20 H,:p> .20.
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Como o tamanho da amostra n = 400 é grande vamos usar como es-

tatistica do teste: A
P —-10.20

V-2 x .8/400°

Fazendo o = 0.05 temos o teste

5(X) Rejeito Hy, se Z > 1.64
Nao rejeito Hy, caso contrario

O valor de Z calculado na amostra é:

(100/400) — 0.20 5
V-2 x .8/400
Como 2,5 > 1.64 rejeitamos Hy a um nivel de significAncia de 5%. Além

disso, o p-valor é: P(Z > 2.5) = 0.00621.




