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Gabarito e pontuagao

Questao 1. a) (1,5) Sejam {r,} (n=1,2,---) um subconjunto de R enu-
merdvel e limitado (e.g. o conjunto dos nimeros racionais em um intervalo
limitado) € u,(x) = 5|z —71y,|, x € R. Mostre que a série de fungdes Y oo, uy,
converge uniformemente em todo subconjunto limitado de R e conclua dai que

f(x) =30 5=|z — ry| define uma fungdo continua em R.

Resolucao:
Seja X C R um conjunto limitado. Entao |u,(z)| = 3|z —r,| < C5x
para quaisquer z € X e n € N, onde C' = sup X + sup{r,}.
0,3 pontos até aqui
Dai, como a série > 1/2" é convergente (uma série geométrica de razao, 1/2,
no intervalo (—1,1)), pelo Teste M de Weierstrass, concluimos que a série
> u, converge uniformemente em X. + 0,8 ponto
Como cada cada funcao u, é continua e limite uniforme de fungoes continuas
¢ uma funcao continua, obtemos que f é uma funcao continua em cada sub-

conjunto limitado de R, logo, continua em R (em cada ponto de R).
+ 0,4

b) (1,0) Para a fungao definida no item a), mostre que nao existe a
derivada em nenhum ponto r,. Sugestao: Sejam a = r, e h = f — u,.

Mostre que existe n'(a) = H(a), onde H(a) =}, ., (un)'(a).
Dado € > 0, seja p > n (p € N) tal que
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Agora, seja § > 0 tal que para |s| < § tenhamos
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De (1) e (2), obtemos que

h(a—i—sg—h(a) . H(CL) S Zm <
m#mn
] sy |t — () (a)| | < 26

para todo s € R tal que |s| < ¢, logo, existe a derivada h'(a) (= H(a))

um(a—l—s])l—um(a) o (um)’(a)

+ 0,4
Dai, como f = h+ u, e u, nao é derivavel em a (a fungao valor absoluto
nao é derivavel na origem), concluimos que f nao é derivavel em a. + 0,1

Questao 2. a) (0,5) FEnuncie o Teorema de aprozimacgdio de Weierstrass.

Enunciado parcialmente correto: 0,25 pontos

b) (2,0) Sejam f : [0,1] = R uma fungdo continua e P,(x) = >\ anra”
uma sequéncia de polinomios convergente uniformemente para f em [0,1].
Defina Qn(x) = 3230 w2ka™*t (= [ Py(x)dx). Mostre que a sequéncia {Q}
converge uniformemente (em [0,1]). Conclua dai que f tem uma primitiva
(existe uma fungdo g derivdvel em [0,1] tal que ' = f em [0,1]; ¢'(z) = f(x)
para todo x € [0,1]).

Q. = P, converge uniformemente para f e Q,(0) = 0 converge para zero.
Entao, pelo Teorema “de derivacao termo a termo”, temos que @), converge
uniformemente para uma fungao g derivavel e ¢’ = lim @/, 1,0
=limP, = f. + 1,0

Questao 3. Seja f:[0.1] = R.
a) (0,5) Defina o polinomio de Bernstein B,, de f.

Definigao parcialmente correta: 0,25

b) (0,5) Mostre que > ;_(x — k/n)? (Z) (1 — )" = Lp(1 - 2),
para quaisquer x € [0,1], n € N.
Demosntracao parcialmente correta: 0,25

(Lema 9.2 do livro-texto.)

c) (1,5) Seja zg € [0,1] e suponha que f seja limitada. Mostre que se
f(z) = 0 para todo x numa vizinhan¢a de xo entao B, (zo) converge para zero
(quando n — o0).



Seja d > 0 tal que f=0em (zg — 6, x9+9) N[0, 1].
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onde M = sup |f| e usamos o item b).

Questao 4. (2,5) Sejam c > 0 e E. o conjuntos das funcoes f : [—1,1] —
[0, 1] tais que f(—=1) = f(1) =1 e|f(x)—f(y)| < clz—y| para quaisquer z,y €
[—1,1]. Mostre que eziste uma fungao f. € E. tal que A(f.) < A(f) para
toda f € E., onde A(f) = fj1 f(x)dz. Sugestdo: Sejam p. = infrep, A(f)
e fn € E. tal que p, < A(fn) < pte + 1/n.

Sejam . e f, como na Sugestao.

Como as funcgoes f, € E., elas sao uniformemente limitadas por 1, pois
tomam valores no intervalo [0, 1]. 0,2
Além disso, a sequéncia {f,} é equicontinua. De fato, dados ¢ > 0 e y €
[—1,1], definindo 6 = €/c, temos que § independe de n e |f,(z) — fu(y)] <

clx —y| < ce/c = € para todo x € [—1,1] tal que |x — y| < 4. + 1,0
Entao, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe uma subsequéncia de {f,, }
convergindo uniformente para uma fungao continua f.: [-1,1] - R. + 0,5

Como cada f,, € E., temos que f,(—=1) = f,(1) =1,0< f, < 1le|fu(z) —
fa(y)] < c|lz—y| para todo n e quaisquer z,y € [—1,1]. Dal, pela convergéncia
de {f,.} para f., temos também que f.(—1) = f.(1) = 1,0 < f. < 1le
|fe(x) — fe(y)| < c|lx — y| para quaisquer z,y € [-1,1], i.e. f. € E.. + 0,3
Finalmente, pelas defini¢coes de u. e f,, e pelo Teorema da “convergéncia
uniforme” sobre a integral definida, concluimos que

1 1
e = lim /1 fo(x)dr = /1 fe(z)dz.

+ 0,5



