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Gabarito/pontuagao — Turma Y

Questao 1. (1,5 pt) Seja S a esfera com centro A = (1,—1,0) e raio
2. Encontrar a equacao de S: em coordenadas cartesianas e tambem nas
coordenadas esféricas sendo a origem coincidente com o polo, o eixo polar —
com o eizo Ox, e o outro eizo — coincidente com o eizo Oz.

Resolugao:

Em coordenadas cartesianas:
(=12 +@y+1)>+2*=4

0,5 pontos até aqui
Coordenadas cartesianas x,y, z em funcao das coordenadas esféricas r, 6, ®:

T = r cos fsend
y = rsenflsend
z=1rcosd

+ 0,5 pontos
Equacao da esfera em coordenadas esféricas:

(rcosfsen® — 1) + (rsenfsen® + 1) + (rcos ®)> = 4
72 cos? fsen?® — 2r cos fsen® + 1

+7r2sen?fsen?® + 2rsenfsen® + 1 + r2 cos? = 4
—2r cos fsen® + r2sen?d + 2rsenfsen®d + r2cos? d = 2
r?2 — 2rcosfsen® + 2rsenfsend® = 2

+0,5

Questao 2. (3,5 pt) Seja £ o lugar geométrico dos pontos P(x,y) do plano
cujas coordenadas x ey satisfazem

522 — 4y + 8y? + 4V — 16\/3y+4 =0.

a) Identificar a conica £.

Resolucao:



ac—b*/4 =5x8—4%/4 =36 > 0, logo, a conica é uma elipse, um ponto,
ou o conjunto vazio. 0,3
Tomando y = 0, obtemos a equacio 522 +4v/5x +4 = 0 que tem duas raizes
distintas, pois A = (4v/5)? =4 x 5 =16 x 5 — 20 > 0, logo, a conica nao é
um ponto nem o conjunto vazio. Portanto, é uma elipse. + 0,2

b) Encontrar as mudan¢as consecutivas das coordenadas que levam £ a forma
canonica.

0,2
Autovalores: |A— A =0

5—\ =2 ’_ 0

-2 8-

5-=N@8=)—4=0

AN — 130 +36=0

A= (13132 —4x36)/2=(13£5)/2 = 4, 9 +0,3

U

Autovetores para A =4: (A—4)U =0,
I =2{la|l _ |0
-2 4 || |0
a—2b =0
a=2b

2b 2
u=[3] o[}
U2 =0?(22 +12) =50 - |U| =1« |bvb=1, ie b==41/V5

Assim (pela teoria vista), temos que

=l

¢ o vetor diretor de um dos eixos, digamos 2/, de um novo sistema de co-
ordenadas cartesinas z’,7' no qual a equagdo da cOnica nao terda o termo
'y

_|a
)

+0,5



Para o vetor diretor do eixo 3/, sendo ele unitario e normal a Uy, podemos

tomar .
—1
V= { 2 ]

!
x :
As novas coordenadas X' = se relacionam com as coordenadas X =
y/

+0,2

x .
[y] pela equacao

X=QX, Q=00 = % ﬁ ‘ﬂ

40,2
e a equacao da conica nas varidveis z’, ¢’

é
2 -1

/

5
ie. 4(2)?+9(y)* + [-8 — 30] B,} +4=0

4(x')? +9(y')? — 8z’ — 36y +4=0 + 0,2
Fazendo o completamento de quadrados, obtemos

A[(z")2 = 20" +1) = 449[(y' )2 — 4y +4] —36+4 = 0, 4(2'—1)2+9(y' —2)* = 36,

(55';1)2 + (2/22)2 -1

+0,2
logo, escrevendo z = ' — 1, § = y' — 2 (uma translagao), obtemos a equagao
=2 2
T )
— 4+ == 1
9 4
que ¢ a elipse, na forma canonica nas variaveis z, y. + 0,2

¢) Encontrar a excentricidade de . Encontrar também as coordenadas dos fo-
cos e dos vértices, e as equagoes das assintotas no sistema Oxy (se aplicdvel).
Fazer um esbogo do grdfico de £.

a=3 b=2 F=d>-0¥=9-4=5 ¢c=5 e=cla, l[e=+5/3

0,2



No sistema Z, 7, temos que os focos sio (+c,0) = (£+/5,0) e os vértices
sao dados por y = 0, logo, usando a equacao na forma canodnica obtida,
obtemos que os vértices sao os pontos z = £3, y = 0. + 0,2
No sistema 2’y (¢ =+ 1, vy = §+ 2) temos que os focos e os vértices sao
entao dados, respectivamente, por

(1£+5,2)| e |[(1£3,2)=(4,2), (-2,2)

+ 0,2
No sistema x,y, obtemos:
focos:
12 1] fi+vE) 1 242v6-2] 1 [2v6 ] [ 2
V51 2 2 VB L1+Vh+4| VB 5+vE  |[VE+1
e

B S0
vertices:
% E _ﬂ m % [4+4] NG m - % H

o1 | B e R R B e )

+0,2

Gréfico ... + 0,2

Questao 3. (2 pt) Encontrar a equagao (em coordenadas cartesianas) da
superficie de revolugao S obtida quando a curva c¢: x° —22* +42 =6, y =0,
gira em torno do eizo Ox.
A equacao é dada por

dist ((z,y, 2), eixo x) = dist ((«, 0, 2), eixo x)

em que o ponto (z,0, z’) é um ponto da curva no paralelo em que encontra-se
o ponto genérico da superficie (z,y, z). Dai, obtemos a equacao,

Vi +22= ||, Le. 2 =y + 22
o que, substituindo na equagao da curva z% — 2(z)? + 42’ = 6, nos d4
2 =22 =222+ 4\ /Y2 +22=6
2,0



Questao 4. (1,5 pt) A superficie S tem equac¢ao em coordenadas cilin-
dricas v = 3cosf. Encontre a equacao de S em coordenadas cartesianas.
Quem € S7?

Relagao entre coordenadas cartesianas x, y, z e coordenadas cilindricas r, 0, z:

xr=rcosf, y=rsenfd, z=z. 0,2

Multiplicando a equacao dada por r, obtemos 7% = 3r cos + 0,3
donde temos

2 +y? =3z +0,5

Completando quadrado, podemos reescrevé-la como
(x—3/2)%*+y*=9/4.

Dal concluimos que S é um cilindro circular de raio 3/2 e eixo z = 3/2,

y=0. + 0,5
Questao 5. (1,5 pt) Obtenha a equagao do lugar geometrico dos pontos

que estao a distancia 1 da retal : x =2, y=4. Que tipo de quadrica é?

dist (2,9, 2),1) = (v — 2)* + (y — 4)* 0,5
(x =22+ (y—4)>%*=1 +0,5
Cilindro circular com raio 1 e eixo x = 2,y = 4. + 0,5



