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Gabarito/pontuação – Turma Y

Questão 1. a) (1 pt) Calcule o volume do paraleleṕıpedo que tem um
dos vértices no ponto A = (1, 0, 1) e os três vértices adjacentes nos pontos
B = (2, 1, 3), C = (3, 2, 6) e D = (−1, 2, 0).

b) (1 pt) Calcule o ângulo entre as faces contendo os vértices A, B e C,
e a face contendo os vértices A, B e D. (Dica: o ângulo entre dois planos
é definido como sendo o ângulo entre retas parelalelas a vetores normais aos
planos.)

Resolução:

a) Temos o paraleleṕıpedo determinado pelos vetores A⃗B = (1, 1, 2),

A⃗C = (2, 2, 5) e A⃗D = (−2, 2,−1). 0,2 pontos até aqui
O seu volume é então dado por

|A⃗B · (A⃗C × A⃗D)| = | det

 1 1 2
2 2 5
−2 2 −1

 |

+ 0,5 pontos

L2 ↔ L2 − 2L1

=
L3 ↔ L3 + 2L1

| det

1 1 2
0 0 1
0 4 3

 | = | − det

(
1 1
0 4

)
| = 4.

+ 0,3

b) O vetor N1 := A⃗B× A⃗C = (1,−1, 0) é normal à face contendo os vértices

A,B,C, e o vetor N2 := A⃗B × A⃗D = (−5,−3, 4), à face contendo A,B,D,
0,4

logo, o ângulo, θ, entre as faces é dado por cos θ = |N1 ·N2|/∥N1∥ · ∥N2∥
+ 0,4

= |−5+3|√
2
√
25+9+16

= 2/10 = 1/5. + 0,2
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Questão 2. Sejam r e l retas tais que A = (1, 0, 0) , B = (0, 1, 0) ∈ r e
C = (2, 0, 1) , D = (1, 3, 2) ∈ l.
a) (1 pt) Mostrar que r e l são reversas.

Resolução:

Os vetores v1 := A⃗B = (−1, 1, 0) e v2 := C⃗D = (−1, 3, 1) são paralelos
às retas r e l, respectivamente, 0,2
mas eles não são paralelos entre si, pois, e.g. −1/−1 = 1 (quociente das suas
primeiras coordenadas) é diferente de 3/1 = 3 (quociente das suas segundas
coordenadas), logo, as retas não são paralelas (ou coincidentes). + 0,2

Verifiquemos se os vetores A⃗C = (1, 0, 1) (A é um ponto na reta r e C é um
ponto da reta l), v1 e v2 são coplanares: + 0,2

A⃗C · (v1 × v2) =

∣∣∣∣∣∣
1 0 1
−1 1 0
−1 3 1

∣∣∣∣∣∣
L2 ↔ L2 + L1

==
L3 ↔ L3 + L1

∣∣∣∣∣∣
1 0 1
0 1 1
0 3 2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣1 1
3 2

∣∣∣∣ = −1

+ 0,4
é diferente de zero, logo, os vetores não são coplanares.

Portantos as retas são reversas.

b) (1 pt) Encontrar os planos Π1 e Π2 tais que: r ⊂ Π1, l ⊂ Π2 e Π1 é
paralelo a Π2.

Vetor normal aos planos (paralelos):
N = v1 × v2 = (−1, 1, 0)× (−1, 3, 1) = (1, 1,−2). 0,4
Logo, as equações dos planos são da forma
1x+ 1y − 2z + d1 = 0 e 1x+ 1y − 2z + d2 = 0 + 0,3
Para determinar d1 e d2 substitúımos e.g. o ponto A = (1, 0, 0) numa equação
e o ponto C = (2, 0, 1) na outra, obtendo 1+d1 = 0 ∴ d1 = −1 e 2−2+d2 = 0
∴ d2 = 0. + 0,3

Portanto, as equações dos planos são x+y−2z−1 = 0 e x+y−2z = 0.

c) (1 pt) Encontrar a distância entre os planos Π1 e Π2.

dist(Π1,Π2) =
|A⃗C·N |
∥N∥ 0,5

= |(1,0,1)·(1,1,−2)|√
1+1+4

= |1−2|√
6

= 1/
√
6. + 0,5
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d) (1 pt) Encontrar os pontos P em r e Q em l tais que a reta que passa por
P e Q seja perpendicular a r e a l (Dica: Q− P = tN , t ∈ R, N ⊥ Π1.).

P ∈ r ⇒ P = A+ αv1, Q ∈ l ⇒ Q = C + βv2, α, β ∈ R, 0,2
logo, temos o sistema C − A+ βv2 − αv1 = tN . + 0,2
Tomando os produtos internos com v1 e v2 (notando que N ·v1 = N ·v2 = 0),
obtemos{

(C − A) · v1 + βv2 · v1 − α∥v1∥2 = 0
(C − A) · v2 + β∥v2∥2 − αv1 · v2 = 0

+ 0,4{
(1, 0, 1) · (−1, 1, 0) + β(−1, 3, 1) · (−1, 1, 0)− 2α = 0
(1, 0, 1) · (−1, 3, 1) + 11β − α(−1, 1, 0) · (−1, 3, 1) = 0{
−1 + 4β − 2α = 0
11β − 4α = 0

+ 0,2

β = 4
11
α, −1+ 16

11
α− 2α = 0, −1+ 16−22

11
α = 0, α = −11

6
. β = −2

3
.

∴ P = A + αv1 = (1, 0, 0) − 11
6
(−1, 1, 0) = (1 + 11

6
,−11

6
, 0) = (17

6
,−11

6
, 0)

e Q = C + βv2 = (2, 0, 1)− 2
3
(−1, 3, 1) = (2 + 2

3
,−2, 1− 2

3
) = (8

3
,−2, 1

3
).

Questão 3. (2 pt) Encontrar a equação do plano Π que é perpendicular a
cada um dos planos Π1 : x− y− z = 0 e Π2 : 2x+ y− 4z − 5 = 0 e contém o
ponto A = (1, 1, 1). Calcule a distância de Π a Π1.

Os vetores normais aos planos, N1 = (1,−1,−1) ⊥ Π1, N2 = (2, 1,−4) ⊥ Π2,
0,2

são paralelos ao plano Π + 0,4
logo, N = N1 ×N2 = (5, 2, 3) é um vetor normal a Π + 0,4
Então a equação do plano Π é da forma 5x+ 2y + 3z + d = 0. + 0,3
Como Π contém o ponto A = (1, 1, 1), temos 5 + 2 + 3 + d = 0, d = −10.

+ 0,3
Portanto a equação do plano é 5x+ 2y + 3z − 10 = 0.

A distância do plano Π ao plano Π1 é zero, pois estes planos são con-
correntes (têm interseção não vazia), visto que seus vetores normais não são
paralelos (os vetores normais so normais entre si). + 0,4
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Questão 4. (2 pt) Verificar se as afirmações abaixo são verdadeiras ou
falsas. (Respostas sem justificativa não serão consideradas.)

a) Sejam u = (1, 2, 1), v = (2, 1, 3) e w = (3, 1, 4). Então u× v é paralelo
a w.

Afirmação falsa. 0 pontos até aqui
Se w fosse paralelo a u × v, teŕıamos w · u = w · v = 0, pois, u × v é
perpendicular a u e a v, mas w · u = 3 + 2 + 4 ̸= 0. 0,5 pontos

b) Se u, v e w são três vetores no espaço tais que u + v + w = 0 então
u× v = v × w = w × u.

Afirmação verdadeira. 0 pontos até aqui
Demonstração: Tomando o produto vetorial de u + v + w = 0 com v e,
depois, com w, obtemos que u× v+w× v = 0 e u×w+ v×w = 0, usando a
propriedade distributiva do produto vetorial e que o produto vetorial de um
vetor consigo mesmo é o vetor nulo. 0,25
Dáı, obtemos que u× v = −w × v = v × w e v × w = −u× w = w × u.

+ 0,25

c) Se u e v são vetores no espaço então ∥v − projuv∥ = ∥u× v∥/∥u∥.

Afirmação verdadeira. 0 pontos até aqui
Demonstração: v = projuv + (v − projuv) 0,1

∥v∥2 = ∥projuv∥2 + ∥v − projuv∥2 (pois projuv ⊥ (v − projuv)) + 0,1
= ∥ v·u

∥u∥2u∥
2 + ∥v − projuv∥2 + 0,1

∴ ∥v − projuv∥2 = ∥v∥2 − ∥ v·u
∥u∥2u∥

2

= ∥v∥2 − (v·u)2
∥u∥2 = ∥v∥2∥u∥2−(v·u)2

∥u∥2 = ∥v∥2∥u∥2−∥v∥2∥u∥2 cos2 θ
∥u∥2 (onde θ =

∠(u, v)) + 0,1

= ∥v∥2∥u∥2(1−cos2 θ)
∥u∥2 = ∥v∥2∥u∥2sen2θ

∥u∥2 = ∥u×v∥2
∥u∥2 + 0,1

∴ ∥v − projuv∥ = ∥u×v∥
∥u∥ .
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d) A interseção entre os planos Π1: 2x + 2y + z = 3, Π2: x + y + z = 2
e Π3: 3x+ 3y + 2z = 6 é o conjunto vazio.

Afirmação verdadeira. 0 pontos até aqui
Demonstração: 2 2 1 | 3

1 1 1 | 2
3 3 2 | 6

 0,2

L1 ↔ L1 − 2L2

−→
L3 ↔ L3 − 3L2

0 0 −1 | −1
1 1 1 | 2
0 0 −1 | 0

 L3 ↔ L3 − L1

−→

0 0 −1 | −1
1 1 1 | 2
0 0 0 | 1


+ 0,2

Logo, as equações dos três planos equivalem ao sistema
−z = −1

x+ y + z = 2
0z = 1

o qual não tem solução (v. terceira equação: 0z = 1). Portanto, a interseção
entre os planos (o conjunto solução deste sistema) é o conjunto vazio. + 0,1
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