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Questão 1.(a)(0,5 pontos) Enuncie a Formal Local das Submersões (FLS).
(b) (1,0) Demonstre a FLS usando o Teorema da Aplicação Inversa.
(c) (1,0) Seja f : Rk+n → Rn de classe C1. Mostre que se f tem posto

n em um ponto a ∈ Rk+n então a equação f(x) = c tem solução para todo c
numa vizinhança (em Rn) de f(a).

2. (a) (1,5) Sejam C ⊂ Rm um compacto e f : C → Rn uma aplicação
contínua. Mostre que o grá�co de f , G = {(x, y) ∈ Rm × Rn;x ∈ C, y =
f(x)}, tem medida nula (em Rm+n).

(b) (1,0) Sejam C ⊂ Rm um compacto J-mensurável, ϕ : C → R uma
aplicação contínua não negativa e S a região simples {(x, t) ∈ Rm × R;x ∈
C, 0 ≤ t ≤ ϕ(x)}. Sabendo que S é J-mensurável (em Rm+1), mostre que

se g : S → R é uma função integrável em S então a integral
∫ t=ϕ(x)

t=0
g(x, t)

existe para todo x ∈ C − E, onde E é um conjunto de medida nula.

3. (a) (0,5) Enuncie a Forma Local das Imersões.

(b) (2,0) Seja A um aberto em Rm. Se f : A → Rn é de classe C1 e,
num ponto a ∈ A, a derivada f ′(a) : Rm → Rn tem posto p, então existe um
mergulho ϕ : V → A, de classe C1, de�nido num aberto V ⊂ Rp, tal que
(f ◦ϕ) : V → Rn também é um mergulho, e, com inversa sendo a restrição de
uma aplicação de classe C1, de�nida num aberto em Rn contendo a imagem
(f ◦ ϕ)(V ). (Um megulho V ⊂ Rp → Rn é uma aplicação diferenciável de

posto constante igual à dimensão do domínio, p, invertível sobre a imagem,

com a inversa contínua.)

4. (2,5) Seja S ⊂ Rn um conjunto J-mensurável. Mostre que para todo ε >
0 existe um compacto J-mensurável C ⊂ S tal que vol(S −C) =

∫
S−C 1 < ε.

Boa prova!


