MAT720/MM720 — Anélise no R”, 152014
2a. prova, 20/05/2014

Questao 1. a) (0,5 pontos) Enuncie o Teorema do Posto.

b) (1,0) Sejam U um aberto do R™, f: U — R™ uma aplicagdo aberta
de classe C' e B, o conjunto dos pontos (em U) em que o posto de f é r.
Mostre que int.B, = () se r nao for méximo, i.e. se r < n.

c) (1,0) Sem usar a Proposigao 10.3 do livro-texto [Lima, Elon L., Andlise
no Espaco R"], a nao ser que vocé a demonstre, mostre que B, é aberto e
denso em U. (Sugestao para mostrar a densidade: mostre que qualquer
aberto contido em U intercepta B,,.)

2. (2,5) Sejam S um subconjunto denso do retangulo @ = [0,1]* em R?
tal que cada reta vertical ou horizontal contém no maximo um ponto de S
(Nao precisa mostrar a existéncia desse conjunto.) e f : @ — R a funcao
definida por f(z,y) = ls(z,y) sey > x e f(x y)=1-— 15(x y) sey < .

Calcule as integrais fo f 1 fo fo x,y)dxdy e fo fo x,y)dydzx.
Vale o “Teorema de Fubini” para integrais superiores:

Tof = ToJof (e y)dady?

3. (2,5) Seja f uma funcao limitada em um retangulo ) em R"™. Demonstre
a seguinte parte do “Teorema de Lebesgue”: Se o conjunto dos pontos de
descontinuidade de f tem medida nula entdo f € integrdvel.

4. Sejam B = {x = (x1,--- ,x,) € R";|z| < 1} (a bola aberta em R™ de
centro na origem e raio 1) e j € {1,--- ,n}.

a) (1,0) Mostre que [, z;dx = 0.

b) (1,5) Calcule [, z%dx, em funcao de v(B).

Boa prova!



GABARITO

Questao 1. a) (0,5 pontos) Enuncie o Teorema do Posto.

Enunciado parcialmente correto: 0,25 pontos
Enunciado correto: 0,5 pontos.

b) (1,0) Sejam U um aberto do R™, f: U — R™ uma aplicacdo aberta
de classe C' e B, o conjunto dos pontos (em U) em que o posto de f € r.
Mostre que int.B, =0 se r ndo for mdzimo, i.e. ser <n.

Suponhamos que exista um ponto a € int.B, para r < n. Entao r < m e,
sendo a um ponto interior, existe um aberto V' em que o posto de f é r em
qualquer de seus pontos. 0,1
Entao, pelo Teorema do Posto, localmente em V', temos difeomorfismos «,
entre abertos de R™ = R" x R™™", e 3, entre abertos de R* = R" x R*™"
(v é uma restricao da aplicagao identidade em R™ caso r = m) tais que
fofoalry) = (x,0) para todo (z,y) em um aberto A = V x Z em

R™ — R" x R™, 10,4
Mas entao f(a(A)) = 7V x {0}) ndo é um aberto em R". Portanto, se f
¢ aberta temos que B, = () se r < n. + 0,5

(Caso r = 0: se Df = 0 em alguma vizinhanga temos que f é constante
nessa vizinhanca, logo, ndo é uma aplicacao aberta.)

c) (1,0) Sem usar a Proposi¢ao 10.3 do livro-texto [Lima, Elon L., Anélise
no Espago R"/, a nao ser que vocé a demonstre, mostre que B, é aberto
e denso em U. (Sugestao para mostrar a densidade: mostre que qualquer
aberto contido em U intercepta B,,.)

of

O(xsy i)
determinante diferente de zero numa vizinhanca de a, pois f é de 1classe Cct,
logo, essa vizinhanca esta contida em B,,. Portanto B,, é um conjunto aberto.
0,5
Pelo item b), qualquer aberto A C U intercepta B, pois caso contrario
terfamos A C U,<,, B, logo, A = U,.,(AN B,.), donde AN B, seria aberto
para algum r < n, o que contradiz o fato de B, ter interior vazio se r < n.
+0,5

Seja a um ponto em B,,. Entao existem iy, --- 4, tais que tem



2. (2,5) Sejam S um subconjunto denso do retingulo Q = [0,1]* em
R? tal que cada reta vertical ou horizontal contém no mdzimo um ponto de
S (Nao precisa mostrar a existéncia desse conjunto.) e f: Q — R a fun¢ao
definida por f(z,y) = 1s(z,y) sey >z e f(x y)=1-— 15(95 y) sey < .
Calcule as integrais fo, f f, fo fo z,y)dzdy e fo fo z,y)dydz.

Vale o “Teorema de Fubini” pam integrais superiores:
- —1+1
Jof = [ofof (@, y)dzdy?

Dados uma particao P de Q e R um subretangulo de P, temos RN.S # 0,
pela densidade de S em @, e R— S # (), pela propriedade de que S intercepta
cada reta vertical ou horizontal em no maximo um ponto. Entdao Mg(f) =1
e mg(f) = 0, logo, qualquer soma superior S(f, P) = 1 e qualquer soma
inferiors(f,P):O,dondefozlefo:(). 1,0

Fixado y, temos f(x,y) = 0 se x < y exceto possivelmente em um
ponto e f(r,y) = 1 se x > y exceto possivelmente em um ponto, logo

fofo xyd:cdy—fof d:cdy—fol— Ydy = 1/2. + 0,5
Analogamente, fo fo flx,y)dzdy = 1/2. +0,5
Néo vale o Teorema de Fubini para integrais superiores: [ Q f=1v4e

~1-1
Jofof (@, y)dedy = féf(l)f(a:, y)dzdy, visto que as fungoes aqui nesta integral
sao integraveis, e a mesma vale 1/2. + 0,5

3. (2,5) Seja f uma fungao limitada em um retangulo Q em R™. Demonstre
a sequinte parte do “Teorema de Lebesque”: Se o conjunto dos pontos de
descontinuidade de f tem medida nula entao f ¢é integravel.

Denotemos por D o conjunto dos pontos de descontinuidade de f. Seja
e > 0.
Para cada ponto x € ) — D, pela continuidade de f existe um retangulo R
tal que x € int.R e [f(x) — f(y)| < esey € R, 0,5
logo, Ma(f) = ma(f) <26 (3)
Juntando esses retangulos a uma outra colegao de retangulos abertos int. R’
cobrindo D com volume total menor do que € (D tem medida nula), obtemos
uma cobertura aberta de () da qual podemos extrair uma subcobertura finita,
pela compacidade de Q). 0,5
Tomando as extremidades das arestas de () e todas as extremidades das
arestas dos subretangulos dessa subcobertura, obtemos uma particao P de @,



com subretangulos R com a propriedade (%) e subretangulos R’ com volume
total menor do que ¢, de forma que S(f, P) —s(f,P) =1+ 1I, onde

I=> [Mg(f) = ma(f)]vol(R) < 2¢ Yy _vol(R) < 2evol(Q) 0,5
R R
e
II = Z[MR/(f) — mp(f)]vol(R) < 2sup |f] ZVOI(R’) <2sup|fle0,5
R/ Q / Q
Logo, existe uma particao P de @ tal que S(f,P) — s(f,P) < const.e.
Portanto, f é integréavel. 0,5

4. Sejam B = {z = (x1,--- ,x,) € R"|z| < 1} (a bola aberta em R™ de
centro na origem e raio 1) e j € {1,--- ,n}.

a) (1,0) Mostre que [, x;dz = 0.

A mudanga de varidveis g(x) = (21, ,Tj_1, —;,Tj41, -, p) deixa B
invariante 0,3
e |detDg(z)| = |det[e; -+ —e;---e,] | = |det(—[e1---e;---eu])| = | —1] =
1 0,3

Entao pondo f(z) = z;, pelo Teorema de Mudanca de Varidveis, temos

[ 2o = [ fla@idetgas = [ (<o = [

logo, fB xjdxr = 0. 0,4
b) (1,5) Calcule [, x3dx, em fun¢io de v(B).

A mudanga de varidveis que permuta as coordenadas z;, z; deixa B in-
variante e tem determinante —1, logo, pelo Teorema de Mudaca de Variaveis,
[ 23dx independente de j = 1,--- ,n. 0,75
Dai, temos que [paide = & [, 370 aide = 1§ [ |z]*dz. 0,75

Para calcular [}, |z|*dz, seguimos as ideias dos exercicios 6/S.19 e 7/S.17.
Sejam A\, = v(B) e v(B}') = r"\, os volumes das bolas em R™ de raios 1 e
r, respectivamente. Fazendo a mudanca de varidveis x = (r cosf, rsenf, z),



obtemos:

an = [plz]Pde = O% fol Jgn—2 (r* + |2|*)rdzdrdd
1 L
= 27 [, fB?:; ridzdr 4 2m | fBT:TzQ |z|2rdzdr
= 2r fol rdu(B]3%)dr + 27 fol fB{hz(l —7r2)2|22(1 — r?)"2rdzdr
= 272 fol r3(1 —r?)"2dr + 27 fol r(1 —r?)"dr fBrz |22d>
= 2T \p_2 fol r(1—r%—=1)(1—r*)"2dr + 27 fol r(1 —r?)"dr fB?_z |22d>
= 2T\, o fol r(1 —r?)"tdr — 2w\, fol r(1 —r?)"=2dr
+2m [ (1 — ) drag, s
= TAp_9 fol s"lds — T, _o fol s"2ds+ 7 fol s"dsa,_o
= Tho/n—7mA2/(n—1)+7an_o/(n+1)
= (n—DA,/n— X\, +man_a/(n+1)
= Tan_o/(n+1)—A,/n

Logo,

az = may [4 — N3/3 =7 [* 2%dx /4 —v(B)/3 = 7/6 — v(B)/3
ay = mag)5 — A4 =7 [T [Lr3drdd/5 — v(B)/4 = 7*/10 — v(B) /4



