MA720/MM720 — Andlise no R™, 152016 la. prova, 05/04/2016

Questao 1. (a) (0,5 pontos) Defina aplicacao continua (f : X — R",
X CR™).

(b) (1,0) Mostre que a aplicagao projegao 7 : R™ x R" — R"™ 7(x,y) =
x, é continua.

(c) (1,0) Seja K C R™ um conjunto compacto. Mostre que se F' é um
conjunto fechado em R™ x R™ = R™" contido em R™ x K, entao w(F) é
fechado (em R™), sendo 7 a projecao definida no item (b).

2. (2,5) Seja f:R? — R definida por f(z,y) = zy(z* — y?)/(z* + y?), se
(r,y) € R2 =0, e f(0) = 0. Mostre que f nao ¢ de classe C? em nenhuma
vizinhanga contendo a origem 0.

3. (a) (0,5) Enuncie a Regra da Cadeia (cf. livro-texto).

(b) (1,0) Sejam U e V conjuntos abertos em R™ e R™, respectivamente, e
f:U—=R" g:V — RP, aplicagoes de classe C*, com f(U) C V. Denotando
por © = (21, , &) um ponto qualquer em U, y = f(z), y = (y1, -+, Yn),
ez=g(f(x)), 2= (21, , %), usando a Regra da Cadeia, mostre que
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onde % = Dj(go f)i(x), L = Dypgi(f(x)) e g%’; =D, fi(x), x €U.

Ox; 7 Oy
(c) (1,0) Sejam U um conjunto aberto do R" e f : U — R uma aplicagao
diferenciavel. Mostre que se, para a,b € U, o segmento
[a,b] := {a + t(b — a);t € [0,1]} estd contido em U, entao a funcao
o(t) = fla+ t(b— a)) é diferencidvel em todo ponto t € [0,1] e que ex-
iste um ponto s € (0,1) tal que f(b) — f(a) = Vf(a+ s(b—a))-(b—a).
(Teorema do Valor Médio para fungoes de vdrias varidveis.)

4. Seja U um subconjunto aberto e conexo do R™.

(a) (1,0) Mostre que se f: U — R ¢é uma funcao continua e localmente
constante (i.e. para todo x € U existe um aberto contendo z em que f é
constante) entao f é constante (em U).

(b) (1,5) Mostre que se f : U — R é uma fungao de classe C'' com
derivadas parciais nulas em U (D;f(x) = 0 para todo i = 1,--+ ,n e todo
x € U) entdao f é uma funcao constante.

Boa prova!



1. (a) (Cf. livro-texto [Munkres].) Uma aplicagdo f: X C R™ — R", ¢
continua em um ponto zo € X se, para todo conjunto aberto V' (aberto em
R™) contendo a imagem f(xg), existir um conjunto aberto U em X, contendo

xg, tal que f(U) C V. 0,3 pontos até aqui.
A aplicacao f é continua se for continua em todo ponto do seu dominio
X. + 0,2

(b) Uma maneira.

Sejam zg = (g, yo) € R™xR"™ e V um aberto em R™ contendo 7(zg) = .
O produto cartesiano V' x R™ é um aberto em R” x R™ (em geral o produto
cartesiano de abertos quaisquer é um aberto), pois se (a,b) € V x R", a =
(a1, yam),b = (b1, ,by,), sendo V aberto em R™, existe ¢ > 0 tal que
o cubo (a3 —e,a1 +¢€) X -+ X (A, — €, a,,, + €) (bola aberta na norma do
méximo) estd contido em V', e dai, temos que o cubo (a; —e,a; +¢€) X -+ X
(@ —€yam +€) x (b — 1,0y + 1) x -+ X (b, — 1,b, + 1) esta contido em

V x R™. 0,5
Além disso, o ponto zy = (zg,yo) pertence a V x R"™ (pois zyg € V) e
T(VxRY =V CV. +0,5

(c) (Cf. exercicio da Lista - [Elon].)

Devemos mostrar que ©(F) C w(F).
Seja a € w(F). Entao, pela definicao de fecho, existe uma sequéncia

z = (k, yr) € T(F), (xx, yx) € F, tal que xy = w(xp, Y1) — a. 0,2
Como F C R™ x K e (zg,yx) € F, temos que y;, € K, para todo k (k € N).
10,1

Sendo K compacto, segue-se que existe uma subsequéncia {y, } e um ponto
b€ K tal que yi, — b. (Usamos o teorema que diz que todo compacto num
espaco euclidiano é “sequencialmente compacto”.) +0,3
Entao, passando-se ao limite na subsequéncia xy, = m(x,, yr;) € usando que
(a,b) = lim(xy,;, yx,) (convergéncia é equivalente a convergéncia das coorde-
nadas) e que a aplica¢ao m é continua (item (b)), obtemos que a = m(a,b).

40,2
Além disso, F é fechado, entao (a,b) = lim(zy,,y,) € F = F (lembrando
que (zg,yx) € F para todo k). +0,1

Portanto, a = 7(a,b) pertence a w(F) (visto que (a,b) € F). +0,1



2. Cf. exercicio da Lista - [Munkres].

D1 £(0,0) = limy o LE02SOD — Jiyy, 020 — Jim, 40 = 0. 0,2
Dy f(0,0) = limy o LOZSOD — Jipy, 5 020 = Jim, 40 = 0. 0,2
Dif(0,y) = limy_o LE0SOU — Jiy, | JEDZ0 iy, LE0)
— lim,_q % — lim, g y(gg";yf; =lim, 0% = —y, y#0. 0,4
Dy f(,0) = limy_yo L2070 —Jim, o LD — i, 2 —p)
= lim;_,g % = lim;_,g i—; =z, x#0. 0.4
DyDy £(0,0) = lim_,o 2LOD=PUO0 iy, o =20 — Jim, (1) = —1.
Dy Dy f(0,0) = lim, o 22LE0-P2lO0) _ 4iy, (120 — Jiy, 51 = 1. 8:3

Como DyD;f(0,0) # D1D2f(0,0), pelo Teorema de Schwarz, concluimos
que f nao é de classe C* em nenhuma vizinhanga da origem 0 = (0,0). 0,5

3. (a) Sejam f: ACR™ - R"eg: ACR" — RP com f(A) C B. Se f
é diferencidvel em a (a € IntA) e g é diferencidvel em b = f(a) (b € IntB)
entao g o f é diferencidvel em a e Dgo f(a) = Dg(b) - Df(a).

Enunciado correto: 0,5; parcialment correto: 0,25

(b) Como aplicagoes de classe C'! sdao diferencidveis (Teorema), 0,3
pela Regra da Cadeia, podemos escrever Dgo f(z) = Dg(y)D f(z), para todo
reU,y= f(x), 0,2

e como a derivada é a matriz jacobiana (ou pode ser identificada com a
mesma), ou seja, Dgo f(x) = (D;j(go f)i(x)),i=1,---,p, j=1,---,m,
Df(l’) = (D]fl(l‘))a t=1-n 5 =1--,m, Dg(y) = (ngi(y))7 i =

L--,p,j=1-.n, 0,2
usando a definicao do produto de matrizes, obtemos
Dj(go f)i(x) = 3 —1 Drgi(y) D; fu(x) 0,2
o que, usando a notagao introduzida, nos da o resultado. 0,1
(c) o(t) = fog(t), onde g(t) = a+t(b—a), parat € (—¢,1 + €), para
algum € > 0. (Aqui usamos que [a,b] C U e que U é aberto.) 0,1
A funcao g é diferenciavel (é linear), logo, pela Regra da Cadeia, temos que
¢ também o é, em todo ponto do intervalo (—&,1 + ¢), 0,2
¢ ¢'(t) = Do(t) = Df(g(t))Dy(t) = Vf(g(t)) - (b— a). 0,2

Aplicando o Teorema do Valor Médio (para fungoes reais de uma varidvel) a
fungao ¢ no intervalo [0, 1], obtemos que existe um ponto s € (0, 1) tal que

¢(1) = ¢(0) = ¢'(s)(1 = 0). 0,3



Entéo, como ¢(1) = f(b), $(0) = f(a) e ¢'(s) = V[f(g(s)) - (b —a) =
Vf(a+ s(b—a))-(b—a), obtemos o resultado. 0,2

4. (a) Fixando um ponto zy € U, seja A = {x € U; f(z) = f(z0)}
(= f1({f(x0)}) ). Vejamos que A é aberto e fechado em U. 0,3

Dado a € A, pela hipdtese, existe uma bola aberta B com centro em
a em que f é constante. Como a € A, temos que f(a) = f(zo) e, sendo,
f constante em B, temos também f(z) = f(x), para todo x € B. Logo,
B C A. Portanto, A é aberto. 0,3

Seja b € A, sendo o fecho relativo a U, logo, b € U e existe uma sequéncia
{z}} de pontos em A com limite sendo b. Pela defini¢do de A, temos que
f(zr) = f(xo) para todo k. Dai, pela continuidade de f, passando ao limite,
obtemos que f(b) = lim f(xy) = lim f(zo) = f(z0), logo, b € A. Portanto, A
também é fechado em U. 0,3

Sendo A um subconjunto aberto e fechado em U, e U conexo, concluimos
que A =0 ouU—A = (. (Caso contrario, terfamos a cisao U = AU(U — A).)
Como A # () (pois g € A), segue-se que U — A = (), donde A = U, e,
portanto, f(x) = f(x¢) para todo = € U. 0,1

(b) Dado x € U, seja B uma bola aberta de centro = e contida em U (U
é aberto). Como qualquer segmento de reta [a,b] ligando os pontos a,b em
B esta contido em B, 0,3
pelo Teorema do valor médio para fungoes reais (questao 3.(c)) (notando que
f ¢ diferencidvel, pois é de classe C'), temos que dados quaisquer a,b € B
existe um ponto ¢ no interior do segmento [a, b] tal que f(b) — f(a) = V f(c)-
(b—a). 0,3
Mas sendo todas as derivadas parciais de f nulas (em qualquer ponto de U),
concluimos entao que f(b) = f(a), para quaisquer a,b € B, ou seja, dado
qualquer x € U, a funcao f é constante em qualquer bola de centro x contida
em U. Portanto, f é localmente constante, e segue-se entdo, pelo item (a),
que f é constante (em U). 0,4



