
MA311-2007-1o Semestre – Gabarito – Prova 1 – Manhã

Questão 1
µ = e−4x,

0,5 pontos até aqui

y =
∫
e−4xe3x cosxdx+ C

e−4x
= e4x

(∫
e−x cosxdx+ C

)

=
e3x

2
(sinx− cosx) + Ce4x.

Mais 1,0 ponto até aqui

y(0) = 1 =⇒ −1/2 + C = 1 =⇒ C = 3/2.

Mais 0,5 pontos até aqui

Resposta:

y =
e3x sinx

2
− e3x cosx

2
+

3e4x

2
.

Questão 2

Consideramos M(x, y) = x sen y e N(x,y)=(x2 + 1) cos y.

My = x cos y e Nx = 2x cos y,

logo, a equação não é exata. 0,25 pontos até aqui

Vemos que de fato µ(y) = sen y é um fator integrante pois:

µ(y)(x sen y)dx+ µ(y)((x2 + 1) cos y)dy = (x sen2 y)dx+ +((x2 + 1) sen y cos y)dy

é exata já que
∂((x sen2 y))

∂y
= 2x sen y cos y =

∂((x2 + 1) sen y cos y))
∂x

.

Mais 0,25 pontos até aqui
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Logo sabemos que existe ψ(x, y) tal que ψx = x sen2 y e ψy = (x2 + 1) sen y cos y. Logo
ψ(x, y) =

∫
x sen2 y dx = x2

2 sen2 y + φ(y). Logo ψy = x2 sen y cos y + φ′(y). Então (x2 +
1) sen y cos y = x2 sen y cos y + φ′(y). Logo φ′(y) = sen y cos y então φ(y) = sen2 y

2 + C. Deste
modo a solução geral do p.v.i. é:

ψ(x, y) =
x2 sen2 y

2
+

sen2 y

2
= C .

Mais 1,0 ponto até aqui

Mas y(1) = π
2 então 1 sen2 π

2
2 + sen2 π

2
2 = C logo C = 1. Portanto a solução pedida é:

sen2 y

2
(x2 + 1) = 1 ou sen2 y =

1
x2 + 1

.

Mais 0,5 pontos até aqui

(Note que sen y = ±
√

2
x2+1

então y(x) = ±arcsen(
√

2
x2+1

).)

Resolvendo pelo método das variáveis separáveis

(x sin y)dx+ ((x2 + 1) cos y)dy = 0 ⇔ x

x2 + 1
dx+

cos y
sin y

dy = 0.

Logo ∫
x

x2 + 1
dx +

∫
cos y
sin y

dy = 0.

0,25 pontos até aqui

Mas ∫
x

x2 + 1
dx =

ln(x2 + 1)
2

+ c1

Mais 0,25 pontos até aqui

e ∫
cos y
sin y

dy = ln |sin y|+ c2

Mais 0,25 pontos até aqui
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Logo
ln(x2 + 1)

2
+ ln |sin y| = c⇔ ln(

√
x2 + 1 |sin y|) = c

Mais 0,5 pontos até aqui

Mas y(1) = π
2 então c = ln(

√
2

∣∣sin π
2

∣∣) = ln
√

2. Logo a solução do p.v.i. na forma impĺıcita é:√
x2 + 1 |sin y| =

√
2

Mais 0,5 pontos até aqui

(ou, de forma exṕıcita, y(x) = ±arcsen
√

2
x2+1

).

Questão 3.

Solução da equação homogênea associada y′′ − 2y′ − 8y = 0

Equação caracteŕıstica: r2 − 2r − 8y = 0; ráızes:

∆ = 4 + 32 = 36

r = (2± 6)/2 =
{
−2

4

0,3 pontos até aqui

Conjunto fundamental de soluções : y1 = e−2x, y2 = e4x

Solução geral da equação homogênea:

yh = c1 e−2x +c2 e4x .

Mais 0,4 pontos até aqui

Solução particular yp Mais 1,0 ponto por um dos métodos

Por variação de parâmetros:
Wronskiano:

W (x) =
∣∣∣∣ y1 y2

y′1 y′2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ e−2x e4x

−2 e−2x 4 e4x

∣∣∣∣ = 4 e2x +2 e2x = 6 e2x .

0,2 pontos até aqui

Sabemos que yp = u1y1 + u2y2, onde u1 =
∫ W1(x)

W (x) dx e u2 =
∫ W2(x)

W (x) dx,
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0,2 pontos até aqui
sendo que

W1(x) =
∣∣∣∣ 0 e4x

3 e−2x 4 e4x

∣∣∣∣ = −3 e2x

e

W2(x) =
∣∣∣∣ e−2x 0
−2 e−2x 3 e−2x

∣∣∣∣ = 3 e−4x,

0,2 pontos até aqui logo

u1 =
∫
−3 e2x

6 e2x
dx = −1

2

∫
dx = −1

2
x (+c),

u2 =
∫

3 e−4x

6 e2x
dx =

1
2

∫
e−6x dx = − 1

12
e−6x (+c)

Mais 0,2 pontos até aqui e

yp = (−1
2
x) e−2x +(− 1

12
e−6x) e4x = −1

2
x e−2x− 1

12
e−2x

Mais 0,2 pontos até aqui

(note que 1
12 e−2x é uma solução da equação homogênea, logo podemos desprezar este termo).

Por coefiecientes indeterminados:

yp = Ax e−2x

0,5 pontos até aqui
(note que −2 é raiz da equação caracteŕıstica com multiplicidade um); derivando e substituindo
na equação, obtemos

y′p = A e−2x−2Ax e−2x

y′′p = −4A e−2x +4Ax e−2x;
(−4A e−2x +4Ax e−2x)− 2(A e−2x−2Ax e−2x)− 8(Ax e−2x) = 3 e−2x

−6A e−2x = 3 e−2x

A = −1/2

Mais 0,5 pontos até aqui

Solução geral da equação dada

y = yh + yp

y = c1 e−2x +c2 e4x−1
2x e−2x .
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Condições iniciais Mais 0,3 pontos

y(0) = 1 ⇒ c1 + c2 = 1; y′(0) = −1/2 ⇒ −2c1 + 4c2 − 1/2 = −1/2, logo (resolvendo)
c1 = 2/3 e c2 = 1/3.

Solução do pvi dado

y = 2
3 e−2x +1

3 e4x−1
2x e−2x .

Questão 4

4a) Enunciado do Teorema da Existência e Unicidade de soluções para equações diferenciais
de segunda ordem.

Teorema: Considere o problema de valor inicial
y′′ + p(t)y′ + q(t)y = g(t)
y(t0) = y0

y′(t0) = y′0,

onde p, q e g são funções cont́ınuas 0,3 pontos até aqui em um intervalo aberto I con-

tendo o ponto t0. Então, existe mais 0,2 pontos exatamente mais 0,2 pontos uma

solução y = φ(t) desse problema e a solução existe em todo o intervalo I. mais 0,3 pontos

4b) Verificando que φ1(t) = t2 sen(t) é solução do PVI :
t2y′′ − 4ty′ + (t2 + 6)y = 0
y(0) = 0
y′(0) = 0

Calculando as derivadas de φ1(t)

φ1(t) = t2 sen(t)
φ′1(t) = 2t sen(t) + t2 cos(t)

φ′′1(t) = 2 sen(t) + 4t cos(t)− t2 sen(t)

0,1 pontos até aqui
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Substituindo na equação diferencial

t2(2 sen(t) + 4t cos(t)− t2 sen(t))− 4t(2t sen(t) + t2 cos(t)) + (t2 + 6)t2 sen(t) =
2t2 sen(t) + 4t3 cos(t)− t4 sen(t)− 8t2 sen(t)− 4t3 cos t+ t4 sen t+ 6t2 sen t = 0
mais 0,1 pontos
φ(0) = 0
φ′1(0) = 0
mais 0,1 pontos

Logo, φ1(t) é solução da equação diferencial.

φ2(t) ≡ 0 é solução: t20− 4t0+ (t2 +6)0 = 0 mais 0,1 pontos e φ2(0) = φ′2(0) = 0.

mais 0,1 pontos

4c) Dividindo a equação diferencial por t2 temos

y′′ − 4
t
y′ +

t2 + 6
t2

y = 0.

O fato das funções φ1(t) e φ2(t) serem soluções da equação diferencial não contradiz o TEU,

já que a hipótese de p(t) =
4
t

e q(t) =
t2 + 6
t2

serem funções cont́ınuas em um intervalo
aberto I contendo t0 = 0 não está satisfeita.
0,25 pontos se a justificativa for incompleta

Questão 5

5a)
s

(s+ 1)2
=

A

(s+ 1)
+

B

(s+ 1)2
.

s

(s+ 1)2
=

A

(s+ 1)
+

B

(s+ 1)2
=
As+A+B

(s+ 1)2
⇒{

A = 1
A+B = 0

⇒ A = 1, B = −1.

0,1 pontos até aqui
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L−1

{
s

(s+ 1)2

}
= L−1

{
1

s+ 1

}
︸ ︷︷ ︸

e−t

−L−1

{
1

(s+ 1)2

}
︸ ︷︷ ︸

G(s+1)

mais 0,1 pontos

onde L−1{ 1
s+1} = e−t; mais 0,2 pontos L−1{G(s+1)} = e−tg(t); mais 0,2 pontos

g(t) = L−1 {G(s)} = L−1

{
1
s2

}
= t mais 0,2 pontos ⇒

L−1{G(s + 1)} = e−tt. mais 0,1 pontos Logo, L−1

{
s

(s+ 1)2

}
= (1 − t)e−t.

mais 0,1 pontos

5b) A função f pode ser escrita como

f(t) = u2(t)− u4(t)

Para resolver o problema de valores iniciais

y′′(t) + 4y(t) = f(t) = u2(t)− u4(t), y(0) = y′(0) = 0,

calculamos a transformada de Laplace em ambos os lados da equação:

L{y′′}+ 4L{y} = L{u2(t)} − L{u4(t)}

Usando a propriedades da transformada de Laplace com respeito a derivação e linearidade,
usando a tabela para L{uc(t)} e denotando por Y (s) a transformada de Laplace de L{y},
a equação fica

s2Y (s)− sy(0)− y′(0) + 4Y (s) = e−2s/s− e−4s/s

Como y(0) = y′(0) = 0, temos então

(s2 + 4)Y (s) = e−2s/s− e−4s/s ou Y (s) =
e−2s

s(s2 + 4)
− e−4s

s(s2 + 4)
.

0,2 pontos até aqui

Denotemos por H(s) = 1/s(s2 + 4). Se encontramos a transformada inversa h(t) de H(s),
então pela tabela vamos ter que

y(t) = u2(t)h(t− 2)− u4(t)h(t− 4).
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Mais 0,3 pontos
Calculemos então a transformada inversa de H(s): por frações parciais,

1
s(s2 + 4)

=
A

s
+
Bs+ C

s2 + 4
=

(A+B)s2 + Cs+ 4A
s(s2 + 4)

,

de onde podemos deduzir que A = 1/4, B = −1/4 e C = 0. Assim,

H(s) =
1
4

(
1
s
− s

s2 + 4

)
.

Pela linearidade da transformada inversa e pela tabela, temos

h(t) =
1
4
(1− cos(2t)) .

E finalmente

y(t) = 1
4 (u2(t)(1− cos(2t− 4))− u4(t)(1− cos(2t− 8))

Mais 0,3 pontos até aqui

5c) Pela definição da função uc(t) = 0 para 0 ≤ t < c e uc(t) = 1 para c ≤ t, temos que

y(t) =


0, 0 ≤ t < 2
1
4(1− cos(2t− 4)), 2 ≤ t < 4
1
4(cos(2t− 8)− cos(2t− 4)), 4 ≤ t

0,0 pontos se errado
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