MA-311 - Noturno — Célculo III la. Prova

1. (2.0 pontos) Considere o problema de valor inicial

zy —y =z cosz, y(z0) = Yo

a) (1.0) Resolva este problema para xo = e yo = 7/2.

b) (0.5) O problema tem solugao para xo = 07 Podemos usar o Teorema de Ezisténcia e
Unicidade para responder esta questao?

c) (0.5) Justifique que para xg # 0 o problema tem solug¢io. Neste caso (rg # 0), para
que valores de yo a solugao fica limitada (i.e. para alguma constante ¢, temos que |y| < ¢ para
qualquer valor de x)?

1.(a)
y — %y = cosz.
Fator integrante: p = of =2z — g=Inlal (+0) = elnlel~! = 2|7t = £2 1.
0,3 pontos até aqui.
Tomando p = 2~ ! = 1/z e multiplicando a equacdo por p, obtemos
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y = [“2Edr. Tomando a primitiva [ <%2ds, ficamos com [ €BEdy = [* <25 ¢ e
entao

y:xfx%ds—i—c:v.

™

+0,1

Impondo a condigao inicial z = 7, y = 7/2, obtemos 7/2 = cw, ¢ =1/2, +0,2

logo, a solugao pedida é |y = x [T 5ds + x/2 |

1.(b) Nao podemos usar o TEU, pois a equacao se escreve como ¥y’ — %y = coszx e a fungao
p(z) = —% nao é continua em zy = 0 (nao pode ser definida em x = 0 de forma que seja continua,
nao tem limite quando = tende a zero). 0,4 pontos

Tomando = = 0 na equagao, obtemos y = 0, logo, o problema para xy = 0 s6 pode ter solugao
se yo = 0. + 0,1

(Para yo = 0 (e zop = 0), da resolugdo do item a), temos que se o problema tivesse uma
solucdo y entao y = x ff Cosﬁds + cx para todo x > 0. Dai, é possivel verificar que nao existe
Y (0) = limgo4 £ = limg04 [ %28ds +¢.)

1.(c) A equagdo se escreve como y' — %y = cosz. Como as fungoes p(x) = —% e q(x) = cosx
s@o continuas nos intervalos (—o0,0) e (0,00) e 29 # 0 pertence a um desses intervalos, 0,3
concluimos, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, que o problema tem solugao. + 0,2.



2. (2.0 pontos) Ao encontrar um fator integrante da forma x%y° de modo a tornar exata a equagdo
diferencial, descreva suas solugoes:

(—4x?y — 2xy*)dx + (22° — 32y)dy = 0.

Multiplicando a equacdo dada por z%y®, obtemos

(_4ma+2yb+1 o 2xa+1yb+2)dx + (zxa+3yb o 3$a+1yb+1)dy — 0

0,2
A condigao a ser cumprida para que esta equacao seja exata vem a ser
—4(b + 1)wa+2yb _ 2(b + 2)$a+lyb+1 _ 2(a + 3)xa+2yb _ 3((1 + 1)$ayb+17
+ 0,4
0 que Impoe
—4(b+1)= 2(a+3) 4= —1
—-2(b+2)= 0 isto é, { b:—2
-3(a+1)= 0, 7
+ 0,2
Concluimos que o fator integrante apropriado é 2~y ~2, com y # 0. + 0,1
Em particular, deve-se examinar se y = 0 é solucao, o que é o caso. + 0,1
A equagao diferencial
(—4zy™' = 2)dx + (22%y 2 — 3y Hdy =0
é, portanto, exata. + 0,2
Logo, ha uma fungao ¥ (z,y) tal que
V= —4zy ' —2 e Py = 22y~ — 3y~ L.
+ 0,2
Integrando a primeira igualdade acima, resulta ¢ = —2x%y~! — 2z + g(y). Ao usar a segunda
igualdade, encontramos entdo ¢'(y) = =3y~ !, ouseja, g(y) = —3Inly| (+c) + 0,3.
Enfim, temos que a equacgao diferencial em discussao apresenta y = (0 como solugao singular
+0,1
e, implicitamente, 2x2y~! 4 2z 4+ 3In|y| = ¢ como solugdo geral, com ¢ sendo uma constante
arbitraria. + 0,2



3. (2.0 pontos) Considere a equagao diferencial

1
$2y// + xy/ _ iy _

Vo, x> 0.

(a) (1.0) Encontre a solugao complementar resolvendo a equagdo homogénea associada.
(b) (1.0) Usando o método de varia¢ao dos pardmetros encontrar uma solug¢do particular.

(a) Equacdo de Euler, z2y” + axy’ + By =0,
Equagdo indicial (72 + (o —1)r+8=0): r%—
CFS: gy =2l/?

, Y2 = a1/

1
Z

a=1, §=-1/4.

=0; raizes: r==+1/2.

Solugao geral (da equagao homogénea associada):

y=cr+ce/Jr|

(b) Solugao particular: yp = v1y1 + vays;

/Wi o —3/2
Yol +yhy, = 27

{ y1v] +yavh = 0

Determinante (wronskiano), W = Wy, yal:

yp = (Inx)
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. =-1/x.
_%36—5/2 /x

= (~o)(-a7%) =a7;

v = [z 4z =Inz (+c)]|.

x1/? 0
%x—1/2 2—3/2

Vo = —X|.

1/2
b

yp = —vz(1 —Inz)|.

0,2
+0,2
+0,4
+0,2
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+0,2

+0,2

+0,2

+0,2

+0,1



4. (2.0 pontos) Dada a e.d.o.
L@ @) L@ _ e
5Y +y +y =e P cosx + 3,
(a) resolva a equagao homogénea associada;

(b) usando o método de coeficientes indeterminados apresente e justifique a forma da solugao
particular. Nao calcule os coeficientes!

(a) Equagdo caracteristica: 3ri+r%+r2=r?(3r2 +r+1)=0. 0,2
r = 0, multiplicidade 2. + 0,2
W ar+1=0, 1242 +2=0, r="2H18 = 144 + 0,2

Solugao geral da equagao homogénea:

y=-c+cox+czeFfcosx+cge ™ senx‘.

+0,4
(b) O método dos coeficientes indeterminados, nos diz que se temos uma equagao (e.d.o.) linear
com coeficiente constantes L]y] = g, com g da forma g(z) = P(z)e“*(cos fx ou sen ), entao a
mesma tem uma solugao particular da forma z®e**(Q(z) cosx + R(x)senx), onde Q(z) e R(x)
s@0 polinémios de grau igual ao grau de P - os mesmos (seus coeficientes) podem ser determinados
por substituicdo na equagao - e s é igual a zero, se « + 98 nao for raiz da equagao caracteritica,
e igual a sua multiplicidade, se for raiz.

A equagao dada é linear da forma L[y] = g1 + g2, com g1 e g2 da forma P(x)e** cos Sz,
sendo, respectivamente, P(z) o polindmio constante 1 (grau 0), « = —1, 8 = 1, e, P(x) o
polinémio 3z (grau 1), « = f = 0. Logo, pelo método dos coeficientes indeterminados, para a
equacao L[y|] = g1 a forma da solugao particular é

z®e ¥ (Ccosz+ Dsenx).

+ 0,2

e para a equagao L[y|] = g2 a forma da solugao particular é
x°(A+ Bzx)

+ 0,2
Para a primeira temos que s = 1, pois a + i = —1 + ¢ é uma raiz com multiplicidade 1 da
equagao caracteristica, + 0,2
e para a segunda, s = 2, pois a+i8 = 0 é uma raiz com multiplicidade 2 da equagao caracteristica.

+ 0,2

Finalmente, como a equacao ¢é linear, podemos somar as duas solugoes dadas acima, para obter
a solugao particular yp:

yp =z e *(Ccosw + Dsenz) + 2%(A+ Bx) |

+0,2



5. (2.0 pontos) Considere a e.d.o.

(x =1y —ay +y=0, x> 1.

Usando o método de redugao de ordem, resolva a equagao, dado que yi(x) = e

T € solugao.
Determinar uma sequnda solugao da forma ya(x) = v(z)y1(x).
Escrevendo y = yo = ve”, temos:
Yy =ve+v'e", Yy =ve”+20 e” +v"e”. 0,2
Assim,
(z 1)[v+2v + V" —z(v+v)+v=0
( — 1"+ (z - 2)0" =0
"4 I=2y = Q.
10,6
Fator integrante: u(x )—efz e _ of 5 e o(J1da—f Ty )dz _ o—n(z—1) _ oo In(z—1)"
o +0,4
Entao reescrevemos

z /
(x‘ilvl) =0 :>x V= =V(r)=c(z—1)e "

= v(x) —clfx—l “Tdx
v(@)=c [~(z—1)e "+ [eTdz] =ci(l-2)e*—cre " +e

=cixe T +oeo.

(u=x—1, dv=e77)

+ 0,4
Tomando ¢; = 1,c0 =0, temos v =ze" " eentao, yo =ze *e* ==z
Assim,

y =c1e* +cax|

+0,4



