Exercicio. Resolver o problema
y' + w?y = sennt, y(0) =1y (0) =0,

onde n é um inteiro positivo e w? # n? (usando séries de Fourier). O que
acontece se w? = n??

Resolugao.  (Tentando encontrar solugao periddica, com periodo 27, por
séries de Fourier, i.e. y = ag/2 + > ;- (a) coskt + bysenkt), vemos que o
problema nao tem solu¢ao desta forma — a condi¢do 3'(0) = 0 nao serd
satisfeita.)

A solugao geral da equagdo homogénea associada é (facil de se obter)
Y = €1 cos wt + casenwt,

logo a solugao do problema deve ser (pela teoria das EDOs lineares de segunda
ordem)
Y = ¢1 coswt + cosenwt + y,,

onde y, ¢ uma solugao particular da equacao e ¢, ¢ sao constantes tais que
as condigoes iniciais y(0) = 3/(0) = 0 sa@o satisfeitas. Tendo em vista o lado
direito da equagao, procuramos uma solucao particular que seja uma fungao
fmpar e periddica, com periodo 27, i.e. y, da forma

Yp = Z bpsenkt.
k=1

Derivando e substituindo na equacao chegamos a
0.)
Z w? — k?)bysenkt = sennt;
k=1

logo

2 2y _ )1, sek=n
(w k)bk_{(), se k#n

Como w? # n?, segue-se que



Tomando b, = 0 para todo k # n, obtemos

1
Yp = ———=sennt
Pwz—n? ’
logo
1
Y = c1 coswt + cosenwt + ————=sennt.
2 _ 2
w?—n
Impondo as condigoes iniciais y(0) = ¥ (0) = 0 vem que ¢ = 0 e
¢y = —n/w(w? — n?). Portanto, a solugao é
=1 —_n
Y= 5 sennt w(wLng)senwt .
Caso w? = n?, o lado direito da equacdo, sennt, é uma solucio da

equacao homogénea e o método acima nao fornece uma solugao particular.
(Pelo método de variacao dos parametros ou dos coeficientes indeterminados
podemos encontrar uma solucgdo particular y, = —(t cosnt)/2n.)



