IMECC-UNICAMP
Anélise I - 1o. sem 2009
Prof. Marcelo Santos

Exercicios Selecionados sobre o Capitulo 8 — Derivadas

FExercicios retirados do livro-texto

1. Sejam f,g,h : X — R tais que f(z) < g(z) < h(z) para todo x € X. Se f
e h sao derivéveis no ponto a € X N X', com f(a) = h(a) e e f'(a) = h'(a)
prove que g é derivdvel nesse ponto, com ¢'(a) = f’(a).

2. Seja f: X — R derivavel no ponto a € X N X/, N X" . Se z, < a < y, para

todo n e limz,, = limy,, = a, prove que lim,_.oo[f(yn) — f(@n)]/(Yn — xn) =
f'(a). Interprete este fato geometricamente.

3. Dé exemplo de uma fungao derivavel f : R — R e sequéncias de pontos

0 < z, < ¥yp, com limz, = limy, = 0 sem que exista o limite
imy,—oo[f(Yn) — f(@n)]/(Yn — 20) = f'(a).
4. Admitindo que (e*) = €” e que lim, .o €Y/y = oo, prove que a funcdo

: R — R, definida por f(z) = e~1/%* quando z # 0 e f(0) = 0, possui
f P q P
derivada igual a zero no ponto z = 0, o mesmo ocorrendo com f’, com f” e
assim por diante.

5. Seja I um intervalo aberto. Uma funcio f : I — R diz-se de classe C?
quando é derivavel e sua derivada f’: I — R é de classe C'. Prove que se
f(I)yc Jeg:J — R também é de classe C? entdo go f : [ — R é de
classe C?.

6. Seja I um intervalo com centro 0. Uma funcao f : I — R chama-se par
quando f(—z) = f(z) e impar quando f(—z) = —f(x), para todo = € I.
Prove que se f é par, suas derivadas de ordem par (quando existem) sao
funcgoes pares e suas derivadas de ordem impar sao fungoes impares. Em
particular, estas ultimas se anulam no ponto 0. Enuncie resultado andlogo
para f impar.

7. Se f: R — R é de classe C', o conjunto dos seus pontos criticos é fechado.
Dé exemplo de uma funcgao derivavel f : R — R tal que 0 seja limite de uma
sequéncia de pontos criticos de f, mas f/(0) > 0.
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Seja f : R — R derivavel no intervalo aberto I. Um ponto critico ¢ € I
chama-se ndo-degenerado quando f”(c) é diferente de 0. Prove que todo
ponto critico nao-degenerado é um ponto de méximo local ou de minimo
local.

Prove que se o ponto critico ¢ da funcao f : R — R é limite de uma sequéncia
de pontos criticos ¢, # ¢ entao f”(c) = 0.

Seja f : [a,b] — R continua, derivavel em (a,b), exceto possivelmente no
ponto ¢ € (a,b). Se existir lim,_,. f'(z) = L, prove que f'(c) existe e é igual
a L.

Se f: I — R cumpre |f(y) — f(z)| <cly—z|*coma>1,ceRex,yel
arbitrarios, prove que f é constante.

Prove que se f : X — Y é derivdavel e f/ : X U X’ — R ¢é continua no
ponto a entdo, para quaisquer sequéncias de pontos x, # y, € X com

lim x,, = limy, = a, tem-se lim[f (y,) — f(zn)]/(yn — zn) = f'(a).

Dada f derivd vel no intervalo I, sejam X = {f'(x);xz € I} e
Y ={[f(y)— f(x)]/(y—=z);z #y € I}. O Teorema do Valor Médio assegura
Y C X. Dé exemplo em que Y # X. Prove que X = Y e conclua que
supX =supY einf X =infY.

Prove que o conjunto dos pontos de maximo ou de minimo local estrito de
qualquer funcao f: R — R é enumeravel.

Seja f : (a,b) — R limitada e derivavel. Se nao existir lim, .4+ f(z) ou
lim, ., f(x), prove que para todo ¢ € R existe x € (a,b) tal que f'(x) = c.



