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1 Introducao

Nestas notas faremos uma breve introducao aos espagos de Besov B; (R")
seguindo a referéncia [19]. O nosso propdsito é dar uma nogao sobre os mesmos,
enunciando resultados e dando algumas demonstracoes. Essencialmente todas
as demonstragoes podem ser obtidas em [19]; v. também [20] e [3]. Uma das
nossas motivagoes para estudar os espacos de Besov é a equacao de Vlasov—
Poisson.

A equagao (ou sistema) de Vlasov—Poisson é a seguinte:

e+ v -V +7E-V,f=0. (1)
Aqui, f = f(t,x,v) >0, t >0, x,v € R", vy =1ouy = —-1,e E ¢
um campo de forgas do tipo gravitacional (v = —1) ou eletrostdatico (y = 1) o

qual estd especificado na Segao 4. A nossa referéncia basica para (1) é o livro de
Robert T. Glassey [9]. Esta equagao aparece em Mecanica Estatistica. Ela pode
modelar um conjunto de particulas massivas interagindo pela acao gravitacional
(v = —1) ou um gés ionizado (y = 1), supondo em ambos os casos a auséncia
de colisoes. No caso de presenga de colisoes, ela fica nao—homogénia, i.e. com o
lado direito da mesma diferente de zero, ou melhor, neste caso temos a famosa
equacao de Boltzmann; v. e.g. [4].

Outras motivagoes sao as seguintes:

1. Para s > 0 nao inteiro, os espagos de Besov B; , coincidem com os espagos
de Sobolev W#P(R™). Em particular, os espagos de Besov B; , ¢ uma alter-
nativa para definir os espagos de Sobolev W*P(R") de indice fracionario.
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2. Os espacos de Besov sao espagos naturais para estimativas de convergéncia
de solugoes aproximadas de equagoes diferenciais [2].

3. Interesse dos mesmos em equagoes elipticas [§].

A aplicagao dos espagos de Besov a equagao (1) provém de resultados de
regularidade, como o seguinte teorema de DiPerna—Lions-Meyer (1991):

Teorema 1 [5] Sejam f e g € LP(R" x R") satisfazendo a equagao
v-Vif=9g, x,veR" (2)

onde 1 < p<2. Se f(x) o Jan F(x,v)¥(V)dv, com ¥ € CF°(R") (arbitrdria),
entio f € B;,(R"),onde s = 1/p'(p’ € o expoente conjugado de p,i.e. Z—H—}% =1).

Este teorema dd uma regularidade que pode ser chamada de reqularidade de
média de velocidade, uma vez que fisicamente v representa uma velocidade e f é
definida integrando-se em rela¢ao a v. Em [5] encontramos outros resultados de
regularidade de média de velocidade. O termo v -V f é, a menos de f;, a parte
linear na equacao (1), logo podemos esperar uma regularidade nas solugdes da
equagao (1). Fazendo uma pequena adaptagao da demonstracao [5] do Teorema
1, temos a seguinte versao ‘no infinito’ do mesmo, cuja idéia da demonstracao
damos na Secao 3:

Teorema 2 Sob as mesmas hipoteses do Teorema 1, se
ra def
foo(x) = / f(x,v)dvdv,
[v[>K

K > O (arbitririo) ¢ £, g, [v"f, [v|"g € LYR" X RY), sendo 8 > n 1,
entdo f., € B, ,(R") onde também s = 1/p’.

Estas notas estao divididas em cinco secoes. Na Segao 2 fazemos nossa
exposicao sobre os espagos de Besov By (R"). A Segdo 3 contém a idéia da
demonstracao do Teorema 2. Na Secao 4 damos uma idéia da demonstracao do
Teorema de Horst—Hunze sobre a existéncia de solugao da equagao (1) com uma
simplificagdo em relagdo a demonstragao original em [12] devida a H.N. Lopes
e M.C.Lopes [14].

Elas constituem um mini-curso que foi ministrado inicialmente na Escola
de Verao da UFPB em 1997, sob a coordenacao dos Profs. Aldo Maciel e
Marivaldo Matos, a quem agradecemos pela oportunidade e motivagao. Agora
temos novamente a grata satisfacao de repetir o mesmo a convite do Prof. Joao
Marcos Bezerra do O que demonstrou interesse no assunto e nos apontou a



referéncia [8], o que é um grande estimulo para nds e a quem estendemos os
nossos agradecimentos, bem como a todo o Departamento de Matemética da
UFPB.

A origem das mesmas e 0 nosso interesse e aprendizagem no assunto devem-
se a um trabalho iniciado com os professores H.N. Lopes, J. Soler e M.C. Lopes.
Especialmente a abordagem dada no Capitulo 4 foi apreendida de discussoes
com H.N. Lopes e M.C. Lopes.

Joao Pessoa, Janeiro de 2003.



2 Os espacos de Besov no R"

Nesta segdo definimos os espagos de Besov no R", denotados por B; (R"), e
apresentamos resultados basicos sobre os mesmos. A nossa referéncia é o livro
de H. Triebel [19]. Damos algumas demonstragoes que esperamos passarem uma
idéia natural da construcao e de como lidar com estes espacos. Essencialmente
todas podem ser obtidas em [19]; v. também [20] e [3].

Admitimos uma certa familiaridade do leitor com a teoria das distribuicoes
temperadas de Schwartz, denotadas por S’ (R™), com os espagos de Sobolev de
indice natural, W*?(R"™), com os espacos de Sobolev de indice real modelados
no L?, H°(R"), e com alguns elementos de Andlise Funcional. Admitimos uma
boa familiaridade com a transformada de Fourier. Trés boas referéncias para
esses tGpicos sao os livros de M. Reed e B. Simon[17], R. Adams][1] e R. I6rio[13]
(recomendamos também [18, Capitulo 1] para uma rapida exposi¢do sobre as
distribuigoes temperadas e os espagos de Sobolev H*(R™) ). No Apéndice damos
alguns resultados e idéias basicas que usaremos com frequéncia.

Para motivar a definicao dos espacos de Besov B;q(R”) comegamos lem-
brando a definigao dos espagos de Sobolev W”?(R"™) com indice natural m e
1<p<oo:

WP (R™) € {f € S'(R™); || f|lwms < 00}

onde

ef a
1A llwmo = OS2 D FI ) 7

|a|<m
Em particular,
H™ (Rn) def W Q(Rn)

Devido a relagao F(D* f) = (i§)*F f, onde F denota a transformada de Fourier,
e a identidade de Parseval, temos que (Teorema 18 no Apéndice)

H™R") = {f € S'®RY); [|f|lmm € |F LA+ EPFflle < 00} (3)

e as normas || - ||ymz e || - ||gm sdo equivalentes. Em (3) faz sentido tomar
m = s € R. Fazendo isto, obtemos (por definigdo) os espagos de Sobolev com
indice real s qualquer, modelados no L?. Outra generalizacao de (3) é obtida
substituindo-se o L? pelo L?, o que d4 origem aos espacos de Lebesgue:

def

HyR™) = {f € S'(R"); || fllms = [|F L+ [E°)PF fllee < o0}

Observagao 1 Temos a igualdade H)" = WP enire os espagos de Lebesgue e
de Sobolev para qualquer m natural [19, p.169].
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Acontece que a norma || - |[gs é equivalente a seguinte norma em H,(R")
[19, Teorema 2.3.3,p.177]:

~ 1/2
def s
Fs, = inf || (Z(23|aj|)2> [l (4)

J=0

onde o infimo é tomado sobre todas as decomposi¢coes
o
S/
f:Zaj, Spt]:(lj CMj, (5)
=0

sendo

M, % (g e R, 2 < g < 24, j=1,2,--

My & {¢ e R €] < 2}

Observemos que outra maneira (uma maneira conveniente) de escrevermos (4)
¢é a seguinte:

def s
F;f, = 1nf|| ||(2 ]|CLJ|)||[2 ||LP < OO} (6)

onde
oo

def def
o)z €1l (O o7 < o).

Mais geralmente, temos os espagos

€ {(ay)iz; € R, | xjm“fzn ) < oo}
paral <g<ooe

oo = {(ay); 25 € R || (&)l = (sup ) < ool

Uma generalizagao de (4) ou, equivalentemente (6), é obtida substituindo /5 por
l4, 0 que dé origem aos espagos F; (R") (conhecidos como espagos de Triebel-
Lizorkin):

F2 (R E {f € SR |Iflle, € it || |2 [0 < 00} (7)

Finalmente, trocando a ordem de I, e L, em (7) chegamos a definicao dos
espagos de Besov em R". Precisamente, temos:

5



Definicao 1 Para —co < s < oo, 1 <p<oo el <q< oo, definimos

s /oy def n S oo
B, (R") ={feSR"); f= ijoaj, sptFa; C M;
def 5i
e ()i, = Il 2¥]]a;l|e) (|, < oo}

munido da norma

[1£]

def ) .
By, = inf 1 (27]]ajlze) [,
a;

sptFa; C M;

Feita a definicao dos espacos de Besov, devemos ver as suas propriedades.
Aqui, veremos algumas bésicas. A primeira que veremos é que eles contém
os espagos das fungoes rapidamente decrescentes S(R"), Teorema 3 abaixo. A
demonstracao deste resultado nos dard uma idéia sobre a construcao e uma
certa familiaridade na lida dos mesmos.

Teorema 3 S(R") C B; (R™) com a inclusao continua.

Demonstracao: Seja 6 uma fungao em C§°(R") tal que

spt C {E € R™ 27 < €] <2}, 6(€) >0 se %SHS\/E

e 0<0(§)<c= min1<\5m9<£>, VEER™; € > V2 ou [¢] < 5

Definamos 0(§) = o 0(27%¢), k= . Observamos que Y ;- 0;(§) < oo
para todo £ € R™ e Y12 04(¢) 2 para todo £ € R tal que |€] > V2. De
fato, se [§] < 1 entao Y ;o 0k(&) =0 < oo;se 1 < |§] <2entdo > o, 0k(§) =
0.(¢) < oo (notemos que 61(€) = 0(£/2) > ¢ para V2 < |€] < 2); e se [€] > 2
entdo existe um tnico [ € {2,3,--- } tal que 271 < |¢] < 2!, logo Y77, 0k (€) =

£

01-1(§) + 01(€) = 0(555) + 0(5r) > ¢ visto que B on 5f;
[1/v2,v2].

Agora seja 6y € CP(R™) tal que spty C {& € R™; || < 2}, 6, > 0 e
60(&) > ¢ se €] < +/2. Entao Y reo0k(€) > ¢ para todo € € R”, logo podemos
definir uma fungao ¢; pela equagao

pertence ao intervalo

= (27r)7n/2<zek)719j7 .7 = 071727"'

Observamos que ¢; € S(R") ja que §; € C3°(R"), logo f * ¢; € S'(R™) para
quaisquer f € S'(R") e j=0,1,2,-- Afirmamos que

FEY frp VFeS®Y, (8)
j=0



ou seja,
FE SR enref
= 220X hso 0r)~'0; f, VfeSR).

Para provarmos (9), definimos

N 00
$YN = Z 0/ Z 0.
j=0  j=0
Observamos que (9) é conseqiiéncia de

S
pon — p, Yoe SR,
N — oo

(10)

o que passamos a provar. Temos que ¢y (&) = 1 se [£] < 2V, pn(€) = 0 se

€] > 2N+ e

On(E) _ 0(¢/2%)

pn(§) =

On(€) +0na(€)  0(5/2V) +0(¢/2V )

se 2V < [¢] < 2Nt ¢ N > 1, ou melhor, nestas tltimas condi¢des temos

on (&) = (€/2Y), onde

@ 08
YO = T

Dai, dados quaisquer multi-indices «, 3, sendo 3 # 0, temos:

SUP¢ern €% (pon — ©)(§)] = SUP¢ern 1£%0(E) (o (§) —

< supjgson [€40(E)|— (v—o0) 05

SuPgegn £ DP (0on — ©)(€)] < supjgsan [E*(DP@)(€)(@n () —
21 ciy1<p Gy SN g <an+1 (€2 (DPT70) () (D7) (6)]

= SUP|¢|son £2(DP)(€)|

+ 1<yl G SUPY e cant [€4(DP770)(€) g (D7) (55
< supjgsan [E1(D7R) ()] + 31 j1<p 37571 DY o SUD g v [€7(DP

—(N—oo) 0.

Acabamos de provar (10), logo (8).

"))

Pela defini¢do de ¢; e pela féormula (40) do Apéndice, é 6bvio que spt F( f *
©;) C M;. Entao agora é suficiente mostrar que existe uma constante ¢ tal que

1S @il b, < e D 11D fllow

laf,|8]<m

(11)



para algum m € N, para toda fun¢ao f em S(R"). (Lembramos que S(R") é

um espago de Fréchet com a familia de semi-normas || f||o g o l|z*DPf||, e que

a transformada de Fourier ¢ um isomorfismo em S(R").) A fim de mostrar (11),
temos as seguintes estimativas (cf. [19, p.175]):

29| f % ul|o = 29||FH((2m)"2 f6) | o

29[| (1 + )" F 2 (F85) e

(onde ¢; = (2m)7/2||(L+ |2[*) 7"z )

2% Z\a|<2n |z F=H(f )| ee
“

IN

IN

(visto que (1+[a)" = (L +2f + - +27)" <3010 con 7))

2% Z\a|§2n |F~H(D f%pj))HLm (12)
€92 Z\a|§2n ’|Da(f90j)”L1 )

€32 3 <o L+ [EP2)" D ()|

4 [ can 101+ €247 D2 fl]

S o 0+ 17D 1]

IA AN IA

se s > 0 (para o caso s < 0, tomamos a iltima desigualdade sem o s) onde o
serd escolhido abaixo e usamos o seguinte:

D(fg) = Y ¢ (DVf)(D ),

[v[<2n
logo

> Dfg) <> Df]-[ D D]

la|<2n la|<2n la|<2n
e, como spt @; C M;, temos
2|0+ EP) Dl
= 2¥supgeyy; [(1+ [€]7)77D;(S)] (13)
< supgey, [(1+[€17)°77D¢;(8)],
pois para j = 0 temos 29 =1 < (14 [£]?)* (s >0) e paraj > 1 temos

geM; = 271 ¢ = 22070 < [¢P?
= 20 < 1422070 <14 g2 = 29 < (1+ [¢2)%:

agora, vamos estimar ||D*®;||o0, 7 > 1:

Ble) = (2m) 0 /Zek



logo ¢;(&) =0 se EEM; e ;(§) = 6(2%) se £ € M;, onde

] 0(¢)
0(&) +0(8)+0(£/2)

B€) E (2m) "/

sendo 6(€) o 00(&) se j =1 e 0(€) = 0(2€) se j > 2; daif obtemos

(D°B)E) = 5 (D°B)(E/2)
se £ € M; e zero, caso contrario, logo,
DBl < 555110l
25l
de (12), (13) e (14), obtemos

1211 = illee) l, < 6520 g1m 187 D7 fllze]
122779 32 <o tar) [l
< X ipiem €Dl os

(14)

com ¢ = cz||(22(=9) > lal<n 517) [, < oo para 0 > s e m suficientemente

grande; portanto, concluimos que
S(R") C B; ,(R")

com a inclusao continua, para quaisquer s € R e p € (1,00). W

(15)

Observagao 2 Seja N € N (N = {1,2,---}). A seqiiéncia (¢;)32, construida
na demonstragcao do Teorema 3 satisfaz as sequintes propriedades com N = 1

(cf. [19, p.171]):
. p;eSR") ey; >0paraj=0,1,2,---

2. sptg; C{EERM 2N <] <2 N} para j=1,2,--- esptyy C {€ €

R €] < 2V}

3. Existe uma constante positiva c tal que Z;O:o $;(€) > ¢, paratodo £ € R™;

4. Para todo multi-indice «, existe uma constante ¢, tal que

[(D¢5)(E)] < e

para 7 =1,2,---



Teorema 4 [19, p. 172] Sejam s € R, p € (1,00) e q € [1,00]. Para qualquer
seqiiéncia (@;) que satisfaca as condicoes 1-4 da Observagdo acima, temos que

def

By (R") = {f € SR [If1l5;. 110 * 05l liamy < 00},

def si p .
onde ||(f * 0)lligry = 1VI[f * @5llLo)lls,. Além disso, || -|
normas equivalente em By (R™).

5, € -l sio

Teorema 5 ParasceR,e>01<p<ooel <q < g <00, temos

S(R") C Bit<(R") C B:,(R") C B3, (R")
C By, (R") C B} o (R) C By (R)

Psq2

com todas as inclusées continuas.

Demonstracao: A primeira inclusao é dada pelo Teorema 3. Para a segunda,

dada qualquer decomposicao f = > a; € BykS, temos

1flls;, = N2 ajl) el = 32724 2 lay]] v
< (20 27D lag] o) [
logo
1 1lss, < cllfllsgsc. (16)
Agora, vejamos que
B, (R") C B, (R") (17)

com a inclusdo continua, para quaisquer s € R, p € (1,00) e g1 < ¢ em

[1,00]: Se f = > a; € By, entao (2¥]|a;||z») € lg; como Iy, C Iy, com a

inclusao continua, segue-se o resultado. A ultima inclusao é um caso particular
da segunda.

Observacao 3 E imediato da Definicao 1, que também vale a inclusdo continua
By (R") € By (R")

sempre que So < S7.
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Observacao 4 Aproveitando o enunciado do Teorema 4, demos a definicao da
norma || - |[1s(z»). Na verdade, temos os espagos

s def ) s
l(LP) = {(a))iZ0; a5 € LP e (2¥[a;[10) € I}
com a norma (repetindo a definigdo dada no Teorema 4)

1(a;)

Mais geralmente, dada uma seqiiencia de espacos de Banach (Aj);“;o, podemos
definir o espago

def :
i) = 112 as] o) i, -

ef 00
l(A) € {(a)Z0; a5 € Aj e (|lajlla,) € 1}

munido da norma

1@ lyany = 11 (1)) i,
Pode-se provar que [,(A4;) é um espago de Banach, para todo ¢ € [1, 00]. Note-
mos que [$(LP) = l,(A;) para A; = LP munido da norma || f|[a, = 2¥]| f||».

Usando o Teorema 4, com a ajuda do Lema elementar de Andlise Funcional
abaixo, podemos demonstrar facilmente que os espacos de Besov sao espacos de
Banach, Teorema 6 abaixo.

Lema 1 Sejam A um espago vetorial normado e B um espago de Banach. Se
existem operadores lineares limitados R : B — A e T : A — B tais que
RT = I4 (operador indentidade em A)' entio A também é um espaco de
Banach.

Demonstracao: Se (z;) é uma seqiiéncia de Cauchy em A entao (7 z;) também
¢ uma seqiiéncia de Cauchy, em B. Como B ¢é um espaco de Banach, existe
y€ B, y=1limSxz;. Dai, z; =RTz; — Ryc A.

Teorema 6 Todo espago de Besov By, (R") ¢ um espago de Banach.

Demonstracao: Sejam (¢;) e (;) duas seqiiéncias satisfazendo 1-4 da Ob-
servagdo 2 com N = 1 tais que ) -2 = (2m) ™" e 1/#; |sptp; =1 (cf. demon-
stracio do Teorema 3). Vamos aplicar o Lema 1 tomando A = B; (R"),
B = l;(Lp) e, R e T, os seguintes operadores:

R ((a5) = 3 _ w5+ a;

IOperadores como estes sdo chamados, respectivamente, de retragao e co-retracao [19, p.22]
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T(f) = (f * ;).
Para verificarmos que R estd bem definido como um operador linear limitado
do [3(LP) no By (R™), fazemos a seguinte estimativa, onde ¢ € S(R”) e N € N:

(v * 00| = [ otas 0 )]

(onde ;= (1)

3o gl l9 Al

= S llall) @110 + ellu) »
(o llaslln)r) (a2l * el )7 )
I(a;)

<
<

13(LP) ||S0||B;,Sq,-

Isto prova que existe o limite

e também que R((a;)) € S'(R"), visto que S(R") C B, com a inclusio
continua (Teorema 3).

Pelo Teorema 4, 7 ¢ um operador linear limitado de B; (R") em [3(LP).
Além disso, R7 = I B (R, POIS

FRI(f) = S22 fe; = 2m)" (X2 6,)f
= Ff?

onde usamos que E |sptp; = 1.0
Observacao 5 A estimativa (18) dd uma indicagdo do dual de B; (R"). De
fato, temos (B;,q(Rn>>/ - B;fq/(]Rn); para todo (87p7 Q) € R x (1700) X [1700]

[19, p.198]. Devido a este resultado, no estudo dos espagos de Besov, podemos
muitas vezes nos restringir ao caso s > 0.

Observacao 6 [19, p.180] Valem as sequintes inclusoes continuas:
WS+E”’(R”) - B;q(]R") C WeP(R"),
H;-H(]Rn) C B;q(Rn) C H;—E(RTL)7
para todo (s,p,q,€) € R x (1,00) x [1,00] x (0,€).

A seguir vamos dissertar um pouco sobre a teoria da interpolacao abstrata
com o objetivo de concluir que os espagos de Besov B; , de fato coincidem com
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os espacos de Sobolev W*P para s > 0 nao-inteiro? e p = ¢, onde estes ultimos
sao definidos da seguinte maneira:

wer(RM) < { f e Wile(Rm);

1/p
def D« T Da
lhws e+ Sy ([ [ PO dey) < o0)
(19)

onde s € (0,00)/N, [s] é o maior inteiro menor do que s e {s} = s — [s]. Cf.
(19, p.190], [1, p.214] ou [16, p.342].

Em primeiro lugar observamos que existem varios métodos de interpolagao.
Estes podem ser classificados em duas categorias distintas: os métodos de in-
terpolagao “real” e os “complexos”} [19, 3]. Aqui estamos interessados apenas
num método de interpolagao: o método real conhecido como método K.

A teoria da interpolacdo consiste em achar um “espacgo de interpolacao”
em relacao a dois espacos de Banach Ay, A; contidos num espaco vetorial de
Hausdorff A. Por espaco de interpolacdo entendemos um espaco de Banach
{Ao, A1} que satisfaca as seguintes condigdes:

(a) AoﬂAl C {Ao,Al} C A0+A1 <A0+A1 = {CL S A;(l = ap-+a; com a; €
Ai, 1= 0,1} e |[al[ag+a, = infomagta; ([[aol| 4, + [[ar]]a,) );

(b) Se By e B; s@o também espagos de Banach contidos em A e se um
operador linear 7' de A em A satisfaz T € L(A;, B;) 3, i = 0,1, entao
T e L({Ao,Al} {30731}) e

1T 0,43 (80,8) < T ||| T, 5,
para algum 0 € [0, 1].
O método K deve-se a J.Peetre e comeca pela definicao do funcional K: Da-

dos Ay, Ay espacos de Banach contidos num espaco de Hausdorff A, definimos,
para 0 < t < 0o, o funcional

K(t,a) = K(t,a; Ag, A1) = inf  (|[aol[a, + tl|a1]]a,), a€A
a = ag+ a1
a; € Az

epara0 < <lel<gqg< o0, 0espago
(Ao, A1)og ={ a€ Ag+ Ay
def o dt L4
lollaonnn, ([ IR @A) <o seq<oc e
0

def

||a||(A07A1)9’00 = SUPpcrcoo t7%K(t,a) < oo, seq=o0}.

20s espagos W*P para s nao-inteiro foram introduzidos por Aronszajn (1995), Slobodeckij
(1958) e Gagliardo (1958) [2].
30perador linear limitado do A; no B;.
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Entao temos o seguinte teorema:
Teorema 7 [19, p.25] O espaco (Ao, A1)p, € um espago de interpolagao.

Um fato interessante dos espagos (Ao, A1)s,, ¢ 0 seguinte resultado, um caso
particular do Teorema de Convexidade de Riesz—Thorin (v. Apéndice, Teorema
19):

Teorema 8 [19, p.128] Para qualquer espago de medida (X, B, ) o-finito e
quaisquer po,p1 € [1,00), 6 € (0,1), vale

(LP(X), L7 (X))op = LP(X)
onde 1/p=(1—0)/po+0/p:.
Também temos o seguinte teorema:
Teorema 9 [19, p.] Sejam 0 < sg, 51 < 00, Sg # s1. Entdo
(W2 (RY), W2 (R),, = B, (R”)
onde 0 <0 <1es=(1—0)sy+0s;.

Um caso importante dos espagos (Ag, A1), ocorre quando Ag = A é um
espaco de Banach e A; = K™ é um espaco especial que passamos a definir:

Sejam G;(t), i = 1,---,n, 0 <t < oo, semi-grupos fortemente continuos em
L(A) que comutem entre si, i.e. para quaisquer i,j =1,--- n,t,s >0ea € A,
temos:

(a) Gi(t) € L(A);
(b) Gi(0) = La, Gi(t+ ) = Gi(t + 5) = Gi(t)Gi(s);

(c) lim; . ||Gi(t)a—Gi(s)al|a = 0 (tomamos o limite somente pela direita se
s =0);

(d) Gi(t)Gj(s) = G;(s)Gi(1).

Denotemos por A; o gerador infinitesimal de G; e escrevamos A = (Aq, -+, A,,)
e A = At A% para a = (aq, -+, a,) um multi-indice n-dimensional qual-
quer.

Definicao 2 Seja m € N.

m def [e% (07
K™ = Nia=mD(AY) (= Njoy<m D(A?))
def 6]
|a||Km = E ||A a||A7

|a| <m

onde D(A%) € o dominio do operador A®.
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Lembramos que D(A%) é o conjunto dos a’s no espaco A para os quais A%

estd definido, no sentido de que dados dois operadores S,T € L(A), temos

D(ST) ¥ {0 € A;Ta € D(S)}.

Teorema 10 [19, p.88] Sejam A, G; como acima. Sejam também 1 < q < oo,
s=0m,0<60 <1, meN,][s] omaior inteiro menor do s, e {s} = s — [s].
Se para todo i = 1,--- ,n existem nimeros 3; < 0 e M; > 0 tais que ||G;(t)]| <
M;ePt, 0 <t < oo, entdo

(A, K™)oq = {a € A;||a][" < oo}

onde

1/p
*def —n—{s n [e%
lal* % flalla+ 3 ( / [y O || (I, Gi(y:) — DA allidy> |

|| <[s]

y= (Y1, ,Yn). Além disso, || -||* € uma norma equivalente a norma || - || gm
em K™.

Exemplo 1 Tomemos A = LP(R"), 1 <p < oo, e

[Gl(t)f](x) = f(l'l, X1, Xy +t7$i+1>' o ,ZL’n),

f € LP(R™). (Define-se G; primeiramente em S(R™) e depois estende-se G; a
LP. E fécil ver que G; é uma isometria em LP.) Pode-se provar que [19, p.187]

am
DAT) = {f € S®); ||fll1s + |52l l1» < o0}

ak
= (f e ST 12 Hlse < o0)

e
o"f
AT F =L € D(A™).
7 f a$zm7 f ( (] )
Logo, para o = (a, - -+ , ;) um multi-indice arbitréario, temos que
D(A%) = {f € S'(R"); Y |ID7f|| < o0}
[yI<lal

e

A"f=Df, feD(AY).
Dai obtemos que K™ = Njg=mD(AY) = W™P(R") com a norma
[ flm = 22 a<m 1P fllLe, a qual é evidentemente equivalente a norma

1 llwee = (3 gz 1D F 1) P
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Corolario 1 Para0<s ¢ N el <p < oo, temos

B, ,(R") = WP (R")

e as normas | - ||ss e[| - [lw; sdo equivalentes.

Demonstracao: Sejam 0 < 0§ < 1 em € N/{0} tais que s = #m. Pelo Teorema
9, temos que
(LP(R™), W™P(R™))gp = B,

p,p?

pelo Teorema 10, o Exemplo acima e a defini¢ao em (19), obtemos
(LP(R™), W™P(R"))gp = WP(R™).
[

Exercicio 1 Seja [ = x(1), a fungao caracteristica do intervalo (0,1), i.e.
f(z) = 1 se x € (0,1) e zero, caso contrario. Verificar que f € W*P(R)
se, e somente se, 0 < sp < 1, mas f € Bj (R) para sp = 1, qualquer que
seja ¢ € [1,00]; cf. Observagao 6. Em particular, consideremos o problema
que podemos encontrar em Equacoes Diferenciais Parciais: Dada uma fungao
u € H}(R2), Q um aberto limitado do R™, seja U a extensao por zero da fungao
u ao R™. Perguntamos se u € H?(R"). Tendo em vista o verificado para a
funcao f = X(0,1)s podemos esperar que em geral a resposta para esta pergunta
é nao. Seja u(z) = |z|. Verificar que u € Hj ((0,1)), u & H*(R), u € H*(R)
para qualquer s € (—00,3/2) (v. Definicao 9 no Apéndice), u € B; ,(R) para
quaisquer s € (—00,3/2] e ¢ € [1,00].

Vamos encerrar este Capitulo falando de imersoes dos espacos de Besov.
Em primeiro lugar lembramos a definigdo do espago de Hélder C*(R"), s > 0
qualquer:

def

C'®Y ¥ { fe R,

def D F(z)— D
[1f1les = 1 llew + Xjajmiy $0Pazy A0 < 00}

onde [s] é o maior inteiro menor do que s, {s} =s—[s] e

[ fllow = D sup [D*f(x)].

jal<[s) "€
Enunciamos dois resultados de imersoes (itens (a) e (b)) abaixo):

Teorema 11 [19, p.203]
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(a) Sel<p<r<oo,l1<g<we—o0<t<s<oocoms—n/p=t—n/r,
entao

B; ,(R") C By (R").
(b) Sel<p<oo,1<qg<o0el<s¢&N, entio
BiP(R™) € C*(R™);

aqui, no caso ¢ =1, s pode ser qualquer nimero nao-negativo.

3 Um resultado de regularidade para média de
velocidade

Nesta segao damos uma idéia da demonstragao do Teorema 2, v. Introdugao.
Obteremos uma decomposigao de f_, da seguinte forma:

o = (Z AjAjf> —i (Z BjAjg> (20)

onde A;, B; e A, sao operadores definidos mais tarde. Queremos destacar no
momento que valem os seguintes resultados (cf. [5, Lemas 1 e 2]):

Lema 2 Os operadores A; e B; sao operadores lineares limitados do
LYR" x R, |v|?dzdv) no L'(R™) com normas uniformemente limitadas em
relacao a j.

Lema 3 Os operadores A; e B; sao operadores lineares limitados do
L*(R" x R", |v|%dxzdv) no L*(R"™) com normas limitadas por c277/2, onde c
¢ uma constante independente de j.

Tendo estes lemas, usamos o Teorema de Convexidade de Riesz-Thorin (v.
Apéndice, Teorema 19) para obter que os operadores A; e B; sdo operadores
lineares limitados do LP(R™ x R", |v|?dzdv) no LP(R"), 1 < p < 2, com norma
limitada por ¢279/7"| ou seja

18585 fllzoceny < 27| [VIPPA; £ o xzny (21)

para S; = A; ou B;. Por outro lado, existe o famoso resultado de Littlewood—
Paley [15]:
A fllee) iy < el f]lze (22)

onde 1 < p < oo; v. Definicao 3 abaixo. Usando (22) em (21), obtemos
1 @718 A f er@ny) iz < el V1772 f| o xin)- (23)
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De (20) e (23) vem que [, € B,(R"); vejamos mais detalhes a seguir.

Tendo em vista o carater introdutério destas notas, omitiremos a demon-
stragao do Lema 2 pois esta é mais dificil do que a do Lemma 3; v. Lema 1 em
[5]. Para demonstrar o Lema 3 temos que adaptar as contas em [5], o que nos
leva as condigoes adicionais de integrabilidade sobre f e g no Teorema 2, o que
é naturalmente provocado pela integragao no infinito ( fIVIZ x)

A decomposicio (20): Pela férmula 8, é facil ver que

=3 wyn (% f) (24)

onde @; o ((2#)_"/ 2gpj)1/2 satisfaz as propriedades 1-4 da Observagao 2 com

N = 1. Em particular, notamos que @;(5) = 5(2%) para uma funcéo 6 € C5°(R")
com suporte no anel {£ € R*; 271 < [€] <2} e

Do)+ L) = @r) ", VeeRn

A seqiiéncia <(27r)"/2@//J;> é o que podemos chamar de uma decomposicao diddica

da identidade. Agora damos a defini¢ao do operador A;:

Definigao 3 O operador A; € definido em S'(R™) pela férmula

def

Ajf =i f.

Observagao 7 Usando o Teorema de Mihlin (v. [10], [3] ou [16]) podemos
provar que A; estd bem definido como um operador linear limitado em L” para
1 < p < o0, mas o que nos interessa é o teorema mais forte de Littlewood—Paley
mencionado na desigualdade (22).

Da Definigao 3 e de (24) vem que
f=>_ Af (25)
=0

(decomposi¢ao de Littlewood—Paley em blocos diddicos), logo,

7@)2:25313?7a>::j£:32
j=0 j=0
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def

onde f; = A?f_ . Entdo

7= @05 (AT
donde

F=rt ([ o ev). 20
V> K

Neste ponto, usamos a equagao (2). Aplicando A; e F a equacao (2), obtemos

i(&-v)(Af) = (8,9) -

Para usar esta informagao em (26), precisamos evitar £ - v préximo do zero.
Para isto, introduzimos uma ‘fungdo de truncamento’ ¢, € C§°(R) tal que
wol[—1,1] =1 e pomos ¢; = 1—py. Agora escrevemos (26) da seguinte maneira:

fi= F! &V ) (&, v)dv

f= 7 ([ et 3 O (6 av)
it (@S v @ )
AjAjf — ZBJA]g

Nesta tltima identidade definimos os operadores A; e B;. E conveniente ree-
screver o operador B; como se segue:

_ 1 §v (6 V) dv
sh-r ([ Goe@e@Sgo ea) )

onde

oals) 2 L (s).

Estamos preparados para demonstrar o Lemma 3. Faremos a sua demon-
stracao apenas em relacao a Bj, ja que a demonstracao em relacao a A; ¢
andloga (e mais simples).

Demonstragao do Lema 3 em relagdo a Bj: Seja I o termo dentro do paréntesis
maior em (27), i.e. I = F¢(Bjh). Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

1< )\%( )|’HV|W2/H(§7V)HLQ(IM)(/ V@S av) . (28)

[v|>K |£‘

€]

Observamos que podemos supor 2771 < [¢| < 2771 visto que spte; C M; (v.
Capitulo 2 para a definicao de M;). Tomemos a decomposigao R" = (‘ §|> R” L
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escrevamos v = (v, 7) com relagao a esta decomposigao e apliquemos o Teorema
de Fubini no tultimo termo em (28), para obtermos

27
5 -
< 272 |V[PPh(g, V)|l 2y

11 <

R 00 ' 1/2
s NVIR(E, V)] o) ( /| ol [ Kw(m)?dvl)

T>K

pois 3 >n—1e py € L*(R). Logo vem que

1B, fll2@ny = [|FBjfll2@ny < 2772 [VIP2g|| 2 n ) B

4 Sobre o problema de Cauchy para a equacao
de Vlasov—Poisson

Retornemos a equagao de Vlasov—Poisson (1). Nesta se¢@o apresentamos
um esquema resumido da demonstracao da existéncia de solugao fraca em L
do problema de Cauchy para (1) sendo n = 3 e p suficientemente grande. O
dado inicial f, é assumido pertencer a L' N LP e com energia cinética finita,
ie. [os|VI*fo(x,v)dadv < oo. Este resultado é um teorema de E.Horst e
R.Hunze [12]. A demonstracao resumida que se segue tem uma simplificagdo
em relagdo a original em [12], a qual é devida a H.N. Lopes e M.C. Lopes [14].
Com efeito, usaremos o Teorema 15 abaixo. Para uma motivacao e resultados
cldssicos sobre a equagao (1), citamos [9]-especialmente o Capitulo 4, e [11].

Uma grande dificuldade em resolver (1) é a singularidade do ntcleo integral

_ r—y
E(z,t) = /Rn p— Rnf(y,v) dv dy. (29)

Notamos que
E = VT * p(f) (30)

onde I' é, a menos de constante multiplicativa, a solucao fundamental do Lapla-

ciano no R", e
def

p(f)y) = [ [fly,v)dv (31)
R
¢ a funcao densidade de particulas. Para contornar a singularidade em E,
tomamos a seguinte aproximagao da equagao (1):

fi4+v -V f++E -V fc =0, €>0 (32)

onde
z

¢ def ¢ € € def
Bz, 8) = e p(f), () = g

(33)
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Observamos que esta é uma modificacao classica na solucao da equacgao de
Laplace, cf. [6].

No que se segue assumiremos que fy € L'(R™). Enunciamos os resultados
que nos interessam sobre a equagao (32):

Teorema 12 [12, Teorema 2.3] Seja 1 < p < co. Se fo € LP(R*™) entdo
fe(-,t) € LP(R*) para todo t > 0 e || f(,)||oweny = ||fol|rereny para todo
t>0.

Teorema 13 [12, Lema 3.2] Seja 1l < p < oo. Se [g, |[V[*f (2, V) dzdv e
G t)||Lr(reny sdo uniformemente limitadas em relagio a € e t, entdo
[p(f) (-, )| Lrmeny também é uniformemente limitada em relagdo a € e t, sendo

r=02p+n(p-1)/2+n(p-1)).

Observacao 8 A quantidade E.(f€) o Jgon VI f<(, v) dxdv representa a en-
ergia cinética do sistema (32) no tempo t.

Teorema 14 [12, Teoremas 2.1 e 3.1] [11, Teorema 5.8] Seja n = 3. Se
fo € LY(RY), fo = 0 e [oo [V[*fo(z, V) dzdv < oo, entdo f¢ > 0 e E.(f) €

uniformemente limitada em relagao a € e t.
Um outro teorema que nos interessa é a compacidade do potencial de Riesz:

Teorema 15 [14] Seja 1 <r < oo. O potencial de Riesz

R, (k) dﬁf/ _ K dy, 0<a<n/r,
re | — Y|P

¢ um operador linear compacto (respect. continuo) do L"(R™) no L1(£2) se S é

um subconjunto aberto e limitado do R™ e q < r* (respect. Q =R" e q =r*)
w def nr

onde r )
n—ro

Com estes quatro fortes teoremas, a existéncia de solugdo da equagao (1)
procede da seguinte maneira: Pelo Teorema 12, existe uma funcao f em
L>=([0,00); LP(R*")) e uma seqiiéncia ( ff), € > 0 que converge para f quando €
tende para zero na topologia fraca-x do  L°°([0,00), LP(R?"))
= (LY([0, 00), LPI(RQ"))’, sel<p<ooe foe LP(R*™), onde p' =p/(p—1) (o
expoente conjugado do p). Vamos escrever €, = € no que se segue. Suponhamos
que a energia cinética E.(f) e também ||f(-,t)||» sejam uniformemente lim-
itados em relacao a € e t; cf. teoremas 12 e 14. Pelo Teorema 13 é possivel
provar que p(f€(+,t)) converge fracamente para p(f(-,t)) em L" (passando-se a
subseqiiéncia se necesséario) para r definido no Teorema 13. Esta convergéncia
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fraca ocorre de maneira localmente uniforme em relagdo a ¢; cf. [12, Lemma
5.4].
Agora vamos provar que {E} é pré-compacto em Lj (R™) para todo ¢ < r*,

sob condicoes especificadas abaixo. Seja e def eV, sendo ef definido em (33).
Entao,

E —E=c¢"%p(f)—exp(f) =(e"—e)*xp(f)+ex*p(f —[)
logo,

IE = El[zg < [|(e" —¢)]

oGl + 1B = Dl . (34)
onde 1/s+1/r =141/q (v. Desigualdade de Young, (43) no Apéndice) e R é
o potencial de Riesz com « = 1, definido no Teorema 15. Nas condigoes do Teo-
rema 13, temos que ||p(f°)||L- ¢ uniformemente limitado. Também temos que
limeolle® —ellzs = 0 se 1 < 5 < (= 1%) [12, Lema 3.6] e
limeo |[R1(p(f) = p(f)llz = 0se g <r*, pelo Teorema 15, desde que p(f*)
tenda a p(f) em L" quandoe - 0e 1 <r <n.

Agora vamos juntar as pecas: O tnico termo nao linear da equagao (32) é
o termo E€ - V, f¢ que aplicado numa funcgao teste torna-se E€fc. Entao para
obtermos a convergéncia que desejamos basta observarmos em que condigoes
sobre p, este termo é um par “forte—fraco”, i.e. E€f€é bem definido, £ converge
fortemente e f¢ converge fracamente.

J& vimos que, nas condigoes do Teorema 13, E€ converge fortemente em L7 .
seq<r*el <r <mn,onder esta definido no Teorema 13, ese 1 < s < 1*, onde
1/s+1/r = 1+1/q. Entéo é suficientemente termos f€ convergindo fracamente
em L?;c. Isto ocorre se ¢ < p, i.e. ¢ > p'. Assim precisameos de um ¢ entre p’
er* ie p <qg<r* oqual existird se p’ < r*. Fazendo as contas encontramos
que esta condigao é equivalente a

p>po(n) € n(n+5++/(n—1)2 +16)/(6n + 4).

Observamos que po(3) = (12 + 3v/5)/11. Nao é dificil concluir que a partir dos
teoremas 12-15 acima, temos o seguinte teorema:

Teorema 16 [12] Sejam p > po = (12 + 3v5)/11, fo € LY(R®) N LP(RY),
fo =0 e [o|V[*fo(x,v)drdv < co. Entdo a equagio de Vlasov-Poisson tem
uma solucao fraca em LY com dado inicial f;.

Observagao 9 [12] Este teorema também vale para p = py .
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5 Apéndice

Neste apéndice queremos coletar alguns resultados e idéias importantes para
o estudo dos espacgos de Besov. Falaremos sobre os espacos das fungoes rapi-
damente decrescentes S(R"), os espacos das distribuigoes temperadas S'(R"),
transformada de Fourier, convolucao, e os espagos de Sobolev no R™ modela-
dos no L?. Para as demonstragoes e hipGteses omitidas, recomendamos [13]
(v. também [18]), [17], [6] e outras citadas em [13]. O nosso intuito aqui é
simplesmente formal, e admitimos uma certa maturidade com o assunto. Apre-
sentaremos apenas duas ou trés demonstracoes que achamos que contém idéias
relevantes para os nossos propositos.

Comecamos com a transformada de Fourier, a qual serd denotada por - ou
F; sua inversa serd denotada por * ou F~ L.

Definicao 4 Dada uma funcao f: R" — C absolutamente integravel, temos

def

FFE) =)= (2m)°2 Rnf(x)e‘”fda:, £ER"

Fl© =30 mF [ @i aer

A transformada de Fourier é uma ferramenta muito importante em Equagoes
Diferenciais Parciais. O exemplo classico da sua utilidade é dado na resolucao
da equacao do calor

uy — Au = 0, (35)

onde u = wu(z,t), t > 0, x € R", A = A,, sendo vejamos: Aplicando a
transformanda de Fourier na varidvel « a equagao (35), obtemos (formalmente)

(Fu)y — F(Au) = 0. (36)
Aqui vamos usar a seguinte propriedade da transformada de Fourier:
F(D°f) = i*leF(f), (37)

onde a é um multi-indice, i.e.

Oé:(Oél,"' 7an)7 ai€Z+7
def
la] = a1+ -+ + ap,
Def = 2

(11 «
ERS e

€ Sa: ?1”'101[”’ §:(€I7a§n)
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Em particular,

0%u _ 0%u

FA) = Flin 922 > ket 7(8—%%)
= ZZ:1 2253'7:(“) = _(ZZ=1 513)‘7:@)’

ou seja,

F(Au) = —[¢]F(u). (38)

Substituindo (38) em (36) e escrevendo & = F(u), obtemos a equagao diferencial

ordindria na variavel ¢
y — [€]*0 =0

para cada & € R™. A solugao geral desta equacao é dada por
alt,€) = c(§)e

onde ¢(£) é uma “constante” dependendo de £. Dai, tomando a transformada
de Fourier inversa, obtemos

u(t,z) = F M c(€)e ). (39)

Esta formula dé a solucao geral da equagao do calor (35) (naturalmente sob
algumas hipéteses, mas isto nao faz parte do mérito da questdo no momento).
Ela pode ser melhor caraterizada usando-se o conceito de convolugao:

Definicao 5 A convolucao de duas fungoes f,g: R — C € denotada por f * g
e definida pela formula

(f*g)(z) & Rnf(x —g(y)dy, xeR"

(sempre que o lado direito fizer sentido).

Um fato essencial é que vale a férmula

(f*9) (&) =(2m)3f3. (40)

Usando-a podemos reescrever a férmula (39) da seguinte maneira:

©)

ult.a) = (2m) 2P (203 (F 0 (O (7 e

= m)EF L ((F ) (Fe )

logo .
u(t,z) = (2#)_%]” * f_l(e_t|" ) (41)
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onde f % F-1c. Mas [13, p.305]
1

—1/ —t|-]2 _ —|=|? /4t
‘F (6 )(I) (2{;)% € Y
entao
u(z,t) = f*x K, (42)
onde 1
def —|=|2 /4t
() (4t)2 ‘ .

Esta funcao K; é chamada o nicleo do calor e prova-se que

f * Kt —(t—0) f7
logo (42) ¢é a solucao da equagao do calor (35) com dado inicial u(z,0) = f(z).

Outro fato importante sobre convolucao que usaremos é a desigualdade de
Young:

1 gller < [[f1ellglla (43)
1

1 1
se —+—=14+—-,1<p,q,r < o0.
P q r

Uma pergunta natural é que espaco de fungoes é invariante pela transfor-
mada de Fourier. Uma resposta é o espaco das funcgoes rapidamente decrescentes
de Schwartz, denotado por S(R"):

Definicao 6

def def

SR Z=A{f:R"=C; feC®R") e [[fllap = suPepn [z* D’ f(2)] < 00
para todo par de multi-indices o, 3 }.

Teorema 17 Se f € S(R") entio f € S(R™).
Demonstracao: Temos
£ D°F = (=) PIF @) = (-1 (D a7 )
logo, como D*(z° f) € S(R") C L*(R"), vem que
€D F] < (1D (2 f)|1+ < oo,

para todo par de multi-indices o, 5. W

Existe um outro espago associado a S(R™) que também é invariante pela
transformada de Fourier. Este espaco nao € literalmente um espaco de fungoes,
mas é um espago de “funcoes generalizadas”— é o espaco das chamadas dis-
tribuicoes temperadas, o qual é denotado por S’'(R"):
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Definicao 7
S'(R™) € o dual topoldgico do S(R™), i.e.

S'(R™) o {f:SR") = C; f ¢éum funcional linear continuo }.

A transformada de Fourier em S'(R™) (e muitas outras definigdes dadas em

S'(R™)) é definida via dualidade:

(F.o) E (£, 0). (44)

Muitas das férmulas validas em S(R™) se estendem naturalmente para S'(R"),
como ¢ o caso da féormula (37), mas devemos tomar cuidado com as férmulas que
envolvem produtos, pois o produto de distribuicoes é uma operacao complicada
de definir. Por exemplo, a férmula (40) nao vale para quaisquer f, g em S'(R");
ela vale para f € S'(R") e g € S(R™).

Na pesquisa de solugoes das EDP’s precisamos de espagos melhores do que
S'(R™), precisamos de espagos que sejam pelo menos normados e completos
(espagos de Banach); S'(R™) é um espago vetorial topégico, ou melhor, um
espago de Hausdorff. (Muito 1til, por conter todos os demais espagos com os
quais trabalhamos.) Um espago natural é aquele das fungoes com derivadas até
uma certa ordem de quadrado integravel, o qual é denotado por H™(R"), e é

chamado espaco de Sobolev de ordem m (m € N, por enquanto) modelado no
L

Definicao 8

H™R" € { feS(R");D* e L*(R")
para todo multi-indice o com |a] < m }.

(Mais geralmente, define-se os espagos de Sobolev modelados no L?:
W (RY) E {f € S'(R"); D°f € LP(R"), Y a;lal <m}.)

Acontece que os espagos H™(R"™) podem ser caracterizados em termos da trans-
formada de Fourier. Com efeito, vale o seguinte teorema:

Teorema 18

def

H™(R") = {f € S'R"); || fllam = [|F 1L+ €)™ 2F fll12 < o0.

Este teorema é uma conseqiiéncia quase imediata da férmula (37) e da identi-
dade de Parseval:

1 f1z2 = [1£]]22, (45)
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vélida para toda f € L*(R"), sendo vejamos: Pela identidade de Parseval,
temos que D*f € L? se, e somente se, F(D®f) € L?. Mas pela férmula (37),
esta condicao é equivalente a £*f € L2 Agora basta observarmos que

efel?, Yol <m
é 0 mesmo que R
(1+]af)"2f e L?,
tendo em vista a estimativa (vélida para todo multi-indice & com av < m)
1= 1€ -Gl < A+ [G)™ /2 (L [6]*)™ 2
L [g[)er/2e- (14 [g )/

R
1+ Jg)m?

o~ o~~~

<
<
<
<

e a férmula binomial de Newton

m
J

(1+[¢*)m Zc]|5|21 =0(".)

O Teorema 18 permite generalizar facilmente a definigao do H™(R") para m =
s € R arbitrario:

Definicao 9 Para s € R qualquer, definimos
s n n def s
H(R") = {f € S'®"); || fllms = [|F (1 + [€)2F f]12 < o0

Vamos terminar este Apéndice com um toque na teoria da interpolacao,
0 que é um assunto inerente ao estudo dos espagos de Besov (v. Secgao 2).
A identidade de Parseval (45) nos diz que a transformada de Fourier é um
operador unitario no L2(R™), em particular, temos que F € L( L*(R"), L?>(R"))*
com ||F||zz2 < 1. Por outro lado, é facil observar que temos também F €
L(LY(R"™), L=(R™)) com || F||p1 e < (2m) "2,

Perguntamos: Para que outros espagos A, B C §’'(R"), temos F € L(A, B)?
Esta é uma pergunta tipica da teoria da interpolagao, e um resultado importante
da mesma ¢ o seguinte:

Teorema 19 (Teorema de Convexidade de Riesz—Thorin) [7,17] Seja T
um operador linear entre espagos LP’s. Se ||T'||rro, a0 < My € ||T||zr1 pan < My

1 1-60 0
entdo ||T||pre rse < Mg~ ?M?, para todo 6 € [1,1], onde — = +— e

De Po y41
1 1-6 60
- = +_

e 9o @
4Operador linear limitado do L?(R™) no L?(R™).
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Para um enunciado preciso, v. as referéncias [7, 17] dadas acima. Cf. Secao 2,
Teorema 8. Tomando py = qy =2, p1 = 1 e ¢ = 00, temos

1 1—6 1 1—-6
—= —+4+0 e —=—
Po 2 qo 2
140
= 5
1 R . ,
logo, 1 < py <2 e —+ — = 1. Portanto, uma resposta a pergunta acima ¢é o
Po  qo

seguinte teorema, o qual acabamos de demonstrar:

Teorema 20 (Teorema de Hausdorff-Young) A transformada de Fourier

¢ um operador linear limitado do LP(R™) no LP (R™) para todo p € [1,2], onde

1 1
p’:L, ie. —+— =1
p—1 P P

Para finalizar, observamos que a desigualdade de Young (43) também pode
ser obtida via interpolacao.
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Estas notas sio um trabalho em evolucdo. Pretendemos em futuras versGes
acrescentar exemplos e demonstragoes. Certamente muitas corre¢cGes devem ser
feitas. Quaisquer comentarios ou sugestoes serdo bem vindos.
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