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1 Introdução

Nestas notas faremos uma breve introdução aos espaços de Besov Bsp,q(Rn)
seguindo a referência [19]. O nosso propósito é dar uma noção sobre os mesmos,
enunciando resultados e dando algumas demonstrações. Essencialmente todas
as demonstrações podem ser obtidas em [19]; v. também [20] e [3]. Uma das
nossas motivações para estudar os espaços de Besov é a equação de Vlasov–
Poisson.

A equação (ou sistema) de Vlasov–Poisson é a seguinte:

ft + v · ∇xf + γE · ∇vf = 0. (1)

Aqui, f = f(t,x,v) ≥ 0, t > 0, x ,v ∈ Rn, γ = 1 ou γ = −1, e E é
um campo de forças do tipo gravitacional (γ = −1) ou eletrostático (γ = 1) o
qual está especificado na Seção 4. A nossa referência básica para (1) é o livro de
Robert T. Glassey [9]. Esta equação aparece em Mecânica Estat́ıstica. Ela pode
modelar um conjunto de part́ıculas massivas interagindo pela ação gravitacional
(γ = −1) ou um gás ionizado (γ = 1), supondo em ambos os casos a ausência
de colisões. No caso de presença de colisões, ela fica não–homogênia, i.e. com o
lado direito da mesma diferente de zero, ou melhor, neste caso temos a famosa
equação de Boltzmann; v. e.g. [4].

Outras motivações são as seguintes:

1. Para s > 0 não inteiro, os espaços de Besov Bsp,p coincidem com os espaços
de Sobolev W s,p(Rn). Em particular, os espaços de Besov Bsp,p é uma alter-
nativa para definir os espaços de Sobolev W s,p(Rn) de ı́ndice fracionário.
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2. Os espaços de Besov são espaços naturais para estimativas de convergência
de soluções aproximadas de equações diferenciais [2].

3. Interesse dos mesmos em equações eĺıpticas [8].

A aplicação dos espaços de Besov à equação (1) provém de resultados de
regularidade, como o seguinte teorema de DiPerna–Lions–Meyer (1991):

Teorema 1 [5] Sejam f e g ∈ Lp(Rn × Rn) satisfazendo a equação

v · ∇xf = g, x,v ∈ Rn (2)

onde 1 < p ≤ 2. Se f(x)
def
=
∫

Rn f(x,v)Ψ(v)dv, com Ψ ∈ C∞0 (Rn) (arbitrária),

então f ∈ Bsp,2(Rn),onde s = 1/p′(p′ é o expoente conjugado de p,i.e. 1
p
+ 1
p′

= 1).

Este teorema dá uma regularidade que pode ser chamada de regularidade de
média de velocidade, uma vez que fisicamente v representa uma velocidade e f é
definida integrando-se em relação a v. Em [5] encontramos outros resultados de
regularidade de média de velocidade. O termo v ·∇xf é, a menos de ft, a parte
linear na equação (1), logo podemos esperar uma regularidade nas soluções da
equação (1). Fazendo uma pequena adaptação da demonstração [5] do Teorema
1, temos a seguinte versão ‘no infinito’ do mesmo, cuja idéia da demonstração
damos na Seção 3:

Teorema 2 Sob as mesmas hipóteses do Teorema 1, se

f∞(x)
def
=

∫
|v|≥K

f(x,v)dvdv,

K > 0 (arbitrário) e f , g, |v|β/pf , |v|β/pg ∈ Lp(Rn × Rn), sendo β > n − 1,
então f∞ ∈ Bsp,2(Rn) onde também s = 1/p′.

Estas notas estão divididas em cinco seções. Na Seção 2 fazemos nossa
exposição sobre os espaços de Besov Bsp,q(Rn). A Seção 3 contém a idéia da
demonstração do Teorema 2. Na Seção 4 damos uma idéia da demonstração do
Teorema de Horst–Hunze sobre a existência de solução da equação (1) com uma
simplificação em relação à demonstração original em [12] devida a H.N. Lopes
e M.C.Lopes [14].

Elas constituem um mini-curso que foi ministrado inicialmente na Escola
de Verão da UFPB em 1997, sob a coordenação dos Profs. Aldo Maciel e
Marivaldo Matos, a quem agradecemos pela oportunidade e motivação. Agora
temos novamente a grata satisfação de repetir o mesmo a convite do Prof. João
Marcos Bezerra do Ó que demonstrou interesse no assunto e nos apontou a
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referência [8], o que é um grande est́ımulo para nós e a quem estendemos os
nossos agradecimentos, bem como a todo o Departamento de Matemática da
UFPB.

A origem das mesmas e o nosso interesse e aprendizagem no assunto devem-
se a um trabalho iniciado com os professores H.N. Lopes, J. Soler e M.C. Lopes.
Especialmente a abordagem dada no Caṕıtulo 4 foi apreendida de discussões
com H.N. Lopes e M.C. Lopes.

João Pessoa, Janeiro de 2003.
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2 Os espaços de Besov no Rn

Nesta seção definimos os espaços de Besov no Rn, denotados por Bsp,q(Rn), e
apresentamos resultados básicos sobre os mesmos. A nossa referência é o livro
de H. Triebel [19]. Damos algumas demonstrações que esperamos passarem uma
idéia natural da construção e de como lidar com estes espaços. Essencialmente
todas podem ser obtidas em [19]; v. também [20] e [3].

Admitimos uma certa familiaridade do leitor com a teoria das distribuições
temperadas de Schwartz, denotadas por S ′(Rn), com os espaços de Sobolev de
ı́ndice natural, W k,p(Rn), com os espaços de Sobolev de ı́ndice real modelados
no L2, Hs(Rn), e com alguns elementos de Análise Funcional. Admitimos uma
boa familiaridade com a transformada de Fourier. Três boas referências para
esses tópicos são os livros de M. Reed e B. Simon[17], R. Adams[1] e R. Iório[13]
(recomendamos também [18, Caṕıtulo 1] para uma rápida exposição sobre as
distribuições temperadas e os espaços de Sobolev Hs(Rn) ). No Apêndice damos
alguns resultados e idéias básicas que usaremos com freqüência.

Para motivar a definição dos espaços de Besov Bsp,q(Rn) começamos lem-
brando a definição dos espaços de Sobolev Wm,p(Rn) com ı́ndice natural m e
1 < p <∞:

Wm,p(Rn)
def
= {f ∈ S ′(Rn); ||f ||Wm,p <∞}

onde

||f ||Wm,p
def
= (

∑
|α|≤m

||Dαf ||pLp(Rn))
1/p.

Em particular,

Hm(Rn)
def
= Wm,2(Rn).

Devido à relação F(Dαf) = (iξ)αFf , onde F denota a transformada de Fourier,
e à identidade de Parseval, temos que (Teorema 18 no Apêndice)

Hm(Rn) = {f ∈ S ′(Rn); ||f ||Hm
def
= ||F−1(1 + |ξ|2)k/2Ff ||L2 <∞} (3)

e as normas || · ||Wm,2 e || · ||Hm são equivalentes. Em (3) faz sentido tomar
m = s ∈ R. Fazendo isto, obtemos (por definição) os espaços de Sobolev com
ı́ndice real s qualquer, modelados no L2. Outra generalização de (3) é obtida
substituindo-se o L2 pelo Lp, o que dá origem aos espaços de Lebesgue:

Hs
p(Rn) = {f ∈ S ′(Rn); ||f ||Hs

p

def
= ||F−1(1 + |ξ|2)s/2Ff ||Lp <∞}

Observação 1 Temos a igualdade Hm
p = Wm,p entre os espaços de Lebesgue e

de Sobolev para qualquer m natural [19, p.169].
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Acontece que a norma || · ||Hs
p

é equivalente à seguinte norma em Hs
p(Rn)

[19, Teorema 2.3.3,p.177]:

||f ||F sp,2
def
= inf ||

(
∞∑
j=0

(2sj|aj|)2

)1/2

||Lp (4)

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as decomposições

f
S′
=
∞∑
j=0

aj, sptFaj ⊂Mj, (5)

sendo

Mj
def
= {ξ ∈ Rn; 2j−1 ≤ |ξ| ≤ 2j+1}, j = 1, 2, · · ·

M0
def
= {ξ ∈ Rn; |ξ| ≤ 2}.

Observemos que outra maneira (uma maneira conveniente) de escrevermos (4)
é a seguinte:

||f ||F sp,2
def
= inf || ||(2sj|aj|)||l2 ||Lp <∞} (6)

onde

l2
def
= {(xj);xj ∈ R, || (xj) ||l2

def
= (

∞∑
j=0

|xj|2)1/2 <∞}.

Mais geralmente, temos os espaços

lq
def
= {(xj);xj ∈ R, || (xj) ||lq

def
= (

∞∑
j=0

|xj|q)1/q <∞}

para 1 ≤ q ≤ ∞ e

l∞
def
= {(xj);xj ∈ R, || (xj) ||l∞

def
= (sup

j
|xj|) <∞}.

Uma generalização de (4) ou, equivalentemente (6), é obtida substituindo l2 por
lq, o que dá origem aos espaços F s

p,q(Rn) (conhecidos como espaços de Triebel–
Lizorkin):

F s
p,q(Rn)

def
= {f ∈ S ′(Rn); ||f ||F sp,q

def
= inf || ||(2sj|aj|)||lq ||Lp <∞}. (7)

Finalmente, trocando a ordem de lq e Lp em (7) chegamos à definição dos
espaços de Besov em Rn. Precisamente, temos:
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Definição 1 Para −∞ < s <∞, 1 < p <∞ e 1 ≤ q ≤ ∞, definimos

Bsp,q(Rn)
def
= {f ∈ S ′(Rn) ; f

S′
=
∑∞

j=0 aj, sptFaj ⊂Mj

e ||(aj)||lsq(Lp)
def
= || (2sj||aj||Lp) ||lq <∞}

munido da norma

||f ||Bsp,q
def
= inf f =

∑
aj

sptFaj ⊂Mj

|| (2sj||aj||Lp) ||lq .

Feita a definição dos espaços de Besov, devemos ver as suas propriedades.
Aqui, veremos algumas básicas. A primeira que veremos é que eles contêm
os espaços das funções rapidamente decrescentes S(Rn), Teorema 3 abaixo. A
demonstração deste resultado nos dará uma idéia sobre a construção e uma
certa familiaridade na lida dos mesmos.

Teorema 3 S(Rn) ⊂ Bsp,q(Rn) com a inclusão cont́ınua.

Demonstração: Seja θ uma função em C∞0 (Rn) tal que

spt θ ⊂ {ξ ∈ Rn; 2−1 ≤ |ξ| ≤ 2}, θ(ξ) > 0 se
1√
2
≤ |ξ| ≤

√
2

e 0 ≤ θ(ξ) ≤ c
def
= min 1√

2
≤|ξ|≤

√
2 θ(ξ), ∀ ξ ∈ Rn ; |ξ| >

√
2 ou |ξ| < 1√

2
.

Definamos θk(ξ)
def
= θ(2−kξ), k = 1, 2, · · · . Observamos que

∑∞
k=1 θk(ξ) < ∞

para todo ξ ∈ Rn e
∑∞

k=1 θk(ξ) ≥ c para todo ξ ∈ Rn tal que |ξ| ≥
√

2. De
fato, se |ξ| ≤ 1 então

∑∞
k=1 θk(ξ) = 0 < ∞; se 1 < |ξ| ≤ 2 então

∑∞
k=1 θk(ξ) =

θ1(ξ) < ∞ (notemos que θ1(ξ) = θ(ξ/2) ≥ c para
√

2 ≤ |ξ| ≤ 2); e se |ξ| > 2
então existe um único l ∈ {2, 3, · · · } tal que 2l−1 < |ξ| ≤ 2l, logo

∑∞
k=1 θk(ξ) =

θl−1(ξ) + θl(ξ) = θ( ξ
2l−1 ) + θ( ξ

2l
) ≥ c visto que |ξ|

2l
ou |ξ|

2l−1 pertence ao intervalo

[1/
√

2,
√

2].

Agora seja θ0 ∈ C∞0 (Rn) tal que spt θ0 ⊂ {ξ ∈ Rn ; |ξ| ≤ 2}, θ0 ≥ 0 e
θ0(ξ) ≥ c se |ξ| ≤

√
2. Então

∑∞
k=0 θk(ξ) ≥ c para todo ξ ∈ Rn, logo podemos

definir uma função ϕj pela equação

ϕ̂j = (2π)−n/2(
∞∑
k=0

θk)
−1θj, j = 0, 1, 2, · · ·

Observamos que ϕj ∈ S(Rn) já que θj ∈ C∞0 (Rn), logo f ∗ ϕj ∈ S ′(Rn) para
quaisquer f ∈ S ′(Rn) e j = 0, 1, 2, · · · . Afirmamos que

f
S′
=
∞∑
j=0

f ∗ ϕj, ∀f ∈ S ′(Rn), (8)
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ou seja,

f̂
S′
=

∑∞
j=0(2π)n/2ϕ̂j f̂

=
∑∞

j=0(
∑∞

k=0 θk)
−1θj f̂ , ∀f ∈ S ′(Rn).

(9)

Para provarmos (9), definimos

ϕN =
N∑
j=0

θj/

∞∑
j=0

θj.

Observamos que (9) é conseqüência de

ϕϕN

S
−→

N →∞
ϕ, ∀ϕ ∈ S(Rn), (10)

o que passamos a provar. Temos que ϕN(ξ) = 1 se |ξ| ≤ 2N , ϕN(ξ) = 0 se
|ξ| ≥ 2N+1 e

ϕN(ξ) =
θN(ξ)

θN(ξ) + θN+1(ξ)
=

θ(ξ/2N)

θ(ξ/2N) + θ(ξ/2N+1)

se 2N < |ξ| < 2N+1 e N ≥ 1, ou melhor, nestas últimas condições temos
ϕN(ξ) = ψ(ξ/2N), onde

ψ(ξ)
def
=

θ(ξ)

θ(ξ) + θ(ξ/2)
.

Dáı, dados quaisquer multi-́ındices α, β, sendo β 6= 0, temos:

supξ∈Rn |ξα(ϕϕN − ϕ)(ξ)| = supξ∈Rn |ξαϕ(ξ)(ϕN(ξ)− 1)|
≤ sup|ξ|>2N |ξαϕ(ξ)|−→(N→∞) 0;

e

supξ∈Rn |ξαDβ(ϕϕN − ϕ)(ξ)| ≤ sup|ξ|>2N |ξα(Dβϕ)(ξ)(ϕN(ξ)− 1)|
+
∑

1<|γ|≤β cγ sup2N<|ξ|<2N+1 |ξα(Dβ−γϕ)(ξ)(DγϕN)(ξ)|
= sup|ξ|>2N |ξα(Dβϕ)(ξ)|

+
∑

1<|γ|≤β cγ sup2N<|ξ|<2N+1 |ξα(Dβ−γϕ)(ξ) 1
2N|γ|

(Dγψ)( ξ
2N

)|
≤ sup|ξ|>2N |ξα(Dβϕ)(ξ)| +

∑
1<|γ|≤β

cγ
22|γ| ||Dγψ||∞ sup|ξ|>2N |ξα(Dβ−γϕ)(ξ)|

−→(N→∞) 0.

Acabamos de provar (10), logo (8).

Pela definição de ϕj e pela fórmula (40) do Apêndice, é óbvio que sptF(f ∗
ϕj) ⊂Mj. Então agora é suficiente mostrar que existe uma constante c tal que

|| (2sj||f ∗ ϕj||Lp) ||lq ≤ c
∑

|α|,|β|≤m

||ξαDβ f̂ ||L∞ (11)
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para algum m ∈ N, para toda função f em S(Rn). (Lembramos que S(Rn) é

um espaço de Fréchet com a famı́lia de semi-normas ||f ||α,β
def
= ||xαDβf ||, e que

a transformada de Fourier é um isomorfismo em S(Rn).) A fim de mostrar (11),
temos as seguintes estimativas (cf. [19, p.175]):

2sj||f ∗ ϕ∗||Lp = 2sj||F−1((2π)n/2f̂ ϕ̂j)||Lp
≤ c12

sj||(1 + |x|2)nF−1(f̂ ϕ̂j)||L∞
(onde c1 = (2π)−n/2||(1 + |x|2)−n||L p)

≤ c12
sj
∑
|α|≤2n ||xαF−1(f̂ ϕ̂j)||L∞

(visto que (1 + |x|2)n = (1 + x2
1 + · · ·+ x2

n)n ≤
∑
|α|≤2n |xα|)

= c12
sj
∑
|α|≤2n ||F−1(Dα(f̂ ϕ̂j))||L∞

≤ c22
sj
∑
|α|≤2n ||Dα(f̂ ϕ̂j)||L1

≤ c32
sj
∑
|α|≤2n ||(1 + |ξ|2)nDα(f̂ ϕ̂j)||L∞

≤ c4

[∑
|α|≤2n ||(1 + |ξ|2)n+σDαf̂ ||L∞

]
·
[∑

|α|≤2n ||(1 + |ξ|2)s−σDαϕ̂j||L∞
]
,

(12)

se s ≥ 0 (para o caso s < 0, tomamos a última desigualdade sem o s) onde σ
será escolhido abaixo e usamos o seguinte:

Dα(fg) =
∑
|γ|≤2n

cγ(D
γf)(Dα−γg),

logo ∑
|α|≤2n

Dα(fg) ≤ c[
∑
|α|≤2n

Dαf ] · [
∑
|α|≤2n

Dαg];

e, como spt ϕ̂j ⊂Mj, temos

2sj||(1 + |ξ|2)−σDαϕ̂j||∞
= 2sj supξ∈Mj

|(1 + |ξ|2)−σDαϕ̂j(ξ)|
≤ supξ∈Mj

|(1 + |ξ|2)s−σDαϕ̂j(ξ)|,
(13)

pois para j = 0 temos 2sj = 1 ≤ (1 + |ξ|2)s (s ≥ 0) e para j ≥ 1 temos

ξ ∈Mj ⇒ 2j−1 ≤ |ξ| ⇒ 22(j−1) ≤ |ξ|2
⇒ 2j ≤ 1 + 22(j−1) ≤ 1 + |ξ|2 ⇒ 2sj ≤ (1 + |ξ|2)s;

agora, vamos estimar ||Dαϕ̂j||∞, j ≥ 1:

ϕ̂j(ξ) = (2π)−n/2θ(
ξ

2j
) /

∞∑
k=0

θk(ξ),
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logo ϕ̂j(ξ) = 0 se ξ 6∈Mj e ϕ̂j(ξ) = β( ξ
2j

) se ξ ∈Mj, onde

β(ξ)
def
= (2π)−n/2

θ(ξ)

θ̃(ξ) + θ(ξ) + θ(ξ/2)
,

sendo θ̃(ξ)
def
= θ0(ξ) se j = 1 e θ̃(ξ) = θ(2ξ) se j ≥ 2; dáı obtemos

(Dαϕ̂j)(ξ) =
1

2j|α|
(Dαβ)(ξ/2j)

se ξ ∈Mj e zero, caso contrário, logo,

||Dαϕ̂j||∞ ≤
1

2j|α|
||Dαβ||∞; (14)

de (12), (13) e (14), obtemos

|| (2sj||f ∗ ϕj||Lp) ||lq ≤ c5[
∑
|α|,|β|≤m ||ξαDβ f̂ ||L∞ ]

|| (22(s−σ)j
∑
|α|≤n

1
2j|α|

) ||lq
≤ c

∑
|α|,|β|≤m ||ξαDβ f̂ ||L∞

com c = c5|| (22(s−σ)j
∑
|α|≤n

1
2j|α|

) ||lq < ∞ para σ > s e m suficientemente
grande; portanto, conclúımos que

S(Rn) ⊂ Bsp,q(Rn) (15)

com a inclusão cont́ınua, para quaisquer s ∈ R e p ∈ (1,∞).

Observação 2 Seja N ∈ N (N = {1, 2, · · · }). A seqüência (ϕj)
∞
j=0 constrúıda

na demonstração do Teorema 3 satisfaz as seguintes propriedades com N = 1
(cf. [19, p.171]):

1. ϕj ∈ S(Rn) e ϕ̂j ≥ 0 para j = 0, 1, 2, · · ·

2. spt ϕ̂j ⊂ {ξ ∈ Rn; 2j−N ≤ |ξ| ≤ 2j+N} para j = 1, 2, · · · e spt ϕ̂0 ⊂ {ξ ∈
Rn; |ξ| ≤ 2N};

3. Existe uma constante positiva c tal que
∑∞

j=0 ϕ̂j(ξ) ≥ c, para todo ξ ∈ Rn;

4. Para todo multi-́ındice α, existe uma constante cα tal que

|(Dαϕ̂j)(ξ)| ≤
cα
|ξ|α

para j = 1, 2, · · ·
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Teorema 4 [19, p. 172] Sejam s ∈ R, p ∈ (1,∞) e q ∈ [1,∞]. Para qualquer
seqüência (ϕj) que satisfaça as condições 1-4 da Observação acima, temos que

Bsp,q(Rn) = {f ∈ S ′(Rn); ||f ||∗Bsp,q
def
= ||(f ∗ ϕj)||lsq(Lp) <∞},

onde ||(f ∗ ϕj)||lsq(Lp)
def
= ||(2sj||f ∗ ϕj||Lp)||lq . Além disso, || · ||Bsp,q e || · ||∗Bsp,q são

normas equivalente em Bsp,q(Rn).

Teorema 5 Para s ∈ R, ε > 0 1 < p <∞ e 1 ≤ q1 ≤ q2 ≤ ∞, temos

S(Rn) ⊂ Bs+εp,∞(Rn) ⊂ Bsp,1(Rn) ⊂ Bsp,q1(R
n)

⊂ Bsp,q2(R
n) ⊂ Bsp,∞(Rn) ⊂ Bs−εp,1 (Rn)

com todas as inclusões cont́ınuas.

Demonstração: A primeira inclusão é dada pelo Teorema 3. Para a segunda,
dada qualquer decomposição f =

∑
aj ∈ Bs+εp,∞, temos

||f ||Bsp,1 = ||(2sj||aj||)Lp ||l1 =
∑∞

j=0 2sj||aj||Lp
≤ (

∑∞
j=0 2−εj)||(2(s+ε)j||aj||Lp)||l∞

logo

||f ||Bsp,1 ≤ c||f ||Bs+εp,∞
. (16)

Agora, vejamos que

Bsp,q1(R
n) ⊂ Bsp,q2(R

n) (17)

com a inclusão cont́ınua, para quaisquer s ∈ R, p ∈ (1,∞) e q1 ≤ q2 em
[1,∞]: Se f =

∑
aj ∈ Bsp,q1 então (2sj||aj||Lp) ∈ lq1 ; como lq1 ⊂ lq2 com a

inclusão cont́ınua, segue-se o resultado. A última inclusão é um caso particular
da segunda.

Observação 3 É imediato da Definição 1, que também vale a inclusão cont́ınua

Bs1p,q(Rn) ⊂ Bs2p,q(Rn)

sempre que s2 ≤ s1.
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Observação 4 Aproveitando o enunciado do Teorema 4, demos a definição da
norma || · ||lsq(Lp). Na verdade, temos os espaços

lsq(L
p)

def
= {(aj)∞j=0; aj ∈ Lp e (2sj||aj||Lp) ∈ lq}

com a norma (repetindo a definição dada no Teorema 4)

||(aj)||lsq(Lp)
def
= ||(2sj||aj||Lp)||lq .

Mais geralmente, dada uma seqüência de espaços de Banach (Aj)
∞
j=0, podemos

definir o espaço

lq(Aj)
def
= {(aj)∞j=0; aj ∈ Aj e (||aj||Aj) ∈ lq}

munido da norma
||(aj)||lq(Aj)

def
= || (||(aj)||Aj) ||lq .

Pode-se provar que lq(Aj) é um espaço de Banach, para todo q ∈ [1,∞]. Note-
mos que lsq(L

p) = lq(Aj) para Aj = Lp munido da norma ||f ||Aj = 2sj||f ||Lp .

Usando o Teorema 4, com a ajuda do Lema elementar de Análise Funcional
abaixo, podemos demonstrar facilmente que os espaços de Besov são espaços de
Banach, Teorema 6 abaixo.

Lema 1 Sejam A um espaço vetorial normado e B um espaço de Banach. Se
existem operadores lineares limitados R : B → A e T : A → B tais que
RT = IA (operador indentidade em A)1 então A também é um espaço de
Banach.

Demonstração: Se (xj) é uma seqüência de Cauchy em A então (T xj) também
é uma seqüência de Cauchy, em B. Como B é um espaço de Banach, existe
y ∈ B, y = limSxj. Dáı, xj = RT xj −→ Ry ∈ A.

Teorema 6 Todo espaço de Besov Bsp,q(Rn) é um espaço de Banach.

Demonstração: Sejam (ϕj) e (ψj) duas seqüências satisfazendo 1-4 da Ob-

servação 2 com N = 1 tais que
∑∞

j=0 ϕ̂j = (2π)−n e ψ̂j | spt ϕ̂j = 1 (cf. demon-
stração do Teorema 3). Vamos aplicar o Lema 1 tomando A = Bsp,q(Rn),
B = lsq(L

p) e, R e T , os seguintes operadores:

R ((aj)) =
∞∑
j=0

ψj ∗ aj

1Operadores como estes são chamados, respectivamente, de retração e co-retração [19, p.22]
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T (f) = (f ∗ ϕj).

Para verificarmos que R está bem definido como um operador linear limitado
do lsq(L

p) no Bsp,q(Rn), fazemos a seguinte estimativa, onde ϕ ∈ S(Rn) e N ∈ N:∣∣∣〈∑N
j=0 ψj ∗ aj, ϕ〉

∣∣∣ =
∣∣∣∑N

j=0〈aj, ψ̃j ∗ ϕ〉
∣∣∣

(onde ψ̃j = ψj(−x))

≤
∑N

j=0 ||aj||Lp ||ψ̃j ∗ ϕ||Lp′
=

∑N
j=0(2

sj||aj||Lp)(2−sj||ψ̃j ∗ ϕ||Lp′ )

≤
(∑N

j=0(2
sj||aj||Lp)q

)1/q (∑N
j=0(2

−sj||ψ̃j ∗ ϕ||Lp′ )q
′
)1/q′

≤ ||(aj)||lsq(Lp) ||ϕ||B−s
p′,q′

.

(18)

Isto prova que existe o limite

〈R((aj)), ϕ〉
def
= lim

N→∞
〈
N∑
j=0

ψj ∗ aj, ϕ〉, ∀ϕ ∈ S(Rn)

e também que R((aj)) ∈ S ′(Rn), visto que S(Rn) ⊂ B−sp′,q′ com a inclusão
cont́ınua (Teorema 3).

Pelo Teorema 4, T é um operador linear limitado de Bsp,q(Rn) em lsq(L
p).

Além disso, RT = IBsp,q(Rn), pois

FRT (f) =
∑∞

j=0(2π)nψ̂j f̂ ϕ̂j = (2π)n(
∑∞

j=0 ϕ̂j)f̂

= Ff,

onde usamos que ψ̂j | spt ϕ̂j = 1.

Observação 5 A estimativa (18) dá uma indicação do dual de Bsp,q(Rn). De
fato, temos (Bsp,q(Rn))′ = B−sp′,q′(Rn), para todo (s, p, q) ∈ R × (1,∞) × [1,∞]
[19, p.198]. Devido a este resultado, no estudo dos espaços de Besov, podemos
muitas vezes nos restringir ao caso s ≥ 0.

Observação 6 [19, p.180] Valem as seguintes inclusões cont́ınuas:

W s+ε,p(Rn) ⊂ Bsp,q(Rn) ⊂ W s−ε,p(Rn),

Hs+ε
p (Rn) ⊂ Bsp,q(Rn) ⊂ Hs−ε

p (Rn),

para todo (s, p, q, ε) ∈ R× (1,∞)× [1,∞]× (0, ε).

A seguir vamos dissertar um pouco sobre a teoria da interpolação abstrata
com o objetivo de concluir que os espaços de Besov Bsp,q de fato coincidem com
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os espaços de Sobolev W s,p para s > 0 não-inteiro2 e p = q, onde estes últimos
são definidos da seguinte maneira:

W s,p(Rn)
def
=
{
f ∈ W [s],p(Rn);

||f ||W s,p
def
= ||f ||Wm,p +

∑
|α|=[s]

(∫
Rn

∫
Rn

|Dαf(x)−Dαf(y)|p
|x−y|n+{s}p dxdy

)1/p

<∞ }

(19)
onde s ∈ (0,∞)/N, [s] é o maior inteiro menor do que s e {s} = s − [s]. Cf.
[19, p.190], [1, p.214] ou [16, p.342].

Em primeiro lugar observamos que existem vários métodos de interpolação.
Estes podem ser classificados em duas categorias distintas: os métodos de in-
terpolação “real” e os “complexos”} [19, 3]. Aqui estamos interessados apenas
num método de interpolação: o método real conhecido como método K.

A teoria da interpolação consiste em achar um “espaço de interpolação”
em relação a dois espaços de Banach A0, A1 contidos num espaço vetorial de
Hausdorff A. Por espaço de interpolação entendemos um espaço de Banach
{A0, A1} que satisfaça as seguintes condições:

(a) A0∩A1 ⊂ {A0, A1} ⊂ A0+A1 ( A0+A1 = {a ∈ A; a = a0+a1 com ai ∈
Ai, i = 0, 1} e ||a||A0+A1 = infa=a0+a1(||a0||A0 + ||a1||A1) );

(b) Se B0 e B1 são também espaços de Banach contidos em A e se um
operador linear T de A em A satisfaz T ∈ L(Ai, Bi)

3, i = 0, 1, então
T ∈ L({A0, A1}, {B0, B1}) e

||T ||{A0,A1},{B0,B1} ≤ ||T ||1−θA0,B0
||T ||θA1,B1

para algum θ ∈ [0, 1].

O método K deve-se a J.Peetre e começa pela definição do funcional K: Da-
dos A0, A1 espaços de Banach contidos num espaço de Hausdorff A, definimos,
para 0 < t <∞, o funcional

K(t, a) ≡ K(t, a;A0, A1) = inf
a = a0 + a1

ai ∈ Ai

(||a0||A0 + t||a1||A1), a ∈ A

e para 0 < θ < 1 e 1 ≤ q ≤ ∞, o espaço

(A0, A1)θ,q = { a ∈ A0 + A1;

||a||(A0,A1)θ,q

def
=

(∫ ∞
0

[t−θK(t, a)]q
dt

t

)1/q

<∞, se q <∞ e

||a||(A0,A1)θ,∞
def
= sup0<t<∞ t

−θK(t, a) <∞, se q =∞}.
2Os espaços W s,p para s não-inteiro foram introduzidos por Aronszajn (1995), Slobodeckij

(1958) e Gagliardo (1958) [2].
3Operador linear limitado do Ai no Bi.
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Então temos o seguinte teorema:

Teorema 7 [19, p.25] O espaço (A0, A1)θ,q é um espaço de interpolação.

Um fato interessante dos espaços (A0, A1)θ,q é o seguinte resultado, um caso
particular do Teorema de Convexidade de Riesz–Thorin (v. Apêndice, Teorema
19):

Teorema 8 [19, p.128] Para qualquer espaço de medida (X,B, µ) σ-finito e
quaisquer p0, p1 ∈ [1,∞), θ ∈ (0, 1), vale

(Lp0(X), Lp1(X))θ,p = Lp(X)

onde 1/p = (1− θ)/p0 + θ/p1.

Também temos o seguinte teorema:

Teorema 9 [19, p.] Sejam 0 ≤ s0, s1 <∞, s0 6= s1. Então

(W s0,p(Rn),W s1,p(Rn))θ,q = Bsp,q(Rn)

onde 0 < θ < 1 e s = (1− θ)s0 + θs1.

Um caso importante dos espaços (A0, A1)θ,q ocorre quando A0 = A é um
espaço de Banach e A1 = Km é um espaço especial que passamos a definir:
Sejam Gi(t), i = 1, · · · , n, 0 ≤ t < ∞, semi-grupos fortemente cont́ınuos em
L(A) que comutem entre si, i.e. para quaisquer i, j = 1, · · · , n, t, s ≥ 0 e a ∈ A,
temos:

(a) Gi(t) ∈ L(A);

(b) Gi(0) = IA, Gi(t+ s) = Gi(t+ s) = Gi(t)Gi(s);

(c) limt→s ||Gi(t)a−Gi(s)a||A = 0 (tomamos o limite somente pela direita se
s = 0);

(d) Gi(t)Gj(s) = Gj(s)Gi(t).

Denotemos por Λi o gerador infinitesimal de Gi e escrevamos Λ = (Λ1, · · · ,Λn)
e Λα = Λα1

1 · · ·Λαn
n para α = (α1, · · · , αn) um multi-́ındice n-dimensional qual-

quer.

Definição 2 Seja m ∈ N.

Km def
= ∩|α|=mD(Λα) ( = ∩|α|≤mD(Λα) )

||a||Km
def
=
∑
|α|≤m

||Λαa||A,

onde D(Λα) é o domı́nio do operador Λα.
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Lembramos que D(Λα) é o conjunto dos a’s no espaço A para os quais Λαa
está definido, no sentido de que dados dois operadores S, T ∈ L(A), temos

D(ST )
def
= {a ∈ A;Ta ∈ D(S)}.

Teorema 10 [19, p.88] Sejam A, Gi como acima. Sejam também 1 ≤ q ≤ ∞,
s = θm, 0 < θ < 1, m ∈ N, [s] o maior inteiro menor do s, e {s} = s − [s].
Se para todo i = 1, · · · , n existem números βi ≤ 0 e Mi ≥ 0 tais que ||Gi(t)|| ≤
Mie

βit, 0 ≤ t <∞, então

(A,Km)θ,q = {a ∈ A; ||a||∗ <∞}

onde

||a||∗ def
= ||a||A +

∑
|α|≤[s]

(∫
Rn
|y|−n−{s}p || (Πn

i=1Gi(yi)− I)Λαa||pA dy
)1/p

,

y = (y1, · · · , yn). Além disso, || · ||∗ é uma norma equivalente à norma || · ||Km

em Km.

Exemplo 1 Tomemos A = Lp(Rn), 1 < p <∞, e

[Gi(t)f ](x) = f(x1, · · · , xi−1, xi + t, xi+1, · · · , xn),

f ∈ Lp(Rn). (Define-se Gi primeiramente em S(Rn) e depois estende-se Gi a
Lp. É fácil ver que Gi é uma isometria em Lp.) Pode-se provar que [19, p.187]

D(Λm
i ) = {f ∈ S ′(Rn); ||f ||Lp + ||∂

mf

∂xmi
||Lp <∞}

= {f ∈ S ′(Rn);
∑m

k=0 ||
∂kf

∂xki
||Lp <∞}

e

Λm
i f =

∂mf

∂xmi
, f ∈ D(Λm

i ).

Logo, para α = (α1, · · · , αn) um multi-́ındice arbitrário, temos que

D(Λα) = {f ∈ S ′(Rn);
∑
|γ|≤|α|

||Dγf || <∞}

e
Λαf = Dαf, f ∈ D(Λα).

Dáı obtemos que Km = ∩|α|=mD(Λα) = Wm,p(Rn) com a norma
||f ||Km =

∑
|α|≤m ||Dαf ||Lp , a qual é evidentemente equivalente à norma

||f ||Wm,p = (
∑
|α|≤m ||Dαf ||pLp)1/p.
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Corolário 1 Para 0 < s 6∈ N e 1 < p <∞, temos

Bsp,p(Rn) = W s,p(Rn)

e as normas || · ||Bsp,p e || · ||W s
p

são equivalentes.

Demonstração: Sejam 0 < θ < 1 e m ∈ N/{0} tais que s = θm. Pelo Teorema
9, temos que

(Lp(Rn),Wm,p(Rn))θ,p = Bsp,p;

pelo Teorema 10, o Exemplo acima e a definição em (19), obtemos

(Lp(Rn),Wm,p(Rn))θ,p = W s,p(Rn).

Exerćıcio 1 Seja f = χ(0,1), a função caracteŕıstica do intervalo (0, 1), i.e.
f(x) = 1 se x ∈ (0, 1) e zero, caso contrário. Verificar que f ∈ W s,p(R)
se, e somente se, 0 < sp < 1, mas f ∈ Bsp,q(R) para sp = 1, qualquer que
seja q ∈ [1,∞]; cf. Observação 6. Em particular, consideremos o problema
que podemos encontrar em Equações Diferenciais Parciais: Dada uma função
u ∈ H1

0 (Ω), Ω um aberto limitado do Rn, seja ũ a extensão por zero da função
u ao Rn. Perguntamos se ũ ∈ H2(Rn). Tendo em vista o verificado para a
função f = χ(0,1), podemos esperar que em geral a resposta para esta pergunta
é não. Seja u(x) = |x|. Verificar que u ∈ H1

0 ( (0, 1) ), ũ 6∈ H2(R), ũ ∈ Hs(R)
para qualquer s ∈ (−∞, 3/2) (v. Definição 9 no Apêndice), ũ ∈ Bs2,q(R) para
quaisquer s ∈ (−∞, 3/2] e q ∈ [1,∞].

Vamos encerrar este Caṕıtulo falando de imersões dos espaços de Besov.
Em primeiro lugar lembramos a definição do espaço de Hölder Cs(Rn), s ≥ 0
qualquer:

Cs(Rn)
def
= { f ∈ C [s](Rn);

||f ||Cs
def
= ||f ||C[s] +

∑
|α|=[s] supx 6=y

|Dαf(x)−Dαf(y)|
|x−y|{s} <∞}

onde [s] é o maior inteiro menor do que s, {s} = s− [s] e

||f ||C[s] =
∑
|α|≤[s]

sup
x∈Rn
|Dαf(x)|.

Enunciamos dois resultados de imersões (itens (a) e (b)) abaixo):

Teorema 11 [19, p.203]
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(a) Se 1 < p ≤ r <∞, 1 ≤ q ≤ ∞ e −∞ < t ≤ s <∞ com s−n/p = t−n/r,
então

Bsp,q(Rn) ⊂ Btr,q(Rn).

(b) Se 1 < p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞ e 0 < s 6∈ N, então

Bs+n/pp,q (Rn) ⊂ Cs(Rn);

aqui, no caso q = 1, s pode ser qualquer número não-negativo.

3 Um resultado de regularidade para média de

velocidade

Nesta seção damos uma idéia da demonstração do Teorema 2, v. Introdução.
Obteremos uma decomposição de f∞ da seguinte forma:

f∞ =

(
∞∑
j=0

Aj∆jf

)
− i

(
∞∑
j=0

Bj∆jg

)
(20)

onde Aj, Bj e ∆j são operadores definidos mais tarde. Queremos destacar no
momento que valem os seguintes resultados (cf. [5, Lemas 1 e 2]):

Lema 2 Os operadores Aj e Bj são operadores lineares limitados do
L1(Rn × Rn, |v|βdxdv) no L1(Rn) com normas uniformemente limitadas em
relação a j.

Lema 3 Os operadores Aj e Bj são operadores lineares limitados do
L2(Rn × Rn, |v|βdxdv) no L2(Rn) com normas limitadas por c2−j/2, onde c
é uma constante independente de j.

Tendo estes lemas, usamos o Teorema de Convexidade de Riesz–Thorin (v.
Apêndice, Teorema 19) para obter que os operadores Aj e Bj são operadores
lineares limitados do Lp(Rn × Rn, |v|βdxdv) no Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ 2, com norma
limitada por c2−j/p

′
, ou seja

||Sj∆jf ||Lp(Rn) ≤ c2−j/p
′ || |v|β/p∆jf ||Lp(Rn×Rn) (21)

para Sj = Aj ou Bj. Por outro lado, existe o famoso resultado de Littlewood–
Paley [15]:

|| (||∆jf ||Lp) ||l2 ≤ c||f ||Lp (22)

onde 1 < p <∞; v. Definição 3 abaixo. Usando (22) em (21), obtemos

|| (2−j/p′ ||Sj∆jf ||Lp(Rn)) ||l2 ≤ c|| |v|β/pf ||Lp(Rn×Rn). (23)
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De (20) e (23) vem que f∞ ∈ Bsp,2(Rn); vejamos mais detalhes a seguir.
Tendo em vista o caráter introdutório destas notas, omitiremos a demon-

stração do Lema 2 pois esta é mais dif́ıcil do que a do Lemma 3; v. Lema 1 em
[5]. Para demonstrar o Lema 3 temos que adaptar as contas em [5], o que nos
leva às condições adicionais de integrabilidade sobre f e g no Teorema 2, o que
é naturalmente provocado pela integração no infinito (

∫
|v|≥K).

A decomposição (20): Pela fórmula 8, é fácil ver que

f =
∞∑
j=0

ψj ∗ (ψj ∗ f) (24)

onde ψ̂j
def
=
(
(2π)−n/2ϕ̂j

)1/2
satisfaz as propriedades 1–4 da Observação 2 com

N = 1. Em particular, notamos que ψ̂j(ξ) = θ̃( ξ
2j

) para uma função θ̃ ∈ C∞0 (Rn)
com suporte no anel {ξ ∈ Rn; 2−1 ≤ |ξ| ≤ 2} e

ψ̂0(ξ)
2 +

∞∑
j=1

θ̃(
ξ

2j
)2 = (2π)−n, ∀ ξ ∈ Rn.

A seqüência
(

(2π)n/2ψ̂j

)
é o que podemos chamar de uma decomposição diádica

da identidade. Agora damos a definição do operador ∆j:

Definição 3 O operador ∆j é definido em S ′(Rn) pela fórmula

∆jf
def
= ψj ∗ f.

Observação 7 Usando o Teorema de Mihlin (v. [10], [3] ou [16]) podemos
provar que ∆j está bem definido como um operador linear limitado em Lp para
1 < p <∞, mas o que nos interessa é o teorema mais forte de Littlewood–Paley
mencionado na desigualdade (22).

Da Definição 3 e de (24) vem que

f =
∞∑
j=0

∆2
jf (25)

(decomposição de Littlewood–Paley em blocos diádicos), logo,

f∞ =
∞∑
j=0

∆2
jf∞ =

∞∑
j=0

f j
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onde f j
def
= ∆2

jf∞. Então

f̂ j = (2π)n/2ψ̂j(∆jf∞)̂,
donde

f j = F−1
ξ

(∫
|v|≥K

ψj(ξ)(∆jf)̂(ξ,v) dv

)
. (26)

Neste ponto, usamos a equação (2). Aplicando ∆j e F à equação (2), obtemos

i(ξ · v)(∆jf)̂ = (∆jg)̂.
Para usar esta informação em (26), precisamos evitar ξ · v próximo do zero.
Para isto, introduzimos uma ‘função de truncamento’ ϕ0 ∈ C∞0 (R) tal que
ϕ0|[−1, 1] = 1 e pomos ϕ1 = 1−ϕ0. Agora escrevemos (26) da seguinte maneira:

f j = F−1
ξ

(∫
|v|≥K

ϕ0(2
j ξ · v
|ξ|

)ψj(ξ)(∆jf)̂(ξ,v) dv

)
−iF−1

ξ

(∫
|v|≥K

ϕ1(2
j ξ · v
|ξ|

)ψj(ξ)(ξ · v)−1(∆jg)̂(ξ,v) dv

)
≡ Aj∆jf − iBj∆jg.

Nesta última identidade definimos os operadores Aj e Bj. É conveniente ree-
screver o operador Bj como se segue:

Bjh = F−1
ξ

(∫
|v|≥K

(
2j

|ξ|
)ψj(ξ)ϕ2(2

j ξ · v
|ξ|

)(h)̂(ξ,v) dv

)
(27)

onde

ϕ2(s)
def
=

1

s
ϕ1(s).

Estamos preparados para demonstrar o Lemma 3. Faremos a sua demon-
stração apenas em relação a Bj, já que a demonstração em relação a Aj é
análoga (e mais simples).

Demonstração do Lema 3 em relação a Bj: Seja I o termo dentro do parêntesis
maior em (27), i.e. I = Fξ(Bjh). Pela desigualdade de Cauchy–Schwarz, temos

|I| ≤ (
2j

|ξ|
)|ψj(ξ)||||v|β/2ĥ(ξ,v)||L2(Rnv)(

∫
|v|≥K

|v|−βϕ2(2
j ξ · v
|ξ|

)2 dv)1/2. (28)

Observamos que podemos supor 2j−1 ≤ |ξ| ≤ 2j+1, visto que sptψj ⊂ Mj (v.
Caṕıtulo 2 para a definição de Mj). Tomemos a decomposição Rn = 〈 ξ|ξ|〉×Rn−1,
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escrevamos v = (v1, v) com relação a esta decomposição e apliquemos o Teorema
de Fubini no último termo em (28), para obtermos

|I| ≤ (
2j

|ξ|
)|ψj(ξ)||||v|β/2ĥ(ξ,v)||L2(Rnv)

(∫
|v|≥K
|v|−β dv

∫ ∞
K

ϕ2(2
jv1)

2 dv1

)1/2

≤ c2−j/2|||v|β/2ĥ(ξ,v)||L2(Rnv)

pois β > n− 1 e ϕ2 ∈ L2(R). Logo vem que

||Bjf ||L2(Rn) = ||FBjf ||L2(Rn) ≤ c2−j/2|| |v|β/2g||L2(Rn×Rn).

4 Sobre o problema de Cauchy para a equação

de Vlasov–Poisson

Retornemos à equação de Vlasov–Poisson (1). Nesta seção apresentamos
um esquema resumido da demonstração da existência de solução fraca em Lp

do problema de Cauchy para (1) sendo n = 3 e p suficientemente grande. O
dado inicial f0 é assumido pertencer a L1 ∩ Lp e com energia cinética finita,
i.e.

∫
R3 |v|2f0(x,v) dxdv < ∞. Este resultado é um teorema de E.Horst e

R.Hunze [12]. A demonstração resumida que se segue tem uma simplificação
em relação à original em [12], a qual é devida a H.N. Lopes e M.C. Lopes [14].
Com efeito, usaremos o Teorema 15 abaixo. Para uma motivação e resultados
clássicos sobre a equação (1), citamos [9]–especialmente o Caṕıtulo 4, e [11].

Uma grande dificuldade em resolver (1) é a singularidade do núcleo integral

E(x, t) =

∫
Rn

x− y
|x− y|n

∫
Rn
f(y,v) dv dy. (29)

Notamos que
E = ∇Γ ∗ ρ(f) (30)

onde Γ é, a menos de constante multiplicativa, a solução fundamental do Lapla-
ciano no Rn, e

ρ(f)(y)
def
=

∫
Rn
f(y,v)dv (31)

é a função densidade de part́ıculas. Para contornar a singularidade em E,
tomamos a seguinte aproximação da equação (1):

f εt + v · ∇xf
ε + γEε · ∇vf

ε = 0, ε > 0 (32)

onde
Eε(x, t)

def
= eε ∗ ρ(f ε), eε(z)

def
=

z

(|z|2 + ε)n/2
. (33)
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Observamos que esta é uma modificação clássica na solução da equação de
Laplace, cf. [6].

No que se segue assumiremos que f0 ∈ L1(Rn). Enunciamos os resultados
que nos interessam sobre a equação (32):

Teorema 12 [12, Teorema 2.3] Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Se f0 ∈ Lp(R2n) então
f ε(·, t) ∈ Lp(R2n) para todo t > 0 e ||f ε(·, t)||Lp(R2n) = ||f0||Lp(R2n) para todo
t ≥ 0.

Teorema 13 [12, Lema 3.2] Seja 1 < p < ∞. Se
∫

R2n |v|2f ε(x,v) dxdv e
||f ε(·, t)||Lp(R2n) são uniformemente limitadas em relação a ε e t, então
||ρ(f ε)(·, t)||Lr(R2n) também é uniformemente limitada em relação a ε e t, sendo
r = (2p+ n(p− 1)) / (2 + n(p− 1)).

Observação 8 A quantidade Ec(f
ε)

def
=
∫

R2n |v|2f ε(x,v) dxdv representa a en-
ergia cinética do sistema (32) no tempo t.

Teorema 14 [12, Teoremas 2.1 e 3.1] [11, Teorema 5.8] Seja n = 3. Se
f0 ∈ L9/7(R6), f0 ≥ 0 e

∫
R6 |v|2f0(x,v) dxdv < ∞, então f ε ≥ 0 e Ec(f

ε) é
uniformemente limitada em relação a ε e t.

Um outro teorema que nos interessa é a compacidade do potencial de Riesz:

Teorema 15 [14] Seja 1 ≤ r <∞. O potencial de Riesz

Rα(κ)
def
=

∫
Rn

κ(y)

|x− y|n−α
dy, 0 < α < n/r,

é um operador linear compacto (respect. cont́ınuo) do Lr(Rn) no Lq(Ω) se Ω é
um subconjunto aberto e limitado do Rn e q < r∗ (respect. Ω = Rn e q = r∗)

onde r∗
def
=

nr

n− rα
.

Com estes quatro fortes teoremas, a existência de solução da equação (1)
procede da seguinte maneira: Pelo Teorema 12, existe uma função f em
L∞([0,∞);Lp(R2n)) e uma seqüência (f εk), εk > 0 que converge para f quando εk
tende para zero na topologia fraca-∗ do L∞([0,∞), Lp(R2n))

=
(
L1([0,∞), Lp

′
(R2n)

)′
, se 1 < p ≤ ∞ e f0 ∈ Lp(R2n), onde p′ = p/(p− 1) (o

expoente conjugado do p). Vamos escrever εk = ε no que se segue. Suponhamos
que a energia cinética Ec(f

ε) e também ||f ε(·, t)||Lp sejam uniformemente lim-
itados em relação a ε e t; cf. teoremas 12 e 14. Pelo Teorema 13 é posśıvel
provar que ρ(f ε(·, t)) converge fracamente para ρ(f(·, t)) em Lr (passando-se a
subseqüência se necessário) para r definido no Teorema 13. Esta convergência

21



fraca ocorre de maneira localmente uniforme em relação a t; cf. [12, Lemma
5.4].

Agora vamos provar que {Eε} é pré-compacto em Lqloc(Rn) para todo q < r∗,

sob condições especificadas abaixo. Seja e
def
= e0, sendo eε definido em (33).

Então,

Eε − E = eε ∗ ρ(f ε)− e ∗ ρ(f) = (eε − e) ∗ ρ(f ε) + e ∗ ρ(f ε − f)

logo,

||Eε − E||Lqloc ≤ ||(e
ε − e)||Ls||ρ(f ε)||Lr + ||R1(ρ(f ε − f))||Lqloc , (34)

onde 1/s+ 1/r = 1 + 1/q (v. Desigualdade de Young, (43) no Apêndice) e R1 é
o potencial de Riesz com α = 1, definido no Teorema 15. Nas condições do Teo-
rema 13, temos que ||ρ(f ε)||Lr é uniformemente limitado. Também temos que
limε→0 ||eε − e||Ls = 0 se 1 ≤ s < n

n−1
(= 1∗) [12, Lema 3.6] e

limε→0 ||R1(ρ(f ε) − ρ(f)||Lqloc = 0 se q < r∗, pelo Teorema 15, desde que ρ(f ε)
tenda a ρ(f) em Lr quando ε→ 0 e 1 ≤ r < n.

Agora vamos juntar as peças: O único termo não linear da equação (32) é
o termo Eε · ∇vf

ε que aplicado numa função teste torna-se Eεf ε. Então para
obtermos a convergência que desejamos basta observarmos em que condições
sobre p, este termo é um par “forte–fraco”, i.e. Eεf ε é bem definido, Eε converge
fortemente e f ε converge fracamente.

Já vimos que, nas condições do Teorema 13, Eε converge fortemente em Lqloc
se q < r∗ e 1 ≤ r < n, onde r está definido no Teorema 13, e se 1 ≤ s < 1∗, onde
1/s+1/r = 1+1/q. Então é suficientemente termos f ε convergindo fracamente

em Lq
′

loc. Isto ocorre se q′ ≤ p, i.e. q ≥ p′. Assim precisameos de um q entre p′

e r∗, i.e. p′ ≤ q < r∗, o qual existirá se p′ < r∗. Fazendo as contas encontramos
que esta condição é equivalente a

p > p0(n)
def
= n(n+ 5 +

√
(n− 1)2 + 16)/(6n+ 4).

Observamos que p0(3) = (12 + 3
√

5)/11. Não é dif́ıcil concluir que a partir dos
teoremas 12–15 acima, temos o seguinte teorema:

Teorema 16 [12] Sejam p > p0
def
= (12 + 3

√
5)/11, f0 ∈ L1(R6) ∩ Lp(R6),

f0 ≥ 0 e
∫

R6 |v|2f0(x,v) dxdv < ∞. Então a equação de Vlasov–Poisson tem
uma solução fraca em LP com dado inicial f0.

Observação 9 [12] Este teorema também vale para p = p0 .
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5 Apêndice

Neste apêndice queremos coletar alguns resultados e idéias importantes para
o estudo dos espaços de Besov. Falaremos sobre os espaços das funções rapi-
damente decrescentes S(Rn), os espaços das distribuições temperadas S ′(Rn),
transformada de Fourier, convolução, e os espaços de Sobolev no Rn modela-
dos no L2. Para as demonstrações e hipóteses omitidas, recomendamos [13]
(v. também [18]), [17], [6] e outras citadas em [13]. O nosso intuito aqui é
simplesmente formal, e admitimos uma certa maturidade com o assunto. Apre-
sentaremos apenas duas ou três demonstrações que achamos que contêm idéias
relevantes para os nossos propósitos.

Começamos com a transformada de Fourier, a qual será denotada por ·̂ ou
F ; sua inversa será denotada por ·̌ ou F−1.

Definição 4 Dada uma função f : Rn −→ C absolutamente integrável, temos

Ff(ξ) ≡ f̂(ξ)
def
= (2π)−

n
2

∫
Rn
f(x)e−ix·ξ dx, ξ ∈ Rn

e

F−1g(ξ) ≡ ǧ(ξ)
def
= (2π)−

n
2

∫
Rn
g(ξ)eiξ·x dξ, x ∈ Rn.

A transformada de Fourier é uma ferramenta muito importante em Equações
Diferenciais Parciais. O exemplo clássico da sua utilidade é dado na resolução
da equação do calor

ut −∆u = 0, (35)

onde u = u(x, t), t > 0, x ∈ Rn, ∆ ≡ ∆x, senão vejamos: Aplicando a
transformanda de Fourier na variável x à equação (35), obtemos (formalmente)

(Fu)t −F(∆u) = 0. (36)

Aqui vamos usar a seguinte propriedade da transformada de Fourier:

F(Dαf) = i|α|ξαF(f), (37)

onde α é um multi-́ındice, i.e.

α = (α1, · · · , αn), αi ∈ Z+,

|α| def
= α1 + · · ·+ αn,

Dαf = ∂|α|f
∂x
α1
1 ···∂x

αn
n

e ξα = ξα1
1 · · · ξαnn , ξ = (ξ1, · · · , ξn).
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Em particular,

F(∆) = F(
∑n

k=1

∂2u

∂x2
k

=
∑n

k=1F(
∂2u

∂x2
k

)

=
∑n

k=1 i
2ξ2
iF(u) = −(

∑n
k=1 ξ

2
k)F(u),

ou seja,
F(∆u) = −|ξ|2F(u). (38)

Substituindo (38) em (36) e escrevendo û = F(u), obtemos a equação diferencial
ordinária na variável t

ût − |ξ|2û− 0

para cada ξ ∈ Rn. A solução geral desta equação é dada por

û(t, ξ) = c(ξ)e−t|ξ|
2

onde c(ξ) é uma “constante” dependendo de ξ. Dáı, tomando a transformada
de Fourier inversa, obtemos

u(t, x) = F−1(c(ξ)e−t|ξ|
2

). (39)

Esta fórmula dá a solução geral da equação do calor (35) (naturalmente sob
algumas hipóteses, mas isto não faz parte do mérito da questão no momento).
Ela pode ser melhor caraterizada usando-se o conceito de convolução:

Definição 5 A convolução de duas funções f, g : R→ C é denotada por f ∗ g
e definida pela fórmula

(f ∗ g)(x)
def
=

∫
Rn
f(x− y)g(y) dy, x ∈ Rn

(sempre que o lado direito fizer sentido).

Um fato essencial é que vale a fórmula

(f ∗ g)̂(ξ) = (2π)
n
2 f̂ ĝ. (40)

Usando-a podemos reescrever a fórmula (39) da seguinte maneira:

u(t, x) = (2π)−
n
2F−1

(
(2π)

n
2 (F−1c)̂(ξ) (F−1(e−t|· |

2

))̂(ξ))
= (2π)−

n
2F−1

(
(F−1c) ∗ (F−1(e−t|· |

2

))
)̂

logo

u(t, x) = (2π)−
n
2 f ∗ F−1(e−t|· |

2

) (41)
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onde f
def
= F−1c. Mas [13, p.305]

F−1(e−t|·|
2

)(x) =
1

(2t)
n
2

e−|x|
2/4t,

então
u(x, t) = f ∗Kt (42)

onde

Kt(x)
def
=

1

(4πt)
n
2

e−|x|
2/4t.

Esta função Kt é chamada o núcleo do calor e prova-se que

f ∗Kt −→(t→0) f,

logo (42) é a solução da equação do calor (35) com dado inicial u(x, 0) = f(x).

Outro fato importante sobre convolução que usaremos é a desigualdade de
Young:

||f ∗ g||Lr ≤ ||f ||Lp ||g||Lq (43)

se
1

p
+

1

q
= 1 +

1

r
, 1 ≤ p, q, r ≤ ∞.

Uma pergunta natural é que espaço de funções é invariante pela transfor-
mada de Fourier. Uma resposta é o espaço das funções rapidamente decrescentes
de Schwartz, denotado por S(Rn):

Definição 6

S(Rn)
def
= {f : Rn → C; f ∈ C∞(Rn) e ||f ||α,β

def
= supx∈Rn |xαDβf(x)| <∞

para todo par de multi-́ındices α, β }.

Teorema 17 Se f ∈ S(Rn) então f̂ ∈ S(Rn).

Demonstração: Temos

ξαDβ f̂ = ξα(−i)|β|F(xβf) = (−1)|β|i|β|+|α|F(Dα(xβf))

logo, como Dα(xβf) ∈ S(Rn) ⊂ L1(Rn), vem que

|ξαDβ f̂ | ≤ ||Dα(xβf)||L1 <∞,

para todo par de multi-́ındices α, β.

Existe um outro espaço associado a S(Rn) que também é invariante pela
transformada de Fourier. Este espaço não é literalmente um espaço de funções,
mas é um espaço de “funções generalizadas”– é o espaço das chamadas dis-
tribuições temperadas, o qual é denotado por S ′(Rn):
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Definição 7

S ′(Rn) é o dual topológico do S(Rn), i.e.

S ′(Rn)
def
= {f : S(Rn)→ C; f é um funcional linear cont́ınuo }.

A transformada de Fourier em S ′(Rn) (e muitas outras definições dadas em
S ′(Rn)) é definida via dualidade:

〈f̂ , ϕ〉 def
= 〈f, ϕ̂〉. (44)

Muitas das fórmulas válidas em S(Rn) se estendem naturalmente para S ′(Rn),
como é o caso da fórmula (37), mas devemos tomar cuidado com as fórmulas que
envolvem produtos, pois o produto de distribuições é uma operação complicada
de definir. Por exemplo, a fórmula (40) não vale para quaisquer f, g em S ′(Rn);
ela vale para f ∈ S ′(Rn) e g ∈ S(Rn).

Na pesquisa de soluções das EDP’s precisamos de espaços melhores do que
S ′(Rn), precisamos de espaços que sejam pelo menos normados e completos
(espaços de Banach); S ′(Rn) é um espaço vetorial topógico, ou melhor, um
espaço de Hausdorff. (Muito útil, por conter todos os demais espaços com os
quais trabalhamos.) Um espaço natural é aquele das funções com derivadas até
uma certa ordem de quadrado integrável, o qual é denotado por Hm(Rn), e é
chamado espaço de Sobolev de ordem m (m ∈ N, por enquanto) modelado no
L2:

Definição 8

Hm(Rn)
def
= { f ∈ S ′(Rn);Dα ∈ L2(Rn)

para todo multi-́ındice α com |α| ≤ m }.

(Mais geralmente, define-se os espaços de Sobolev modelados no Lp:

Wm,p(Rn)
def
= {f ∈ S ′(Rn);Dαf ∈ Lp(Rn), ∀ α ; |α| ≤ m }.)

Acontece que os espaços Hm(Rn) podem ser caracterizados em termos da trans-
formada de Fourier. Com efeito, vale o seguinte teorema:

Teorema 18

Hm(Rn) = {f ∈ S ′(Rn); ||f ||Hm
def
= ||F−1(1 + |ξ|2)m/2Ff ||L2 <∞.

Este teorema é uma conseqüência quase imediata da fórmula (37) e da identi-
dade de Parseval:

||f̂ ||L2 = ||f ||L2 , (45)
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válida para toda f ∈  L2(Rn), senão vejamos: Pela identidade de Parseval,
temos que Dαf ∈ L2 se, e somente se, F(Dαf) ∈ L2. Mas pela fórmula (37),

esta condição é equivalente a ξαf̂ ∈ L2. Agora basta observarmos que

ξαf̂ ∈ L2, ∀ |α| ≤ m

é o mesmo que
(1 + |α|2)m/2f̂ ∈ L2,

tendo em vista a estimativa (válida para todo multi-́ındice α com α ≤ m)

|ξα| = |ξα1
1 · · · ξαnn | ≤ (1 + |ξ1|2)α1/2 · · · (1 + |ξn|2)αn/2

≤ (1 + |ξ|2)α1/2 · · · (1 + |ξ|2)αn/2
≤ (1 + |ξ|2)|α|/2
≤ (1 + |ξ|2)m/2

e a fórmula binomial de Newton

(1 + |ξ|2)m =
m∑
j=0

cj|ξ|2j, cj = (
m
j

).

O Teorema 18 permite generalizar facilmente a definição do Hm(Rn) para m =
s ∈ R arbitrário:

Definição 9 Para s ∈ R qualquer, definimos

Hs(Rn) = {f ∈ S ′(Rn); ||f ||Hs
def
= ||F−1(1 + |ξ|2)s/2Ff ||L2 <∞.

Vamos terminar este Apêndice com um toque na teoria da interpolação,
o que é um assunto inerente ao estudo dos espaços de Besov (v. Seção 2).
A identidade de Parseval (45) nos diz que a transformada de Fourier é um
operador unitário no L2(Rn), em particular, temos que F ∈ L(L2(Rn), L2(Rn) )4

com ||F||L2,L2 ≤ 1. Por outro lado, é fácil observar que temos também F ∈
L(L1(Rn), L∞(Rn) ) com ||F||L1,L∞ ≤ (2π)−n/2.

Perguntamos: Para que outros espaços A,B ⊂ S ′(Rn), temos F ∈ L(A,B)?
Esta é uma pergunta t́ıpica da teoria da interpolação, e um resultado importante
da mesma é o seguinte:

Teorema 19 (Teorema de Convexidade de Riesz–Thorin) [7, 17] Seja T
um operador linear entre espaços Lp’s. Se ||T ||Lp0 ,Lq0 ≤M0 e ||T ||Lp1 ,Lq1 ≤M1

então ||T ||Lpθ ,Lqθ ≤ M1−θ
0 M θ

1 , para todo θ ∈ [1, 1], onde
1

pθ
=

1− θ
p0

+
θ

p1

e

1

qθ
=

1− θ
q0

+
θ

q1
.

4Operador linear limitado do L2(Rn) no L2(Rn).
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Para um enunciado preciso, v. as referências [7, 17] dadas acima. Cf. Seção 2,
Teorema 8. Tomando p0 = q0 = 2, p1 = 1 e q1 =∞, temos

1

pθ
=

1− θ
2

+ θ e
1

qθ
=

1− θ
2

=
1 + θ

2
,

logo, 1 ≤ pθ ≤ 2 e
1

pθ
+

1

qθ
= 1. Portanto, uma resposta à pergunta acima é o

seguinte teorema, o qual acabamos de demonstrar:

Teorema 20 (Teorema de Hausdorff–Young) A transformada de Fourier
é um operador linear limitado do Lp(Rn) no Lp

′
(Rn) para todo p ∈ [1, 2], onde

p′ =
p

p− 1
, i.e.

1

p
+

1

p′
= 1.

Para finalizar, observamos que a desigualdade de Young (43) também pode
ser obtida via interpolação.
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Estas notas são um trabalho em evolução. Pretendemos em futuras versões
acrescentar exemplos e demonstrações. Certamente muitas correções devem ser
feitas. Quaisquer comentários ou sugestões serão bem vindos.
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