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» “Quando tu nasceste todos em tua volta riam, s tu choravas; facas por viver de forma que
quando tu morreres todos em tua volta chorem, sé tu rias.” Provérbic Chinés

e “Projetistas fazem canais, arqueiros airam flechas, artifices modelam a madeira e ¢ barro, o
homem sabio modela-se a st mesmo™. Buda

e “A alegria estd na luta, na tentativa, no sofrimento envolvido, ndo na vitdria propriamente
dita.” Gandhi

e “Ha homens que lutam um dia e sdc bons; Ha outros que lutam um ano e sdo melhores; Ha
os que lutam muitos anos e sio muito bons: Mas hd os que lutam toda a vida e estes séo
imprescindiveis”. Bertold Brecht

s “Se vocé rouba idéias de um autor, é pldgio. Se vocé rouba de mmitos autores, é

pesquisa.” Wilson Mizner (1876-1933)

e “( sentido da vida consiste emn que nio tem nenhum sentido dizer que a vida néo tem
sentido”. Niels Bohr (1885-1962)

¢ “De tudo ficam trés coisas: A certeza de que estamos comecando, a certeza de que é preciso
continuar e a certeza de que podemos ser interrompidos antes de terminar. Fazer da
interrupgao wm caminho novo, fazer da gueda um passo de danca, do medo uma escola, do
sonho uma ponte, da procura um encontro, e, assim, terd valido a pena existir!” (Fernando
Sabino)

e “Talvezr nio tenhamos conseguido fazer o melhor, mas lutamos para que o melhor fosse
feito... NAo somos o que deveriamos ser, nic somos o gue iremos ser. Mas, gracas a Deus, ndo
somos 0 que éramos”{Martin Luther King)

e “Nosso tempo estd marcado pelas maravilhosas conquistas nos campos do entendimento e
das aplicacoes técnicas dessas descobertas. Quem nio se regozijaria com isso? Mas ndo nos
esquecamos de que nao sao apenas o conhecimenteo e as habilidades que conseguem levar a
humanidade a uma vida feliz e digna. A humanidade tem toda a razio em colocar os
proclamadores dos altos valores e padres morais acima dos descobridores de verdades
objetivas.” { Albert Eisntein)

s “Hscolha um trabalho que vocé ame e nao terd de trabalhar um nice dia em sua

vida.” (Confiicio)

e “As pessoas que vencem neste mundo sio as que procuram as circunsiancias de que precisam
e, guando ndo as encontram, as criam.” {Bernard Shaw)

e “Faca o que pode, com 0 que iem, onde estiver.” (Roosevelt)

» “Se queres ser feliz amanha, tente hoje mesmo” (Lao Tsé)”.

e “A liberdade nio tem qualquer valor se ndo inclui a liberdade de errar.”{Mahatma Gandhi)
e “Para todo problema complexo existe uma soluo clara, simples e errada”™. {George Bernard
Shaw)

e “0 mais importante na comunicagio é ouvir o que ndo foi dito.” (Peter F. Drucker)

» “Quanto mais aumenta nossc conhecimento, mais evidente fica nossa ignordncia.” {John
Kennedy)

e “H4 duas formas para viver sua vida. Uma é acreditar que nio existe milagre. A outra é
acreditar, que todas as coisas sdo um milagre.” (Albert Einstein )

s “Para ser forte, vocé sé terd de ser como a dgua. Porque é suave e flexivel, é a mais
necessaria e forte de todas as coisas.” {Lao-Tsé)
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Resumo

Neste trabalho, estudamos a convergéncia do Método dos Volumes Finitos aplicado a Leis de
Conservacio Escalares Multidimensional, seguindo os trabalhos de Cockburn et al. [7) e Be-
nharbit et. al [3]. Tratamos aqui, o Problema de Valor Inicial ¢ de Fronteira (PVIF).

O Métode dos Volumes Finitos € aplicado a diversos problemas, principalmenie em dinmica
de fluidos, desde os anos 50, mas somente nos Altimos 15 anos gue foi melhorado. A grande
vantagem deste método é que ele trata bem geometrias complexas e chogues, comuns em Leis
de Conservacao.

A convergéncia segue da unicidade da Solugdo em Medida (MV-Solution} para uma Lei de
Conservacio, Szepessy [59]. Compacidade Compensada, Solucbes em Medida e Medidas de
Young para Leis de Conservacdo apareceram primeiramente nos trabalhos de Murat [46]-[47],
Tartar [62]-[63] and Diperna [15]-[17], para Problemas de Valor Inicial e para Sistemas de Leis
de Conservacgio 2 x 2; e, depois disso, para um PVIF por Szepessy [59]. Seguindo estes artigos,
Cockburn et al. and Benharbit et. al obtiveram, independentemente, a convergéncia forte para
do esquema para a Uunica solugio entrépica descontinua no sentido de Bardos [2].



Abstract

In this report, we study the convergence of the Finite Volume Method applied to multidimen-
sional Scalar Conservation Laws, follows from Cockburn et. al [7] and Benharbit et. al [3]. It is
treated the Initial and Boundary Value Problem {IBVP).

Finite Volume Method is applied to several problems, mainly in fluid dyvnamical, since 50’s vears,
but only in the last 15 years that has been improved. The great advantage this method is that
is applied for complexes geometries and for shocks, commons in Conservation Laws.

The convergence follows from Szepessy’s [59] uniqueness result in the class of the entropy
measure-valued sclution. Compensated Compactness, MV-Solution and Measure Young for
Conservation Laws has been appeared from Murat [46}-[47], Tartar [62]-{63] and Diperna’s works
[15]-[17], for Initial Value Problem (IVP) and 2 x 2 Hyperbolic Systems of Conservation Laws;
and, thereafter, for (BIVP) by Szepessy [39]. In follows these articles , Cockburn et al. and
Benharbit et. al obtain, independently, the strong convergence of the scheme to the unigue
entropy discontinuous solution in the sense the Bardos [2].
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Apresentacao dos Capitulos

Neste frabalho estudamos o método dos volumes finitos aplicados a lels de conservacio. Este
é um método largamente usado hoje na simmlacko numérica de fluidos. Talvez uma de suas
melhores caracteristicas € que ele € aplicdvel a dominios gerais (para distinguir os dominios de
diferencas finitas que serao os dominios que podem ser levados a wm retdngulo por alguma trans-
formagdo de coordenadas, de dominios gue ndo gozem da mesma, propriedade, chamaremos o pri-
meiro de Dominio Euclidiano e o segundo de Dominio Nao-Euclidiano). Outra vantagem
é que ele é um método explicite. Extremamente elegante, a teoria envolvida na demcnstragao
da convergéncia deste método é uma ferramenta muitc poderosa da andlise numérica.

No primeiro capitulo, traremos os preliminares tedricos e numéricos envolvides no trabalho;
tanto dos de leis de conservacado quanto nos da formulacio do método dos volumes finitos. Por
ventura, algumas defini¢des serdo dadas no decorrer da dissertacdo quando forem do “escopo”da
ocasiio em que forem usadas. Também serd feita uma coletdnea de alguns teoremas que serao
usados posteriormente. Conforme adverténcia do primeiro capitulo, nenhuma demonstracio
seréd feita destas afirmagbes, pois temos a intengdo de trazer o maximo de informacio possivel
mas que ndo sejamos demasiadamente longos e, também, porque eles j& sdo de conhecimento
de grande parte da comunidade cientifica. O nosso interesse em trazé-los aqui é de tornar a
dissertacio o mais acessivel e clara possiveis.

No segundo capitulo, serd feita uma breve descricdo do método da compacidade compensada, de
medidas de Young e Solucdes em Medida. Como referéncias mais profundas para o estudo, indi-
camos os trabalbos de Murat [46]-[47], Tartar [62]-[63], Dacorogna [13], DiPerna [17] e Szepessy
1591

Trarernos os principais teoremas envolvidos na teoria e os particularmente relevantes 4 demons-
tracdo da convergéncia do método dos volumes finitos. Também, nio faremos nenhuma de-
monstragio das afirmacoes feitas neste capitulo, as demonstragdes podem ser encontradas nas
referéncias indicadas, que estio no final do trabalho.

No terceiro capitulo, serd feita a demonstracio da convergéncia do método dos volumes finitos
para equacdes escalares de leis de conservagio multidimensional. Neste capitulo, daremos a
formulagio matemética do método. Estudaremos mais profundamente o trabalho de Cockburn,
Coquel e Lefloch [7] com algumas modificagdes. Iremos nos utilizar das estimativas feitas neste
artigo e de algumas feitas no trabalho [3]. Vamos supor que o dado inicial é de variacio limitada
e que o dado de fronteira € suave. O dominio serd poligonal (na realidade a aplicagéo do Teorema,

vii



Apresentagdo dos Capitulos viii

13 de Szepessy exige apenas que a fronteira seja Lipschtiziana, v. Capitulo 2, Se¢io 2.3). Estas
modificagbes nos possibilitardo aplicar o teorema de Szepessy [59] e Capitulo 2, Teor. 13 que é
uma versio da solugdo em medida para dominios com condicBes de fronteira. No trabalho de
Szepessy, ele utiliza a solugdo de Bardos [2], e mostra que sujeita a estas condiges, a seqiiéncia
aproximante sendo limitada em L™ o problema possui solug@o entrépica tinica no sentido de
Bardos. Computacionalmente tais modificagdes ndo trazem grandes conseqiéncias, pois em geral
vamos tomar dados inicials e de fronteira satisfazendo as condigbes acima. Utilizaremos a teoria
inicialmente introduzida nos Capitulos 1 e 2.

No guarto capitulo. apresentaremos o método dos velumes finitos em dimenso 1 e dimensio 2,
apresentando graficos e simulagdes numéricas dos esquemas implementados. Faremos vérios ex-
perimentos para ilustrar o método e verificagdes da estabilidade condicional do método (ou seja,
que sob certas relag0es entre o tamanho da malha e ¢ passo temporal o método pode apresentar
oscilagoes). Faremos algumas comparagtes com outros métodos de ordem 1. Também sio feitas
algumas observagoes de alguns métodos de ordem mais alta aplicados as leis de conservagio.

Nio traremos o8 programas implementados uiilizados para a simulacho numérica para gue nio
tornemos este trabalbo muito longo: para uma melhor referéncia indicamos [38].



Introducao

Nas mais diversas dreas tecnoldgicas, as leis de conservagdo tém um papel importante na simu-
lagdo de fendmenos fisicos. Uma lei de conservagdo escalar multidimensional é uma equacao do
seguinte tipo:

Opu+ V- flu) =0, u(z,t) €R, t>0, zeQCR (1)
no qual f = (fi, fo.--+ , f4) € um campo em R?. Neste trabalbo suporemos f de classe C2(0).

A lei de Conservagdo damos a condicdo inicial

u(z,0) = uplx) r€ef (2)

e uma condicio de fronteira uy (z,t) a ser satisfeita num sentido apropriado (v.(8) abaixo).
Com o advento dos computadores, os métodos numéricos ganharam um papel fundamental nos
estudos desse tipo de equagio. Virios métodos para a resolugio de (1)-(2) surgiram.
Inicialmente, Courant-Friedrichs e Lewy {11] (traduzido para o inglés [12]) propuseram um
método de resolucdo numérica para a lei de conservagio baseado em diferencas finitas {ver por
exemnplo [33], [38]). O método inicialmente proposto por eles era condicionalmente estdvel, de
forma que que este, sob certas condicdes, poderia produzir oseilacbes esparias. Uma outra difi-
culdade que o método possuia era que a convergéncia era apenas de ordem 1 (ver preliminares).
Posteriormente muitas outras melhorias em diferengas finitas foram surgindo, um exemplo fa-
moso, € o método de Lax-Wendroff [72] com “Flux Limiters”; os “Flux Limiters”tiveram sua
aparigio primeiramente no trabalho de Sweby [57].

Um outro exemplo, € encontrado em Tadmeor [49]. Em vdrios de seus trabalhos ele propde novas
técnicas de resolugdo numérica de uma lei de conservagho. Em um trabalho pioneiro (49], ele
introduz uma técnica de aproximacio diferente para a solucdo, usilizando-se ndo apenas da média
pontual, mas também de uma relacio entre as derivadas, este tipo de aproximacio fornecia uma
convergéncia de ordem 2. Posteriormente. em trabalhos mais recentes com a ajuda de Kurganov
[37] e de Xu-Dong Liu [42], ele utilizou-se das mesmas idéias anteriores do trabalbo [49] para
melhorar a convergéncia, conseguindo convergéncias de ordem 3 em [42] e obtendo uma relacio
formal préxima entre uma lei de conservacio e uma equagdo do tipo difusfo convegio [37].
Outros autores também desenvolveram métodos interessantes. Em 1989, Engquist [21] intro-
duziu uma série de algoritmos para filtrar as oscilagdes esplrias de métodos de convergéncia
mais altas do que 1. Entretanto, a grande dificuldade enfrentada nestes tipos de métodos é que
apesar de eles trabalharem bem numericamente, é extremamente complicada a demonstra¢ao
da convergéncia para a solugio entrépica; muitas vezes nem ¢ possivel tal demonstragio.

X



Introducdo X

Ainda nesta seqiiéncia de idéias, em 1998 Gottlieb e Shu [27] trabalharam com métodos de
Runge-Kutta temporais; neste artigo, [27], os autores utilizavam-se de discretizagoes no fluxo que
nio oscilavam e apenas faziam uma melhoria na discretizacéo temporal, a vantagein deste método
é gue diminuiram um pouce a quantidade de calculos mas ainda nfo tornavam o algoritmo muito
eficiente; é computacionalmente carc. pols demanda uma grande quantidades de cdlculos para
se chegar solugio numérica do problema {Para um resumo destes métodos veja [381).
Entretanto, todos estes métodos sé sfo aplicdveis a dominios euclidianos. Para dominios nio
euclidianos, diferencas finitas ndo funcionam muito bem, pois € impossivel colocar uma malha
de diferencas finitas sobre dominios quaisquer, ou seja, que ndc haja urma transiormacac de
coordenadas entre um reténgulo no plano cartesianc e o dominic em questao.

Pensando nisso, desenvolveram-se alguns métodos gque pudessem ser tanto aplicavels & Dominios
Fuclidianos, quanto para Dominios Nio BEuclidianos. Podemos citar, neste caso, dois métodos
extremamente tteis que sdo o método dos Elementos Finitos (v. Cockburn [9], Johnson [32]) e
o dos Volumes Finitos (v. Leveque [41], Maliska [44], Morton[45], Wang [71}).

O método dos volumes finitos tem suas idéias iniciais desde os anos 50, mas fol apenas nos ultimos
10 anos gue melhorias foram implementadas. Este método ¢é largamente utilizado na simulagéo
numérica em mecinica dos fuidos e a grande vantagem desse em relacio aos de elementos finitos
é que ele € explicito (ver preliminares) e €, portanto, melhor adaptavel a gualguer discretizagio
temporal. Entretanto, é condicionalmente estavel.

Devido aos métodos numéricos modelarem a solugdo fraca da equacdo. surge o grande problema
da nao-unicidade na solugdo. Portanto, quando falamos em simulacio numérica estamos interes-
sados se o método desenvolvido converge para a solugdo fisicamente vidavel do problema, ou seja,
a solucdo de entropia (veja exemplo (1) no qual a discretizacido proposta falha na convergéncia
para a solugéo entrépica).

Uma solucdo da equagdo € dita entrdpica se ela satisfaz a lei de conservacio no sentido fraco, 1.
e.

/C} _ (udyd + flu) - V)dadt + / ugl{x)d(z, 0)de =0 (3)

N 4

para toda fung@o ¢, pelo menos continuamente diferencidvel e de suporte compacto sobre o
dominio 2. e a seguinte desigualdade

BU(u) +V - Flu) <0 (4)

para todos os pares de entropia convexos:
Uma funcio Lipschitz continua (U, F) : B ~— R x B? é dita ser um par de entropia convexo
se [V é uma funcao convexa e

ar _..df -

o= VU = (3)
A grande dificuldade na demonstracdo da convergéncia dos métodos é justamente provar que
a solucdo encontrada pelo método € nio somente a solucdo fraca (satisfaz (3)), mas também a
solucdo entrépica do problema (satisfaz (4}). Em geral, para provar a convergéncia dos métodos
para a solucdo fraca basta usar o Teorema de Lax-Wendroff [72] {Teorema Cap.l) (existem
alguns métodos que sao usados para a simulagdo numérica de uma lei de conservacgdo, para
os quais, até o momento, nao se tem provada a demonsiracio de convergéncia para a solugio
entropica, apenas para a solucdo fraca. Um exemplo disso, sdo os métodos tipe ENO [33], [38]).
As demonstracdes de convergéneia dos métodos numéricos, no final da década de 80 e inicio da
década de 90, ganharam um impulso enorme, quando Szepessy (58], usou resultados de soluges



Introducao xi

em medida do trabalho de DiPerna [17] para escrever o artigo “Shock capturing streamline
difusion finite element method for scalar conservation law in two dimension”. no qual mostrou
a convergéncia desse método para uma lei de conservacio escalar.

Usando as mesmmas idéias, Kroner [34], demonsirou a convergéneia do método dos volumes finitos
em duas dimensdes sem fronteira. E mais tarde, Cockburn, Coquel e Lefloch {7] demonstraram a
convergéncia para o método do volume finito para malhas ndo estruturadas e dominios quaisquer.
Em 2000, Noelle [73] usou uma outra técnica, “Kinetic Formulation”, para a demonstracdo da
convergéncia do método dos volumes finitos para um problema de Cauchy.

Para os problemas de fronteira devemos colocar mals alguma condigdes sobre a solugdo. Neste
trabalho iremos considerar o método dos volumes finitos para um problema de valor inicial e de
fronteira, PVIF, associado a vma lei de conservacao multidimensional:

B+ ¥ - flu) =0, ulr,t)eR t>0, zeQCR (6)

uw{z, 0} = uglz), z € (7)

e. para todos os pares de entropia-fluxc de entropia (U, F) convexos e para quase todo (z,f) €
a0 x K. (com respeito a (d-1)-dimensional medida de Hausdorfl),

T, t) AP (ule, 1) — Flu(z, ) — VU (u(z.0) - (flufz.t) = flalz ) 20 (8)

no qual @ = W(z.t) é a normal unitdria exterior a 8. Esta condigio foi primeiramente
proposta por Bardos et al. [2]. Para sistemas, ela fol também proposta posteriormente por Le
Floch e Dubois {19].

A funcdo fluxo f : B — R? é assumida ser de classe C2(Q) e © é um subconjunto aberto
limitado do B¢ que tem uma fronteira poligonal 2. O dado inicial ug serd assumido pertencer
a LNQ) N L=() N BV(£2), (v. Del.14 Seclio 1.2), e o dado de fronteira u; é suave.

A formulacdo (8) ¢ realmente uma forma fraca, mas compativel, para a condicdo de fronteira
padrdo “u(z,t) = ui(x, )", = € 0 em outros tipos de equagdes. Notemos que a condigdo
gy == gy para ser satisfeita necessita de compatibilidade com o dado inicial ug. Por exemplo, no
caso linear unidimensional u; —uy = 0 com z € & = (0,00), a condicdo de fronteira u{0,t) =
u1(0,£) 86 pode ser satisfeita se u; = up, como pode ser verificado facilmente pelo método das
caracteristicas. (Cf. “Condi¢ac de Lopantinski”para sistemas lineares Serre [521-[53]).

Kruzkov mostrou em 1970 [36], que existe uma tnica solugio entrdpica para o problema de
valor inicial {6)-(7) em L*={Q x R, ) (v. Teorema 7). Quanto ao problema de valor inicial e
de fronteira (6)-(8), Bardos et al. [2] provaram a existéncia e unicidade da solugao no espago
BV (). Mais precisamente, eles mostraram que existe uma tnica solucio v € BV (£2) tal que

[ {lu — cigp + |u— ¢|Vyp@tdadt + / lu(z, 0} — clolz, 0)dz
X Fo Y

(9)
- [aﬂxzx (fulz,t) = F(c)) - nls)sgnlu(s, t) — c)g(s, t)dsdt > 0

para toda ¢ ndo negativa em C}(Q x R. ) e para toda constante c em R

Em 1989, Szepessy [39] usou a técnica de solugdes em medida, extendendo a teoria de Diperna,
aplicando a dominios quaisquer para definir uma solugdo gue ele chamou de mv-solution, e
mostrou que uma tal solugdo sob certas condi¢des é uma solu¢do no sentido de Bardos et al. {2,
Com esta técnica, em 1991 [60], Szepessy mostrou a convergéncia para o método de “Streamline
Difusion”com condigdo de fronteira.
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Em 1995, Cockburn, Coquel e Lefloch [7] e independentemente Benharbit [3] , provaram a
convergéncia de método dos volumes finitos com condicbes de fronteira. O presente trabalho,
traz um estudo sobre o trabalho de Cockburn, Coquel e Lefloch [7] e de Benharbit [3]. Neste
trabalho, é utilizada a teoria desenvolvida por Muras [46]-[47] e Tartar [62]-163], DiPerna [17) e
mais tarde adaptada a dominios limitados por Szepessy [591.

No capitulo 3, daremos a demonstracdo da convergéncia de tal método. Inicialmente serd feita
uma estimativa da aproximagio, mostrando que a seqiéncia estd em L™ x R.). Isto é
necessario pois a teoria de DiPerna [17] e Szepessy [59] usa este fato para a construgio de
medidas associadas & sequéncia aproximante, comoc as propostas no capitule 2.

Pogteriormente sers feita uma série de estimativas para as fungdes de entropia, fuxo de entropia
e fluxo de entropia numeérico. Todas estas estimativas serdo usadas posteriormente na Secio
3.3, na teoria de solugtes em medida. E importante salientar que nas estimativas nao estaremos
exigindo que ug € BV{(2), apenas que esteja em L1{0) N Lo (). A exigéncia de ug € BV{Q)
86 serd necessaria quando aplicarmos o teorema de Szepessy (Tecrema 13).

Como complemento do trabalho, no capitulo 4 serd feita a simulacio numérica de tal método
em Maztlab, para dominios em 1 e 2 dimensses espaciais e alguns métodos de diferengas finitas.



Capitulo 1

Aspectos Iniciais

“O mundo s serd melhor quande tratarmos pedras como plantas; plantas como animais;
animais como homens e homens como deuses.”{ Gandhi)

Inicialmente, serd importante introduzirmos algumas notagdes e tecremas que serao utilizados
posteriormenie.

Os teoremas nao serdo demonstrados pois estio extensivamente discutidos nas bibliografias
indicados no final do trabalho. Os preliminares matematicos conterdo teoremas e resuliados
indispensaveis nos capitulos seguintes.

Na se¢do (1.2} serd dada uma breve nocdo de uma lei de conservagio e alguns resultados prin-
cipals que sao relevantes na teoria desse tipos de equacio.

Na secdo (1.3} serd dada uma breve nocio sobre os conceitos de analise numérica. Conceitos
necessarios para a posterior andlise do método dos volumes finitos que serd introduzido no
capitulo 3. analisando sua convergéncia.

1.1 Preliminares Tedricos
Para todas as nossas notacdes vamos considerar 2™ um subconjunto aberto qualquer do R?.

Definicdo 1 {Nogdes e Notagbes bdsicas de andlise}
Se u: Q" — K ¢ uma funcdo definida sobre 7, o suporite de u € definido por

sptu = Q" M {x | u(z) # 0}

Aqui o fecho de S C R® € denotado por §. Se S ¢ Q", S compacio e também Scor, nss
iremos escrever 5 CC Q7

A4 fronteira de S € definida por

st
tn
f

SA(Rr~9)
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O diagmetro de E C Q7 ¢ definido por

diam{E) = sup{|z -y : z,y € £}

no qual | - | € a norma euclidiane do R™, i, e, para x = (21,29, ,Tn), temos que (T} =
Cr B 5 ; N

Izt zs 4 Tl

Se o= (oi.a2. -~ an) € uma n-upla de inteiros ndo negatives, o € chamade um multi-indice

e o comprimento de o £

n
i =3 o
1= ]

Se x = {(zy, 22, -, Tn) € B*, nds sremos tomar
P = S & 54 2 Qo
T =Ty ks .'.Enr

e ol =alagt - ol

A deriwada parcial dos operaderes serd definida por D; = 8/8z; para 1 < i < n, e as
derivadas de ordem mais clte definidas por

e

D¥=pD% . . .o e
: " T
O gradiente da funcao o valores reais u € denotado por
Du(z) = (Dyulz),- - -, Dpu(z))
Por CU(Q") denoctamos o espago das fungdes continuas sobre Q7. Mais geralmente, se k

é um infeiro ndo negativo, possivelmente oc, tome

CHOM) = {u: Q" — RD* ¢ CHUOM,0< o] <k} (ol <oc se k= o)

CEQ™) = CY(Q™) N {u : sptu compacto, sptu C O} (o] < o se k = o)

ck ((n) = ck Q") N {u: D%u tem uma extensdo continua até Q" 0 < o <k }
{lal < oo se k = oc)

Chamarmos de funcdes testes as fungdes que sdo infinitamente diferencidveis e com suporte
compacto e denotamos per

D(Q") = G (@)
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Denotaremos por LF(Q") o espago das fungbes que verifiquem a seguinte desigualdade:

| it < s
_(22’1

Quando p = 20, 0 espago € denotado por L¥{(1") e as funcdes que pertencam a este espago

devemn verificar que

sup |f{z}] < oc
Orn—A

no qual 4 é um conjunto de medida nula.

Definicdo 2 {Fun¢do Regularizante de Heaviside}

Dizemos gue uma funcdo é Heaviside regularizante se ela tende para funcdo de Heoviside, x

1 se z<0

Hiz) =
(@) 0 se x>0

Funcac de Heaviside no intervale I-1,1]
1.5 T T T i T

: H I ! L ! ! i L
-1 -0.8 (.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Dominio da Fungdo de Heaviside no intervalo [-1,1]

Figura 1.1: Funcdo de Heaviside no intervalo [—1,1]

Um exemplo de funcao regularizante, tem a seguinte forma:
Dado € > (4 a funcdo vale

H se < ()
Te 1——% e 0<r<e

G se x> ¢

e
=

LR



Aspectos Inicials

4
E a dertvada, ¢ menos de um ndmero finito de pontos, vale
Ei_?"_cz 01 se z <0 ouxz>e (1.2)
dz -+ sed<r<e

Sequéncia de Fungbes Tendendo para a2 Fungio de Heaviside

| | i |
| ! : ! | :LL
o8 e \ L 0.8 A §| R
a |
0.8 AR :11 S GEE R AR
i a2
: !
: i : il
| . ' I
o : o - :
-1 -Gz a 0.5 1 -1 -0.5 0 G.B 1
E : i - i i i
08t - Lo IL . . ] 0.8 N ‘
0.8 SR LI 065 . ;
L ;
ozl 5\ o ool |-
ol ‘ : o |
-1 -3.5 g 0.5 1 -1 -0.5 o 0.5 1

Figura 1.2: Funcdes regularizantes tendendo para a funcio de Heaviside

Definicao 3 { Convolugdo}

Considere f e g duas funcées mensurdveis de R*; A conwvolugdo de f e g € a fungdo [ g
definida por

(Fx9)ie) = [ fle=vatody

para todo © € B tal que a integral exista.

(1.3)

Propriedades
Assumindo gue todas as integrals em questdo existam, temos:
1. frg=g=f
2 (frg)xh=fx(gxh)
3. (fxg)f=[f"xg=[+g" noqual f*(z) = flz -2}
4. (Af)xg=Af»g)=f=(Ag)
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fL

5 (f+g)xh=fxh+gxh

6. spt(f*g) Csopt(f) +spt{g) I={z+y:z€spt(f), v € sptlg)]

Teorema 1 124, pdg. 237

Se f 6 localmente integrdvel sobre B ¢ g € CF(Q") tem suporte compacto, entdo (fxg) € CF(OR)

Dados ¢ qualquer funcdo sobre R* e ¢ > 0, fixamos

\ R
pile) =705 (1.4)

Entao vale o ¢ seguinte teorema.
Teorema 2 [24, pdg. 234

Suponhe @ € LHE") e [, olz)dz =a .
1. 8e f e LP(O" {1 < p < o0), entdo [ =@ — af na norma LP{O™) guando t — 0.

2. Se f € limitada e uniformemente continua, entdo f = @; — af uniformemente quando
t— 0.

3. Se fe L= e f € continua sobre os conjuntos abertos U < 17, entdo = — af
uniformemente sobre 05 conguntos compactos de U guando t — 0.

Definicdo 4 {Medida de Borel Regular} [24, pdg. 205
Seja  p umo medida de Borel e E um subconjunto de Borel (pertencente ¢ ¢-dlgebra de Borel,

gerada por todos os abertos de Q") em Q. Dizemos que p é medida regular externa sobre
EcC” se

plEy =inf{uUy, ECU, UCQ" aberto}.
Chamamos de medida regular interna sobre £ C " se
w(E) = sup{u(K); K C E, K compactc}.

Se 1 € externa e interna sobre todos os conjunios de Borel, é chamada de medida de Borel
regular.

Defini¢do 5 {Medide de Radon}{24, pdg. 205
Dizemos que p : Q% — R. € uma medida de Radon se p € Borel regular e finita nos
compactos contidos em (1.

Definicdo 6 {Medida de Radon Finita} 24, pdg. 205
Dizemos que 2 2% — R, € wma medida de Radon finita sobre Q" se, e somente se,
u{") < oc.

Definigio 7 {Conjuntos de Medidas}
Denotaremos por
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1. MT{Q") o conjunto das medidas de Radon ndo negativas em Q.
2. P = {ue M), u(Q") = 1} o conjunto das medidas de probabilidade.

3 M) = {u =y — pe. p1.pz € MUY o conjunte das medidas de Radon com
sinal.

A seguir definiremos uma medida sobre £”, a medida de Hausdorfl, que nos serd capaz de dar
uma nogdo razodvel de comprimento, adrea, volume, etc. para conjunitos de uma apropriada
dimensao.

Isto € importante, pols a medida de Lebesgue sobre conjuntos de dimensfo menores que os
considerados sempre tém medida nula.

Definicdo 8 {Medida de Housdorff}[24, pdg. 322
Parg cade v 2> 0, e>0, e ECR", tome

o5 oG
HI(E) =inf{y_ a2 diam(4,)7 : B C | As diamd; < ¢}

=0 =1

Pelo foto de HJ(E) ser ndo decrescente em e, podemos definir o medida de Hausdorff de
dimensdo «v de E como
OYE) = lim H/(E)
e

no qual ay) denota o volume da bole unitdria sobre R, caso v seja um inteiro positivo, caso
confrdrio a(vy) pode ser tomada como uma constente arbitrdria positiva.

Observacao 1: A razdo para requerer que «(v) seja igual ao volume da bola unitdria em RY
quando v € um inteiro positivo, é garantir que H7(E) concorda com a nogao intuitiva de “y-drea
dimensional”’quando F é um conjunto bem comportado.

Pode-se verificar que H7{E) € de fato wm pré-medida em . Tomando | E! denotando a medida
do conjunto E, temos as seguintes propriedades {comuns a toda medida, como a de Lebesgue
ou de Radon):

1. Seja Eq., Ba,- - uma sequéncia de conjunios mensurdveis disjuntos entio:
oo oG
JEI=) B (1.5)
t=] 7remld
2. se By C B9 C -- - sh0 mensuravels entdo:
o}
UEBi= lm | (1.6)
o} e
3. se By D FEyD - entao
o0
]QEﬁ = lim |Eil (1.7)
s

desde que |Ey| < oo para algum k.
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Uma diferenca importantissima entre as medidas de Hausdorfl e Lebesgue (ou Radon) é que se
estivermos num espago K", a medida de Lebesgue serd sempre nula para conjuntos de dimenséo
menores que a dimensdo n; entretanto, a medida de Hausdorff poderd dar cutros valores. Dessa
forma ela serd util para diferenciar um ponto, de uma reta num espaco bidimensional o que néo
nos servird a medida de Lebesgue. E possivel que a medida de Hausdorff seja infinita mesmo
para conjuntos limitados numa determinada dimenséo,

Por exeruplo, se considerarmos num espago bidimensional um guadrado centrado no ponto (0,0)
(que chamaremos de E), com lados 1. A medida de Lebesgue neste caso serd 1. Enfretanto a
medida de Hausdorff H}(E) serd .

O fato de que H7 pode admitir valores infinitos mesmo para £ limitados pode ser posto dentro

de uma melhor perspectiva como segue. Para todo conjunto ¥ mensurdvel, existe um nimerc
ndo negativo, d = d(E) tal que

HY{E)=0 se vy>d

HY{E)=0oc se v<d
(O nimero d(E) é chamado de dimensio de Hausdorff de E.

Definicao 9 {Suporie de uma Medida}

Seja p uma medide ndo-negativa sobre 2. Denotando por A a unido de todos os conjunios
abertos em Q" no qual p € nula, definimos o suporte de u ao conjunto S1\A.

Notagdo: spiu.

Se p € M{Q™) é wmna medida com sinal, entdo sptu = sptp™ U sptp™.

Observacéo 2: Dado um subconjunto fechado C de 07, temos que sptu C C, se, e somente
se, < i, ¢ >= 0 para toda funcio ¢ € G (" — ). O conjunte Cy € ¢ conjunto das fungdes
continuas com suporte compacto

Co(Q") = {u:u: Q" — R u continua com suporte compacto}

Teorema 3 [24, pdg. 205 e 216] Teorerna da Representacdo de Riesz.
Seja L Co (") — R, um funcional linear, nao negativo tal que

sup{L{f): fF e G(Q™), || f | .supf C K} < o YK < Q" compacto
Entdo existe uma unice u € M~ tal que
L) = [ S fe @),
Desse teorema, podemos identificar as medidas de Radon ndo negativas com os funcionais lineares
nao negativos em Cp (7).

Também é possivel mostrar que

pw(Vi=sup{L(f): feCelOQ"), 1 f || € lsuppf C V] YV C 07, aberto
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Definicdo 10 [24 pdg. 161 {Topologia Fraca—=}
Seja E um espago vetorial normado e E* o seu dual topolégico, ou seja,

E*={T:E— R, linear e continua} .
A topologia fraca—s= de E, € a topologia geradae (v. 24, Capitulo 4} por todos os elementos de
E*,

Teorema 4 [24, pdg. 162 Teorema de Banach-Alaoglu.
Se E ¢ um espage vetorial normado, e bola unitdria fechada

B={fer |/l £1}
é compacta na tepologia fraca —= de &
Definicdo 11 {Convergéncia Fraca}
Se {v,} € uma segiéncia limitada em L"), 1 < g < oc; dizemos que {v,} converge fraca-
mente para v, notagdo v, — v, S€, € somente se,
/ U pdz — f vodz para todo ¢ € LF{Q"), (1.8)
& 9

11

no qual — -+ — = L.

Como consequéncia dos teoremas (3) e (4}, vale o seguinte resultado

Teorema 5 [54, Teorema 4.4]

Se {u} ¢ uma seguéncia de M™(Q") e sup uy{U) < o pare qualquer U CC Q, entdo existe
EEN

{fu’;{:j} subsegiiéncia de {pg brey et € MV tal que {pn, } converge fracamente para p no sequinte
sentido

/@dnk _-»~>fd,u, Ve Om) (19)
0 0

Usaremos a notacdo acima v, — v (v. Definicio 11) para denotar a convergéncia na topologia
fraca—+. Assim, usando que o L>({}) é o dual de L'(Q), podemos escrever que v, ~> v se, e
somente se,

/’vnq’)d:c—ﬁ/vqbdz para todo ¢ & LY(Q7). {1.10)
Q Q

Teorema 6 (24, pdg. 102 Teorema de Jensen (Desigucldade de Jensen)
Sejam J : B — R uma fungdo convere e f uma funcdo mensurdvel a valores reais em {1

L.

Assumamos gue a medida de O™, M(Q") = [, dp € finita suponha que f € LHQ™). Sejo (f) a
média de f:

1
) = T [] fau

Entiao vale:
(Jof)= T (1.11)
Se J € estritamente conveza, entdo vale a igualdade em (1.11] se, e somente se, f € constante.

Desde que J é convexo e {f} é continua, temos que (J o f)(z) = J(f(z)) também é mensurdvel
em (1.
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1.2 Lei de Conservacao

{Uma lei de conservacao modela uma grande quantidade de fenémenos na natureza.
Na forma integral ela pode ser escrita como

d

— | udr=-— f-Wds (1.12)
dt Je ac

no qual G é um dominio qualquer do B" limitado. com fronteira Lipschitiziana; u pode ser uma
fungao escalar ou vetorial cujas coordenadas representam as densidades de certas quantidades
(e.g. massa, momento, energial; 7 denota a normal unitdria exterior a G e J representa o fluxo
de w através da fronteira de G.

Observacgo 3: A variacio da quantidade u no dominio G é devida somente s quantidades
que entram e saem pela fronteira. Como 7 é a normal exterior, entdo a variacio de u dentro
de G ¢ igual a menos o fluxo pela fronteira.

Comutando a derivada em relacdo a ¢ em {1.12} com o sinal da integracio. usando ¢ Teorema
da Divergéncia no membro direito de (1.12) e usando a arbitrariedade do dominic G, obtemos
a lei de conservaclo na forma, diferencial.

Dependendo de u ser um escalar e da dimensdo n de G, temos as seguintes possibilidades:

1. Equacio na forma diferencial 1-dimensional no espago:

5} 0 -
—égu(z:t) + é—ﬂ-:-f(u(:c t)) =0 {1.13)
w(a,t) R xRy —r R, F T R—R

2. Equaco na forma diferencial 2-dimensional no espago:

2.y 0) + o flula,v.0) + ~§§g(u<x,y,m =0 (1.14)

u(z,y,1) : B2 x Ry — R, (f,9): R—F

3. Equacio na forma diferencial n-dimensional no espaco:

g o .
u(Zy, oy Lpst) B X Ry~ R, F={fi, ) BR— R

4. Sistema de equagbes I-dimensional:

'3;“(93:?5) + gx—f(u(m,t)) = { (1.16)
friul(z, 1))
Falulz, 1))
u:R xRy — R™, flulz,t)) = ‘

Jml(uiz, £))
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5. Sistema de equaghes n-dimensional:

8 T
—gy LA™ e {(1.17
el Z;v A%(w) =0 (1.17)
F5u)
v R x Ry — BT, A%(u) = )
falu)

Nas equacdes (1.13),(1.14) e (1.15) a lei de conservagio é dita estar na forma escalar. Na
equagio (1.16) e (1.17) € chamado de sistema de leis de conservagéo.

Nos preocuparemos basicamente com o caso escalar, com u(z,t) definida para « num dominio
Or C R et >0

Uma grande dificuldade de uma lei de conservagio € que mesmo havendo dados iniciais continuos,
a solugao pode nao existir continuamente para todo o tempo. Para haver sclucao, € necessario
enfraquecer a nocao de solugdo (v. [14), [33], [38] e [52]).

Um critério muito famoso gue impde uma condicdo para gue wma funcao descontinua seja uma
solucdo fraca é o chamado critério de Rankine-Hugoniot.

Definicdo 12 {Condigdo de Rankine-Hugoniot}

Seja u uma solucdo suave exceto ac longo de uwma curve T'(t) = (z(t},t), sendo ue a solucdo
imediatamente esguerda da curva,

ue = lm (u{z,t)) pare = < z(t) .

Ty {t}
e ug a solugdo imediatamente o direite da curva,

ug = lm {u{z, 1)) para z > z(t) .
Tz (E)

u € solucio fraca {v. [14]. [38], [38] e [52]) para (1.13) se, e somente se, vale a condigdo de
Rankine-Hugoniot

sf) = [F(u)]

no qual

== ] =) - flw) e s=4 (1)

(para a referéncia desta condigio no caso de Q C R e n > 1, veja [52])

() problema que aparece ruma formulacdo fraca € que ganha-se em existéncia. mas perde-se
ern unicidade. Entretanfo, na natureza € necessaric ndo apenas que a solugdo exista, mas que
ela seja tinica (j4 imaginou prever um fenémeno que tém infinitas solugdes?). Para evitar esta
dificuldade, surge um critério valiosissimo para a escolha de uma solugioe dnica fisicamente viavel,
que € a nogao de entropia.

No caso de & C R!, dizemos que [/ ¢ uma entropia com correspondente fluxo F, se F é dado
por F = U'f (conforme (5)).
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Consideremos o problema de Cauchy para {1.13)

du(z. 1) N f (u(z, t))
& Oz
u(z.0) = ug(z)

=0 z€Q, t>10 (1.18)

Definicdo 13 {Solugdo Enirdpica}
Se u(xz,t) € uma solugdo fraca para (1.18) (v.(3)), dizemos que ela € uma solugdo entropica se
ela satisfoz o seguinte desigualdade para todos os pares de entropia convezo (§)

T
| [ @ = Puendadt = | Utuola))ele. 01z 2 1, (119)
o Jo o
para toda ¢ fungdo teste, ¢ > 0.

Entropias particulares bastante utilizadas sdo as entropias de Kruzkov:

U{w) = ju— Kl ke R
(1.20)
Flu) = (flu) — flk))sgnlu — k)
ng gual
;—Z~ se z ¥ 0
sgn{z) = { {% {(1.21)
0 se =10

Uma grande utilidade destas entropias é que podemos formular a Defini¢do anterior do seguinte
modo:

Proposicio 1 [52, pdg. 35

Umea funcdo u mensurdvel e limitada sobre (0,T) x R € um solucdo entrdpica de (1.18) se, ¢
somente se, ele satisfaz o desigualdade (1.19) para todo par de entropie-fluzo de entropia dedo
em (1.20).

U resultado importante advindo destas Definicoes e Proposicdes acima, é o Teorema de unici-
dade devido a Kruzkov.

Teorema 7 [52, pdg. 36]

Para toda funcgdo mensurdvel limitada ug sobre R, existe uma e somente wmna solugdo entrépia u

de (1.18) em L®(Rx[0,THNC([0, T); L1, (R)) . Além disso, u satisfaz o principio do mdzimo,
pare qualguer T positivo:

| w iz S wo lreerm (1.22)
De uma forma mais explicita valem os seguintes resultados:

Proposicdo 2 [52 pdg. 37
Tomemos ug € vg sende duas funcdes mensurdveis limitadas e u e v as respectivas solugses
entrépicas. Tomemos também, M = sup{{f (s);s € [inf(ug, v}, sup(ug, vo)]}. Entdo:

1. Para todo t > 0 e todo intervalo [a,b], nds temos

b b ATE
f v(z, 1) — ul(z. 8)|dz < f [vo(z) = uola)ldz;

AL
e Dl 1.
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2. Em particular, se ug e vy coincidem sobre {z : iz — xo| < d}, entdo u e v coincidem sobre
o triagngulo {{z,t}  lo — zg| + Mt < d}.
3. Seug—uvp € LYR), entdo u(t) —v(t) € L*(B) (escrevendo u{t) := u(-,t) ew(t) = v(.,f)
oty —olt) e S0 w-ve |
[ (wla.ty = via)ds = [ (o0ls) = uo(a))d

{

e,
n
h
o
<
M
tw.{
o
<
=
T
o}
3
jong
=

€ LYR), para todo t > 0, ¢

o) o <l g, [ uleide= [ s

A

oy

Se up(x) < volz) para tode x € K, enido vale gue u(z,t) < vlz,t), para z € R,.

=

Se ugp € BV(R}, o espaco das fungdes de variagde total limitada (v. Def. 15 abaizo),
entdo u(t) & BV(R) e

TV{u{i)) < TV {ug) Vi 0

Para dimensdes malores, podemos colocar 0 problems de valor inicial associado com uma lei de
conservagio multidimensional da seguinte forma (v. (6)-(7))

Ou+ V- flu) =0, wz, ) €ER >0, zeQCRE (1.23)

ulz, 0} = uplz), = (1.24)
A existéncia e unicidade da solugdo entrépica (cf. Definicio {3)) fol mostrada por Kruzkov em
1970 {36.
A variacao total de uma funcdo tem grande interesse na demonstracio da convergéncia para
alguns métodos numéricos. E possivel mostrar, sob algumas restrigées, que métodos numéricos

que tém a variacdo total decrescente sio convergentes. Estes sdo os chamados métodos TVD -
Total Variation Diminishing (v. [32]).

Definicac 14 Seja Il:a = 2o <z <--- <z, = b uma particdo qualquer de [a,b] . Para
£ la, b — R, definimos o variagdo total de [ por

L
TVis = sup{ > 1/ {zat) — Flze)| } (1.25)
I k=0
No caso discreto, definimos para uma sequéncia v = {u;}en de valores discretos u;
XD
TV(v) = |ujr — u (1.26)
7:=0

Definicao 15 {Espaco BV}
Chomamos de espaco BV (Q), ao espaco de fungdes nas quais estas tenham variacdo total limi-
tada sobre €1, ou seja,

BV(Q)={f:Q—R TVolf) < x} {1.27)

Mais geralmente, BV (Q") € o espago das fung¢des u que sdo locamente integrdveis numa regido
0" ¢ no gual es derivadas generalizades sdo medidas localmente.  (v. [70] para um estudo
completo destes tépicos).

Para o problema de valor inicial e de fronteira (6)-(8), Bardos et al. mostraram em 1979 {2] a
existéncia e unicidade da solugdo para os dados iniciais em um espaco BV (7).
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1.3 Preliminares Numéricos

Existe um grande interesse de se fazer simulacbes numéricas envoivendo leis de conservacéo.
Nesta parte, procuraremos enfatizar as notagdes mals importantes utilizadas e definigbes que
serdc usadas no decorrer do trabalho.

Vamos nos servir de algumas linhas para explicar um pouco do método de diferengas finitas.
Este méiodo foi o primeiro utilizado para a simulacio numérica em Equagdes Diferenciais, en-
tretanto seu valor ndo € apenas histérico. Ainda hoje, grande parte dos métodos desenvolvidos
s&o do tipo de diferengas finitas com algumas melhorias.

No caso unidimensional vamos utilizar das seguinges notacdes:

Definicao 16 {Notacdes pare os Méiodos de Diferencas Finitas 1-dimensional}

O dominio espacial serd discretizado, ao gual chamaremos de malha espacial, airavés de uma
particio da rete. Chamaremos cada ponto da particdo de nd. Pare facilitar a notacde tomare-
mos g distancia entre um nd e outro sendo a mesma.

Denotoremos o comprimento de cada intervalo entre um nd e outro por A cu Az. Para a malha
temporal, igualmente espacada, denotaremos cada infervalo de tempo por 7+ ou At

E definimos os pontos (z;,1,) da malha discretizada por

z;=jh, j=.,-1012.. : (1.28)

th=mn7, n=012.. (1.29)

E um ponto médio dentro de um elemento {(x;,z;.1) denotamos por

i = (J+ )k, J=.,-1012.. (1.30)
Como em geral, em muitos casos, a solucdo pontual nio € definida {devido a possiveis desconti-
nuidedes) € para que a solucdo fraca do problema seja de relevincia fisica (solug¢do entrdpica),
serd conveniente ao invés de fazermos aprozimacdes pontugis usarmos aprozimacdes sobre as
médias celulares. O método de diferencas finitas ird produzir aprozimacies Ul € R das médias
celulares para a solugdo exate do equacdo. Denotaremos a média celular por ﬂ? i.€.

1 [Firun
uy = E[ u(z, ty)dz . {1.31)
Iy

i-1/2

Pare os dadoes iniciais para 0 métedo numérico vamos usar U? z ﬂ? .
Também serd util definirmos wma fungdo constante por partes Uj(z.t) assumindo os valores
.
Ul

U'j(x.‘ f) = [/r? para (.’I\t) = [xj—l,fzﬂi"j&«l,/ﬂ X [fntn--l)

. . - .. T .
Vamos assumir ainda que o razdo entre o passo temporal e o passo espacial 5 seja constante
guande T, h— 0.

Para o caso m-dimensional, seguimos a mesma idéia anterior, entretanto, agora devemos fazer
algumas modificagoes:

Para todas as construcdes dos métodos vamos nos utilizar das seguintes notagoes:
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Definicac 17 {Notacdes para os Métodos de Diferencas Finitas m-dimensional}

No caso m dimensional vamos dencior qualguer ponto pertencente o R™ pela m-uple (z1, 22,
- Tm). Vamos supor gue o malha espaciel € uniformemente espagada em cade coordenada.
Denotaremos cada comprimente do intervale entre wm no e oulro de cada eizo coordenado por

by ou Hzy ©o= 1.2.- - m. Para a malhae temporal, igualmente espagada, denoctaremos cada
intervalo de ternpo por T ou At. E defimimos os pontos da malha (zj,--, 24, b} por

2 = jihi, j=.0=1,0,1,2... i=12- 7 (1.32)

th=n1T, n=1012 . (1.33)

1
Logi/a = (i'j?L -+ 'é‘)hz .,7 = ..., —10 12 e i = 12 ce, T (234)

Como em geral, em muitos casos, a solugdo pontual ndo € definida (devido a possiveis desconti-
nuidades) e para que a solucio fraca do probleme sejao de relevancia fisica (solucdo entrépica),
serd convendiente o nvés de fozermos aprozimacées pontuais usarmos aprozimacces sobre as
médias celulares. O método de diferencas finttas ird produzir aprorimagées Lﬁ o & R das
médias celulares para o solucdo u(le,xjf_,g--, Zj..tn) ezate da eguacdo. Denctaremos o média

celular por

n 1 m_13-1-1;2 x]g*;/? $3n+”2 .
gy Gaedm 'L‘fﬂ /x /:6 U(Tg) . Thos = Ty b JdTrdTo - - - dTy {1.35)

Ty -1/2 Sa=1/2 =172

no gual | K€ o volume:

K| = (@012 — Tj 120 (Tgar1/2 — Tjemra) - (25,0100 = T4 —1/2)-
S 70 0
Para os dados zm.czazs,, t.e'remcs 63139 T3 doeenim (
Também serd uiil definirmos umo fungao constante por partes Ugi gy ko (T1: %200 0 Tpns B
assumindo os valores UL 5 .
¥ TL
Uki g oo (21, %2, B, ) = URL 5, pare
£ 1 r
(1,22, Tmot) € [T5,1/2: Tii11/2) X [Tjae1/o, Tiparjal X {Ts 10, %5, s /2] X [Pastnsn)
- - - g - - 7 ‘
Vamos assumir einda que a razGo entre 0§ passos temporais € o passc espaciol 7oopara i=
. P
1.2, --.m seja constante guando k;, h — 0.

O método das diferencas finitas é em geral obtido discretizando-se diretamente a equacgdo di-
ferencial, entretanto para uma lel de conservacho, € importante notar que nem todo tipc de
discretizacio fornece a solugio entrdpica . Observemos ¢ seguinte exemplo

Exemplo 1 [22, pdg. 3]

Consideremos um esquema numeérico pare eprozimacao de solugdo fraca de {1.18). Vejamos gque
ndo podemos discretizar (1.18) usando diferencas centradas (v. [64]).

De fato, tomeando como valor inicial
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Daminio Bidmensional com Malha Retangular

20

Hdy

Q |3 0 135 26 25 30

Figura 1.3: Figura Malha Bidimensional. [0,30] x [0,30] € R?

1 pare x>0
ugi{r) = 1.36
o) {wl para T <0, ( )

o esquema numérico utilizande diferencas centradas

uki —ug = wng(ug"ii} — f{u:‘l)] . {1.37)

no caso de f conveza com f crescente, ndo evolui no tempo, se f{1) = F{—=1), e.g. flu) = u2,
o gue contrarie a solucdo real do problema (v. [40]). Portanto, a solugdo encontrada por este
métedo ndo pode ser a solucdo entrdpica.

Dessa forma, deveremos ser mais cuidadosos em procurarmos uma discretizacho para a lei de
conservagdo. O seguinte lema nos fornece uma forma para obter uma solucho aproximada da
equacio. Ele estd enunciado em uma dimensdo espacial, entretanto ele vale para dimensdes
maiores.

Lema 1 132, pdg. 51

Seja u uma solucdo fraca para o problema de Cauchy {(1.18). Admitamos que u seja continua
e tenha derivada primetro continua sobre todo dominio R x R, ezceto numa curve suave I =
{lo(t),t) \t > 0}, ou seja, u € CH{{R x Ro) \T'). Vamos supor também que u satisfaca a
condicéo de Rankine-Hugoniot ao longo de T.

Sejam (xzg.tg) e V  wma vizinhanga de (zg,tg) com uma fronteira Lipschitziana. Entéo

fom- ()=
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no qual 7 é a normal unitdria a V.

Tomando V = (a,b} X {.5) podemos escrever a igualdade imediatamente acima como:

-/ " fluta, ) - / ufo) - / Hulb, ) - / () =0 (1.38)

ou ainda, ajuntando os termos correspondentes, como:

s &
| Ututbs)) = flula,s))lds + f (ulz,¢}) — ulz, o)ide = 0 (1.39)
a G

Esta identidade € também chamada de forma integral da lei de conservacdo. Assumamos que
tenhamos uma malha uniforme, Bx®.. Usando a notacio acima, comeo =17 , ¢=t""1  g=
Ti_1/2 € b= Tpey2, obtemos

tnv’hl

/ [flulmiey o 8)) = Flulzni g, 8))ds “"f (u(z, #"71)) ~ w2, t™)ldz = 0 (1.40)
ALl Ei1/2

Esta identidade tem um importante significado fisico. Vamos denotar as integrais em {1.40}
por I; e I respectivamente. Entao —1; € a diferenca entre os fluxos através de z,,/; € Ti-1/2
durante o intervalo de tempo [#7,t"*!] e I é a mudanca de massa no intervalo | (Ei1/9: Tis1so
durante o intervalo de tempo [, "], Entdo {1.40) signifca que a massa é conservada. ‘

Usando as notagdes anteriores para as aproximacdes, iremos escrever uma aproximacio para
(1.46) como

-
UPT = U = =gl — o) (1.41)

no qual g serd a aproximagcao para a média do fluxo:

gl

S 1
=R VR ~ 5 [ @iz s)ds (1.42)
tﬂ.

95 At

mp—

A funcéo g é chamada de fluxo numérico e é dita consistente se

glu,u) = f(u) (1.43)

O esquema (1.41) é chamado de esquema numérico na forma conservativa. Uma razdo muito
importante para escrevermos o esquema nesta forma é que ele garante também a propriedade
da conservacio de massa mesmo para a solugio discreta aproximada. Existem vdrios exemplos
de métodos desse tipo. Um dos primeiros métodos desenvolvidos é ¢ famoso método de Lax (v.
Capitulo 4). Muitos exemplos desses métodos podem ser encontrados nas referéncias (33}, [38].
No Capitulo 4, faremos experimentos numéricos envolvendo tanto ¢ método dos volumes finitos
quanto de diferencas finitas.

Um teorema extremamente 0til na analise da convergéncia de métodos numéricos, é o chamado
teorema de Lax-Wendroff [72].

Este teorema nos fornece uma condigdo para que uma soluc¢do seja uma solugdo fraca do proble-
ma, entretanto ele nao garanie que a solucao fraca obtida seja a solugho entrépica.

A grande dificuldade em se demonstrar a convergéncia de um método é justamente de mostrar
que ele converge para a solu¢do entrépica (fisicamente vidvel do problema). No caso unidimen-
sional, o teorema de Lax-Wendroff pode ser escrito da seguinte forma:
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Teorema 8 (Laz-Wendroff [72])
Seja {Upm tm wma solucdo discrete definida como (1.41) com respeito a Az = hy,, A= Arp, €
05 valores iniciais u¥. Assuma que g € C(R2) e gue existe uma constante K tal que

sup sup |Unlz,t) < K

Mmoo Ex
e gue Uy, — u para gquese todo ponto em Rx R, gquando m — oo, Fntdo u € uma solucdo
fraca do problema de valor inicial (1.18)

Gu+ O f(u) =0 em BxR, ulr,0)=uw z€ R

Quando pensamos num método numérico estamos interessados se 0 método nos d4 a solugéo cor-
reta. Para isto, devemos falar das seguintes propriedades para analises posieriores dos métodos
numericos.

1.3.1 Convergéncia, Estabilidade e Consisténcia

As nogdes de convergéneia, estabilidade e consisténcia sio muite importantes para todo método
numérico. Quando implementamos um método queremos saber se ele é vilido, ou seja, se a
solucio que ele fornece é a solucio do problema em questao.

Para estudar estas questdes vamos definir alguns operadores gue irdo servir grandemente para
explicarmos estas propriedades. Nesta parte estamos seguindo Leveque [39]. Primeiramente
vamos definir o operador “aproximacao” Hp (U™). Ele pode ser entendido como

U = E (U™ (1.44)

Aqui, U™*? representa o vetor de aproximagdes U™ no tempo #,,1. O valor UPP! em um
ponto particular ¢ tipicamente depende de diversas varidvels provenienies do vetor U". Entdo
podemos escrever

para dizer que U?""I depende completamente do vetor U™,
Observe de (1.41) e de (1.45) que

B (U™6) = UF = 2o (gh s — g0 (1.46)

Em geral, estamos também interessados de gque forma U* aproxima a solugio verdadeira. Para
isto, definimos o erro global £7 como sendo a diferenca entre a solucdo verdadeira e a solugio
calculada. Para leis de conservagiio serd bastante 1itil ao invés de computarmos o erro pontual-
mente, calcularmos o erro relativamente a média celular da verdadeira solugfo, pois em geral a
solugao ndo € definida para todo ponto do dominio. Assim definimos

Ef =07 -4 (1.47)

Podemos definir uma fungao erro £ (z,1), continua, que pode ser usada em geral para todo
tipo de aproximacao numérica. Em nosso caso especifico de leis de conservacido vamos usar as
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funcoes U;{z, ¢) como aproximac¢ao da média celular e @(z,#) como a média celular em torno de
z para uma malha de espacamento h:

Eylx,t) = Uiz, t) — a{z,t) (1.48)
O método é convergente em alguma norma, || | arbitrdria se
| Ep(,t) || — 0 quandoe h — O, (1.49)

para todo t > 0, e gualquer condicdo inicial em alguma classe de fungdes.

Podemos também definir o erro de truncamento local Ly{z,t), que mede quante a equagdo
de diferencas modela a equacdo diferencial localmente. Ly (z,t) pode ser definide substituindo
a solugdo aproximada U}', na equacdo de diferencas. pela solugdo verdadeira 4(z;,t,) {a média
celular). Pelo fato da solucdo verdadeira ser uma solugio aproximada da solugio pfoveniente da
equagao de diferencas, a forma de como a solucdio verdadeira satisfaz a equaco de diferencas da
uma indicacdo quanto proxima estd a equacao diferencial e a solugao aproximada.

O método é dito entdo consistente, em relacio a norma | |, se

| Lplt) || — & quando A — 0, {1.50}

e 6 ditc consistente de ordem p se para todas as condicdes iniciais suficientemente suaves
com suporte compacto, existe uma constante Cp tal que

I Lp(.t) | < CHF paratodo h<ky . t<T. (1.51)

A fim de obter limitacdo do erro giobal, devemos assegurar que ¢ erro local Ly{..%,_;) nio é
aumentado indefinidamente se aplicarmos n vezes 0 método, esta exigéncia é o qué chiamamos
de estabilidade.

A estabilidade dd uma indicacic de que a solugdo nio cresce muito rapidamente para pequenos
intervalos de tempo. Em geral, quando & solucdoe nio é permitido ¢ crescimento no decorrer do
tempo, dizemos que o método val ser estavel se para todo tempo 7' existir uma constante C; e
um valor kg > 0 tal que

i Hy | £Cs  paratodo nt <T,h < kg,

no qual || HY || é o vetor aproximacio para o nivel de tempo n.
Para o caso linear, temos um teorema devido a Lax.

Teorema 9 [Lax 39|
Pare um sistema linear, se o método € consistente e estdvel ele € convergente.

Entretanto, no caso nao linear o Teorema 9 ndo € verdadeiro (para contra exemplos podem ser
f 17 3 P -~ . ,

consultados (33, [40]). A demonstracio da convergéncia de um método numérico é uma tarefa

extremamente complicada.

Existemn varias téenicas de demonstracio da convergéneia de um método. No cago do método dos

volumes finitos iremos utilizar-nos das técnicas de Solucéo em Medida que serdo desenvolvidas
no capitulo seguinte.
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(Os métodos de diferencas finitas e os de volume finitos tratados aqui neste trabalho sio ditos ser
condicionalmente estaveis, ou seja, deve haver uma relagdo a ser satisfeita que é, em geral,
eptre o didmetro de cada elemento da malha, ¢ tamanho do passo temporal e a velocidade do
fluxo.

Uma relagdo bastante famosa na area de leis de conservagio € a chamada condigdo CFL que
foi introduzida por Courant. Fredrichs e Lewy em 1928 [11] (mais tarde traduzido para o inglés
em [12]) no estudo dos métodos numéricos. Esta condicdo € necessiria (mas ndo suficiente) que
3 malha satisfaca para gue a solugdo numérica encontrada seia uma aproximacio da solucio
exata:

Dtpre df

Tk sup iffd_t;(ﬂ)i <1 (1.52)

i w&lminu,max)
no qual |K| é o volume n—dimensional (para uma malha espacial de um dominio Q% C R, |K]|
denota a n—dimensional medida de Hausdorff) de cada elemento, e py é a soma dos compri-
mentos {n — 1 medida de Hausdorfl) do lado de cada elemento. No caso do método Godunov

2

{v. [28]), é imposto que a desigualdade nio seja menor ou igual a 1, que é trocado por 0.5

Definicao 18 {Método Explicito}
Um método numérico € dito ser emplicito quando a solucdo aprozimada w"' dependa dos

- . . A 7
valores da solucdo aprozimada somente nos tempos anleriores a n-+ 1, ou seja,

upth = f ) (1.53)

no qual u?"‘} m=1,2,3,--- € usado pare indicar que a dependéncic pode ser de qualquer regido

do espago, mas epenas no tempo m.

Para evitar que as notagdes fiquem muito carregadas, no que segue no trabalho, iremos denotar
Q um subconjunto do B” para n € M.




Capitulo 2

Medidas de Young e Solucoes em
Medida

“As idéias claras servem para falar, porém, sio guase sempre as idélas confusas que movem
nossas relacdes.” Joseph Joubert

Solucbes aproximadas de leis de conservacdo podem ser geradas de uma variedade imensa de
formas: pelo método da viscosidade nula, através de diferencas aproximadas, pelo esquemas
de relaxacdo, etc (v. [14], [53]). Uma ferramenta que se tem mostrado eficiente na prova
da convergéncia destas solugbes aproximadas, para equagOes escalares e uma grande classe de
sistemas de duas equagges. é 0 método chamado de Compacidade Compensada.

Neste método, as solucdes sdo construidas como limites de sequéncias de solugdes aproximadas
que séo somente limitadas em algum espaco LF (vamos assumir que as solugdes sio limitadas
em L>). Como a limitacdo em LP garante apenas a convergéncia fraca (cf. Definicio 11 no
Cap. 1) e as equagtes e sistemas sao em geral nio-lineares, temos uma grande dificuldade na
verificacdo de que um limite fraco de uma seqiéncia aproximada seja uma solucdo do nosso
problema. Esta dificuldade surge do fato de que a composi¢do com uma funcio ndo-linear nio
¢ uma operacdo continua com relacdo & topologia fraca (cf. e.g. Exemplo 2 na Secdo 2.1}.
Solugdes aproximadas podem desenvolver freqiiéncias de altas oscilagbes de amplitude finita que
destroem a consisténcia da solucdo aproximada com a lei de conservacio.

Compacidade Compensada fol um método introduzido por L.Tartar [62] e F.Murat [46], [47]
para o estudo de sistemas de equagdes parciais nao-lineares e aplicado pela primeira vez com
sucesso para sistemas por DiPerna[l15)-[17]. A idéia de aplicacdo de Compacidade Compensada
a sistemas de leis de Conservacéo foi devida a Tartar que descreveu um plano e aplicou-o com
sucesso ao caso escalar em uma dimensdo do espaco.

DiPerna utilizou estas idéias e escreveu um célebre artigo (17, estabelecendo nocBes importantes
de Compacidade Compensada, Solugdes em Medida e Medidas de Young. Em [17], Di Perna
prova a unicidade da solucado fraca de um sistema da seguinte forma

ur + flu)y =

2

21
U LI "““}Rz, ( )

sob certas condi¢des sobre a fungdo fluxo f.

Entretanto, no seu trabalho ele estuda dominios de definicie infinito para a funcio u, ou seja,
nao ha condigtes de fronteira a serem consideradas. A Unica exigéncia colocada sobre a sequéncia

21
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aproximante, { uk} ren € que ela seja uniformemente limitada em L™

| u® |lzee < constante. (2.2)

Szepessy [69], definiu o conceito de solucdes em medida para leis de conservagdes escalares com
condicdes iniciais e de fronteira. Neste trabalho, utilizando a solucéo no sentido de Bardos [2],
ele prova um resultado de unicidade de solugdo andlogo ao provado por DiPerna [17].

Mais tarde, a nocgdo de Compacidade Compensada, Medidas de Young e Solugdo em Medida,
passou a ter uma grande importincia para a andlise numérica, na demonstraco da convergéneia
de métodos numéricos para leis de conservagio, quando Szepessy [58] usou resultados de solugdes
em medida do trabaiho de DXiPerna [17] para a escrever ¢ artigo “Shock capturing streamline
difusion finite element method for scalar conservation law in two dimension™. Outros autores
também demonstraram outros métodos, por exemplo, F. Coquel and P.G. LeFloch [8], provaram
a convergéncia do método de diferengas finitas. Mais tarde, usando as mesmas idéias anteriores,
Kroner [34] provou a convergéncia para o método dos volumes finitos para regides sem fronteira
e posteriormente B. Cockburn F. Coquel and P.G. LeFloch [7 ¢ Benharbit [3] provaram a
convergéncia, sob certas condigdes, do método dos volumes finitos para regides com fronteira,
gue é o assunto deste trabalho.

Neste capitulo iremos apresentar 0s conceitos, mas para ndo nos alongarmos demasiadamante no
assunto, vamos apresentar as definicdes e os teoremas sem demonstra-los, todas as demounstragles
podem ser encontradas nas referéncias.



Medidas de Young e Solughes em Medida 23

2.1 Convergéncia Fraca-Estrela

Aqui vamos considerar {1 sendo um aberto de B* e K umn conjunto fechado de R™. Consideramos
uma sequéncia de fungdes u® : B — B™, mensurdveis tais que u*(z) € K para quase todo
z € . Nés lembramos que se 1 < g < oo, ¢ espago L9({}) & isométrice ao dual topolégico de

. . . 11 N e . ‘
LP(£1) no qual p é 0 expoente conjugado:— + — = 1. Entdo podemos definir a topologia fraca-*

(cf. Definicdo 10 no Cap.l) de L9(Q) a qual dé a convergéncia de sequéncias:

T (f uFods — / uvdr, Yo & LP(Q)> (2.3)
AR Y ]

Se g = oo a definigdo agui coincide com (1.10).

Para-a topologia fraca-*, operacdes ndo lineares sio, em geral, ndo continuas: o que quer dizer
que ©* — u ndo implica que g(v*) — g(u), para g € C(R™,R").

Um exemplo cldssico, encontrado em Tartar[60], é o seguinte

Exemplo 2 Suponhamos que [ € C=(Q) seja periddica de periodo T'. Tomemos v, (z) = flnz).
Entao

Up — &

em L) com a topologin fraca—+ no qual

1 T
o= ""’"‘_‘/ flx)dz = média de f
T Jo

Mas (v,)? — 8 = média de 2, e 8+ o, a ndo ser que | sejo constante para guase todo ponto
z € R (v. Teorema de Jensen, Teoremae 6 Cap.1).

Entdo, é usual , quando {u’[z tren é uma seqiiéncia de solugdes aproximadas do sistema de leis
de conservacio, querer saber quando {uf}ren pertencendo a um determinado conjunto K, a
qual conjunto o limite fraco desta sequéncia {denctado por u(z)) pertencerid. Esta questdo é
importante pois nos dd uma limitacdo da regifio em que a solucio toma valores.

A proposicdo que responde a esta pergunta, pode ser formulada da seguinte forma

Proposicdo 1 [55, pdg. 42

Sejam 1 < g < oo {tF}ren e u sendo elementos de L9(Q), tais que u* — u. Se vF(z) € K para
quase todo = € Q, entdo u(z) € co(K) para guase todo v(x) € K, no qual co(K) denota o fecho
da envoltéria conveza de K {ver capitulo 8, def. para K C R).

Lembrande o Teorema 4 do Capitulo 1 {Banach-Alaoglu), o qual podemos aplicar a uma
sequéncia {1 }ren € LYQ) (g > 1) limitada, podemos extrair uma sub-seqiiéncia {ug; Fjex
que converge na topologia fraco—s, para um limite u, o qual satisfaz

|2 ey < Jm infl] g flzece)

Reciprocamente, ¢ teorema de Banach-Steinhaus (v. [1]) assegura que toda seqiiéncia, fraca-
mente convergente € limitada .
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2.2 Medidas de Young

Medidas de Young foram introduzidas por L. C. Young em 1937, foram usadas por um longo
tempo dando acesso a problemas ndc soldveis de otimizacio (v. Serre [53]}, descrevendo a
correlacio entre o limite fraco e todas as expressdes ndo lineares g{u®) para toda a sequéncia
dada {v*}ren.

Em todos os teoremas seguintes, vamos assumir que {u*}pew € uma seqiiéncia uniformemente
Himitada em L%°{}), ou seja, é o mesmo gue dizer que K é limitado.

Nestas condighes, existe o teorema seguinte extremamente poderoso:

Teorema 10 [53, pdg. 44]

Suponhamos gque K seja um conjunio limitado em K™ e {1 um conjunto aberto em K.

Sejo {up} uma seqiiéncia de funcbes mensurdveds, com wy : 0 = R, tal que ug(z) € K q.t.p,
z € . Entdo existe uma subsequéncia {ug.} e uma familia de medidas de probabilidade v,
g.t.p. T € L2, sobre K™ com spty, C K tal que se f ¢ qualguer funcdo continua em B™ e

Fa) = e SO = [ fONR) ot

T
4 BT

entao
FHEF Y = F  em L%°(Q) fraco — .

Definicio 19 {Familia de Medidas de Young}

Chamamos a familia {vz}, € Q g.t.p., de uma familia de medidas de Young associada a
seqliéncia {uk freN-

Observemos que podemos considerar a aplicacko z —— v, definida para z € Q q.t.p, como
sendo um elemento do espaco

Yi={v: Q- P{K}} (2.4)

no gual P{K) denota o conjunto das medidas de probabilidades com suporte em K; ¢f. Definicao
7 do Cap. 1.

Definigdo 20 {Convergéncia no Sentido de Young}

Dizemos que uma familia de fungdes limitadas {u*}ren converge no sentido de Young para
v e Y se G(uF) — I para toda funcdo G € Cy(R™), com lg(x} = {1y, G) para quase todo ponto
z.

Muito freqilentemente, tentamos mostrar que uma segiléncia. gue nds sabemos convergir no
sentido de Young, converge de fato no sentido forte, ou sela, na norma de um espaco de Lebesgue.
Em termos de medidas de Young podemos expressar estas questdes na seguinte Proposicéo.

Proposicdo 2 [53, pdg. 47
Seja {up}bren sendo uma seqiéncia de L°(§1) convergente no sentido Young pare uma medida
v. Tomemos u sendo o seu limite fraco—x. As segquinies afirmacgdes sdo equivalentes:

1. Eziste um p € [1,00] tal gue || vF —u {zptey — O para todo conjunto limitado e aberto
w C £

2. Parg quase todo x € 11, vy é uma medida de Dirac.
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Nesta Dissertacio, na demonstragdo da convergéncia do método dos volumes finitos, tomaremos
Q) como sendo limitado, entdao € necessirio implementarmos estas definigbes com outras que
lidem com a condigao de fronteira. Szepessy [59], definiu o conceito de solugdes em medida
para leis de conservagao escalares com condicOes iniciais e de fronteira, que apresentaremos na
proxima segio,

2.3 Solucoes de Valores em Medida de Leis de Conservacao Es-
calares com Condicgoes de Fronteira

Seja §1 um conjunto aberto limitado do B” com uma fronteira Lipschitziana I' = 00 e uma
normal exterior unitaria 7. Consideremos para u : £ x B —— R, o problema de valor inicial
e de fronteira:

w+ Ve flu)=0 em QxR (2.5)

?“”('3 O) = UG, {26}

(sgnlulz.1) — ) — s (2. t) — ) u(E, 1) — f(0) - F(e) 2 0, (2.7)

paratodo c € K noqual f = (fi, fo.- . fa) : R — B euy : ' x By — R sio funcles suaves

dadas e sgn : B — {~1,0,1} é como em (1.21).

Como foi feito anteriormente, vamos considerar uma seqiiéncia {ux fxen, satisfazendo (2.2). Pelo
teorema 10, existe uma subseqiiéncia que iremos denotar ainda por {ux} e uma medida de Young
vy i xRy P(R), de forma que se verifiquem as condicoes do Teorema 10.

A medida de Young vyt 2 x By~ P(R) associaremos uma outra medida vy : T x R —
P(R) que consideramos ser o traco de v sobre ' x R, . Para esta proposta, conforme Szpessy
(58] introduzimos a mudanca de coordenadas z — (T, y) para z em uma vizinhanca de I':

z=F—yT{T) (2.8)

no qual {T,y) € I' x {0,2), para algum £ > (.
Diesta forma temos ¢ seguinte Teorema

Teorema 11 {59, Lema 1.1]

Seja v+ @ x R — P(R) uma medida de Young associada a sequéncia {u®} como na segdo

anterior. Entdo eristem uma sequéncia {y; € (0,g)} com y; — 0 e uma aplicagdo Y
I'x Ry~ Prob(R) tel que sptyvyz,y € compacto (para gquase todo (Z,t) € T x Ry ) e, para
tode f € C(R), e funcao

F{Et) R <A"'U(it}* f} = [; f(A)d'YU(.'Eﬁ) {)\), {29)
é mensurdvel ¢ a seqiéncia

{<y(ff':3fj}:-}r f)} )

conuverge para | na topologia fraca—s de LT x k.Y, de

: o N bdi it = £ % 2

xR
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Agora, portanto, estamos prontos para darmos a definicio de solugfes de valores em medida
para (2.2)-(2.7)

Definicdo 21 {59} {Solucdo em Medida} |
A medida de Young vy - xR, — P(R), associada o ume sequéncio {ug bren uniformemente
limitada. satisfozendo (2.2}, € uma solucdo em medida (mu-solugdo) para (2.5)-(2.7} se
nara toda ¢ € Ci (O x R.) ndo negativa e para toda constante ¢ € R, tivermos a desigualdade

]; (Va3 = €6t = (ia sy, (sgnA = D) FA) = F(e))} - Vo) dinct
xRy

(2.11)
= [ e ) = S0 T @hosgrntun ~ dads > 0
xEL
e. além disso, o dado inicial € assumido no seguinte sentido:
;ﬁiﬂﬁ ; Q{V(x’ﬁ}: M - ’U,oé}dx = {. {'2»12)

Em [3], Benharbit modifica a Definicdo 21. Usando a definicdo de Benharbit, a demonstracio
da convergéncia do método dos volumes finitos fica bem mais simples. Isto porque é mais facil
obter uma estimativa para os dados iniciais do que obter a convergéncia da medida nos dados
iniciais.

Definicio 22 [J{Solucdo em Medida}
Umna medida de Young vy Q x E. — P(R) € uma mu-solugdo para (2.11)-(2.12) se

/m (e 1A = by + (e, (sgn(d = ) (F(A) = F(e))) - Vo) dadt

Vé>0eGOxR), YeeR

A Definicho 22 € mais préxima da definicdo de Bardos {2] e proporciona, portanto, um critério
mais simples para a verificacdo da convergéncia de solugdes aproximadas (Teorema 13 abaixo).

A demonstragio a seguir, reproduzida de 3], estabelece que a Definigdo 22 é mais forte que a
Definicao 21.

Teorema 12 |7, Teorema 2.4

Seja uma medida de Young v : Q x Ry — P{R} uma mv-solugdo para (2.4)-12.6) no sentido
da Definicio 22. Entdo € também uma solugdo no sentido da Definigdo 21. Em particular, a
unicidade do Teorema 13 abaizo também segue para a mu-solucdo da Definicao 22.

Demonstracao

Tomando ¢ € C3(€2 x R.) em (2.13), imediatamente obtemos {2.11). Isto é ébvio pois basta
escolher uma ¢{z, 0} que se anula nos dados iniciais.

Tomando agora ¢ = r.(t)o{z) como uma funcio teste em (2.13) com € C1(Q) positiva; e r(t)
uma regularizacdo adequada da funcao de Heaviside em ¢ = %5, g > 0 arbitrdrio, e tomando ¢
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tendendo a 0, cbtemos

to
/((wﬂgl A= e (x)dx—%j[ (v(“),(sgn()\—-c}}

2] y )
][ [W%t\ FO) = Fla) - T (@)gsgnlu —c)da:dt-l—/ o) — cidlz, 0)dz 2 0, 2

&

(FOA) = Flel) 'vzw) dadi

Y6206 CHOXR), Ye€R >0 qtp

Fazendo 9 — { & depois escrevendo ¢ = {5, obtemos
G

= Hm | (s la —chelz)ds + ] lug{zx) — clpl{x)dz 2 0,

Veel(D), veek

(2.15)

Agora, considerando que a medida de Young estd associada com uma seqiiéncia de fungdes
uniformemente limitada em L%({}), tomando consecutivamente ¢ = +M e c = —M com M
suficientemente grande em {2.14), obtemos

- Elm /(Urz‘t} Ae(z)dr + . ug(zjp(z)de = 0, (2.16)

Y oo e CHRY), t>0 qt.p.

Considerando |A? como o limite de combinacdes convexas finitas de |A ~ ¢ e tomando ¢ = 1
em {2.14), obtemos que

- hm/(vmf BY )d3:~+~f lug(z)Pdz >0, t>0 g.t.p. (2.17)

Agora estamos prontos para provar que

lim | (v 00 = ug{z)Hde =0 (2.18)

toee e
Observemos que
f(V:m: A —ug{z))de = f(y{:v,t): AP = Jug(z)? — 2up(z) (A — up(2)))de
0O
: (2.19)
= [ i M = e} oz = [ 2u0(@)v1a .2 = wo(o))de
Tomando ¢ — 0, usando {2.16) e (2.13), com ¢ = ug obtemos
lim (Urx_t), |}\ - ug( )§ >d$ < O
t—=0 Q v
logo
iy, | vz, A = ua(a)P)da =
t—0 0 A

ja que o integrando é ndo negativo. Podemos tomar ¢ = ug em (2.15) via regularizacdo de ug,
pois ug € L%(0} e Q & liritado.
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Considerando que

iy 2
A — ug(z)] <5+L_’_\;mﬁfi@‘_

=

para ¢ arbitrariamente positive e que ! € limitado. concluimos que

lim ,[{z/x_j, A —uplzihidz = 0. L

e 3 JO
( Teorema central para andlise da Solugdo em Medida com condicdes de fronteira € o seguinte

Teorema 13 [59. Teorema 1.1
Suponhamos que vy € BV(Q) e gue a medida de Young v associada o uma seqiéncia {ug brer

seja uma mu-solugdo de (2.11)-(2.12) (em particulor. vale no sentido da Definicdo 22). Entdo,
para quase todo (z.1) € L x K.,

Pl = 51;,3:?} (2.20}

no gual u € a Unica solucdo de (2.5)-(2.7) no espaco BV.
Em porticular, (o menos de uma passagem o uma subsegiéncia) temos que {ug} converge for-

temente para u, i.e. em L, (2 x R.) (cf. Proposicdo 2 na Secdo 2.2)

Entio para mostrar a convergéncia do método dos volumes finitos podemos usar somente o
Teorema acima devido a Szepessy ([59]). Salientamos que em todas as estimativas e na existéncia
das medidas basta a limitacio da sequéncia em L*(£}). A idéia da demonstracio dos volumes
finitos, é justamente conseguir condicdes para que a seqiiéncia de aproximacéo do método seja
uma mv-solucio. Neste caso, teremos que a seqiiéncia encontrada possui uma subseqiiéncia na
que converge fortemente para a u. A a convergéncia forte para toda a sequéncia seguird do
teorema de unicidade da solugdo entrdpica de Bardos. O Capitulo seguinte serd todo dedicado
a mostrar que 0 métode dos volumes finitos satisfard a condigdo de ser uma muv—solugio e que,
portanto, o método numérico é convergente na norma do LP(€Q)) para qualquer p € [1, 00).



Capitulo 3

Método dos Volumes Finitos
n-Dimensional

“A verdadeira viagem de descoberia n&o consiste em procurar novas palsagens, mas em ter
novos olhos,”  Marcel Proust

Neste Capitulo vamos explicar em detalhes o método dos volumes finitos para uma Lei de
Conservagao escalar a virias varidveis espaciais com condicdes iniciais e de fronteira (v (2.5)-
(2.7)). Provaremos que o método é convergente {localmente) em qualquer norma L?{Q), 1 <p <
~0, para uma solu¢ao entrépica no problema de valor inicial e de fronteira (2.5)-(2.7), conforme
a Definicdo 22 no Capitulo 2.

O método dos volumes finitos é baseado na propriedade de conservagao local e pode ser definido
sobre “4riangulactes” gerais. O mesmo é largamente utilizado em dindmica dos fiui dos computa-
cional. Neste capitulo, daremos a demonstracdo do método para dimensio qualguer. No proximo
Capitulo apresentaremos uma formulacgo uni e bidimensionais com simula¢des numéricas.

Por uma triangulagio de um dominio 2 C R?, entendemos uma particdo 7" (A definido abaixo;
v.(3.1)) por poliedros A quaisquer ndo vazios, abertos tais que:

J &=¢

Kerh

|

IS

e dados dois poliedros distintos K e K em 7", a interseccio KN K’ ou é uma face de K e K, ou
é um conjunto com dimensio de Hausdorf menor ou igual a n— 2. As faces do poliedro K serdo
denotadas por €. Por vy e v, g denotaremos respectivamente as normais unitdrias da fronteira
JK e da face e de K, ambas apontando para o exterior de K {v, x = vgle). Dada uma face e
de K, K, representa o mico poliedro que compartilha a mesma face e com K.

O volume de X (n— medida de Hausdorff) e a (n— 1)-medida de Hausdorff de e serdo denotados,
respectivamente, por (K| e |e[. Por A" nés denotamos o conjunto de todos os lados de elementos
em " que pertencam a Q. Quando K € 7" admite um lado e € 87N K nds usamos a notacio
K, para denotar um elemento “ficticio”localizado ao longo da fronteira de (2. Este poliedro serd
usado para conter os dados de fronteira. Este é chamado de ficticio pois o elemento apés a
fronteira nao precisa existir, mas, de acordo com a definicido método (v. {3.7)), serd importante
para a lmplementagio do mesmo.

26
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Vamos considerar que

h= sup hg < oc (3.1)
Kerh

no qual Ay é o difmetro exterior do poliedro (o malor didmetro das faces do elemento). O
perimetro de K, 1. e. soma das medidas de suas faces, ¢ definido como

Pr = Z el
e Gx
O incrementoc do tempo serd denotado por 7, Le. 7 = Af, e assumimos que

h?
T 0 e — 0 quando A -~ 0 (3.2)

¥

Também denotaremos &, = n7; para que ndo haja confusio entre 7 e 7" (triangulagio) a segunda
sempre vem indicada com um h superior.

Definicio 23 {Func¢des de Fluzo Numérico}
Associada com cada face “e” de cada poliedro K & ?"h, introduzimos uma famiia de fungdes
Ge i B X R —— R que salisfaz as seguintes propriedades:

1. Consisténcio
Ge,x (U, u) = flu) - vge (3.3)
vilida para todos os niumeros reais u € “e”.

2. Localmente Lipschitzianas, ou seja, dado M > 0 eziste uma constante Coore =
Cy. (M) tal que para todos u,vu v, v € [~M, M], temos

’

|ge & (1, 0) = gec(t,0) < Cyanylu—u'| + o —2]) (3.4)
5. Conservagcdo

Ge.x (4 v) = ~ge.i, (v, u) (3.5)

Esta é uma propriedade de conservagdo, pois estabelece, grosseiramente, que o fluzo através
do lado de um elemento € igual o menos o mesmo fluzo através do seu vizinho (lembramos
que K, € o elemento vizinho oo elemento K com a face e).

4. DBMonoticidade

age‘K ageK
. > 0, PS-Aabi .
oy =0 5y =V (3.6)

Observemos gue como ge x € localmente Lipschitz tem como constante de Lipschitz a norma do
maximo da derivada localmente.

Observacao: A existéncia de funcbes de fluxo numérico serd demonstrada no Lema 3 neste
Capitulo. Mais precisamente, vide {3.26) na demonstracido do Lema 3 abaixo.
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Definic8o 24 {Aprozimacdo pelo Método dos Volumes Finitos}
A aproxzimagac pelo método dos volumes finitos ¢ definida através da familia de fluzo
numeérico ge x pelo seguinte esquema

n+l 0 7“|€§ ) LY \
Ut = - 3 “‘*“IK;Qe,K{%KﬂKe;‘ (3.7)
esd K

pare todos os poliedros K e para todos os naturais n.

Observamos gue ¢ método dos volumes finitos assim construide € um método explicito, conforme
a Definicio 18.

A condicio inicial ug serd tomada come a média sobre cada elemento K, e ndo pontualmente;
isto é necessario, pois em geral a fungio u(z,t) nic é definida pontuaimente { pode possuir
descontinuidades em alguns pontos da solucéo}:

1
uy = T}f{-—/guo(x)dz (3.8)
para todos os poliedros .
Para e € 877, tomamos
T 1 Ft I 5 N
UKe = m /;tn j£u1\$t)dtdf (39]

Lembramos que u; € 0 dado da fronteira.
Definamos uma fungio constante por partes v : {§ x R. — R por

Wz t)=uh, nmr<t<(n+l)r, zekK (3.10)

Como o método dos volumes finitos é um esquema explicite, devemos impor a restrigio CFL
(1.52). O principal resultado desse trabalho é o seguinte teorema (que serd demonstrado no que
segue):

Teorema 14 (Teorema Principal) (7, Teorema 2.1]

Suponhamos que a condicao CFL (1.52) seja satisfeita. Entio o método dos volumes finitos
(8.7)-(8.10) nas condi¢bes acima € € uniformemente estdvel € converge (localmente) em gqualquer
norma LP, 1 < p < co. Mais precisamente, para quaisquer T > 0 e 1 < p < o0, temos as seguinte
estimativas e convergéncia:

h ; ~ ; i/ : i1/
| u™{(T) E%LP{Q) < [ ug %gLP(Q} + O] wa HL[??LE(aQ)}E? U3 i},ocl(’fm(@m)

' 4 i (3.11}
+@(1) (” U Hi/p?zm + ii U1 §]§i§(Loo(3Q))> “ u) giilég_l/pwm)
€
hl_i_ile [ w" —u i paaxio,r)0 {3.12)

A demonstracdo do teorema serd feita na seqiiéncia do trabalho. Inicialmente serd preciso fazer
algumas estimativas para entropia e para o valor da aproximacio u”.

Observemos que {3.11) d4 uma limitacio ao método. Somente esta desigualdade néo é suficiente
para garantir a convergencia do mesmo, nem para dar uma estabilidade. Entretanto, juntamen-
te com a condigdo {3.12) tal estabilidade é imediatamente conseguida pois a convergéncia da
segiléncia aproximante é em alguma norma de LP, que é uma convergéncia forte.
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No capitulo seguinte iremos fazer algumas simulages numéricas do método dos volumes finifos.
E facil de perceber que caso a condigdo (1.52) nao seja satisfeita a solucio numérica obtida passa
a oscilar. Por este fato, o método é dite condicionalmente estavel (o que € verdade para quase
todos os métodos numeéricos simulando numericamente uma lei de conservagéo); v. Secdo 1.3.1

3.1 Estimativas Discretas para as Desigualdades de Entropia

Nesta segio contruiremos desigualdades de entropia discretas que serdo usadas na demonstracao
do Teorema 14. Para isto nos utilizaremos das afirmacdes feitas na se¢ao anterior e notacées dos
Capitulos 1 e 2.

Na Proposicdo 4, daremos uma estimativa para a dissipagdo nas solucbes aproximadas; poste-
riormente, encontraremos uma nova forma das designaldades de entropia discreta. Na sec¢do 3.2,
faremos a passagem para o limite nas desigualdades de entropia encontradas.

No Lema 2 abaixo, encontraremos uma limitacio para a soluclo aproximada ur, o que serd
utilizado para a construgdo da medida de Young seguindo as condigdes do Capitulo 2.

Lema 2 {Principio do Mdzimo Local}
Para gqualguer poliedro K € +% e gualguer natural n, o método dos volumes finitos sakisfaz,

Principto do Mdzimo Local
auR <b (3.13)
no qual ¢ = min(ug, mineesx uf ) € b= max{u}, maxeesn uk ).

Demonstragao
Comecemos reescrevendo (3.7) da seguinte forma

2 ld L uk, ~ vk
i =l - T O {ger (ke uk,) + (e lule k) - ger (whouk))} =T (3.14)
LY Uk, T UK
rearranjando os termos temos
v (1 Ly Skl e) gkl R)
ecaK Ke & .
(3.15)

K Z Ge.r Uk, Ul ) — gex{vh v ). L
T {_ }|€§’L{,K
| K| R —ul e

e S K Ke K

que é uma combinaggo convexa de uf e (uf Jecpx. De fato, como estamos assumindo que o
método é mondtono, ou seja. satisfaz (3.6) e, em particular, é decrescente na segunda varidvel,
temos

T Ger (U Uk, ) — Gerc (W, uf)
K| Wi, — U
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e
T;Ef QE,K(UTI?;/vu?{e) - ge,K(ufiﬁun}{) ’7'%81 1 df ‘%
2 "TH G <2 | @ |
2B ; K. K cenr 1 HLe (3.17}
mpx |l df '
= £ A
K | du |1

A tltima desigualdade é satisfeita pela condigio CFL {1.52).

O principio do méximo local (3.13), segue imediatamente de (3.15) observando que sendo u “*“
uma combinagaoc convexa de uf e (U Jecar. eNEEO pertence ao mesmo intervalo conzendo u%

-1

e todos 08 uf s, 1. e, uy * satisfaz (3.15). Mais precisamente, temos

U, u ) - u, u
n“’“1<{1~»~«_ Z QEK - K) ge,K( I’ K)\eg}b

€K Uf, — Uk
Ge, K(UK Uﬁ Vo Ger (U, uK)m E
7 Z {~ tlelb
K| eCDK U, — Uxk
< b
Analogamente temos u?fl > a. -]

A seguinte decomposicao foi introduzida em [61]:
uf =
no qual

+ TPK
uptt = uf - Il {ge.x (Wi k) = e (ufr ulc) )

(3.18)

(3.19)

A desigualdade (3.18) serd extremamente 1til para andlises posteriores, e é facilmente obtida de

(3.3)-(3.5), utilizando-se (3.19).
Para isto basta observar que

> lelges (U uf) =0
eCOK

pois em virtude da propriedade da consisténcia (3.3), temos
S felgo (who ) = 3 Jelf (k) - vex = / )

ecd K eCIHK
- / V- fluh) =
K

no qual usamos o Teorema da Divergéncia e que o campo f(u%) é constante em K.

Vamos propor um fuxo de entropia numeérico similarmente ao proposto para o fluxo numérico

(v. Defini¢ao 23 neste Capitulo)}, seguindo [35].

Definico 25 {Fluzo de Entropia Numérice}

Seja U @ R — R wma funcdo Lipschitziana e conveza, e tomemos (U, F) sendo um par de
entropia pare a Lei de Conservacdo (2.4). Um fluxo de entropia numérico, associado ao par
(e, K), e COK e a um fluzo numérico ge i, € uma funcio Gg i com as seguintes propriedades:
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1. Consisténcia com F

Gexluw) = Flu)-vex ¥V ueR (3.20)

2. Condiggo Local de Lipschiz. Dado M > 0, existe uma constante g, . = Cg, (M)
tal que para todos u,u ,v,v € [—M, M| C R temos

Geplu,v) — Gerl(u',v)] < Cop o (MY (|u—u| + v o) (3.21)

2. Conservagac

Gerlu,v) = ~Ge g (v, u), Y ou,v &R (3.22)

4. Condigdes de Compatibilidade

8G5 K i age K
: { 1) oo F 2 {0
Ew (u,v) = U (u) 5 {u,v)
(3.23)
6Ge}f{ 89&,}\,

(u,v) = U'(u)

ov (0]

para guase tode ponto u,v &€ R

du

O seguinte lema € conseqiiéncia das propriedades do fluxo numérico ge . Este lema, que aparece
primeiramente em Kroner [35] ird estabelecer uma relacio entre a entropia, fluxos de entropia
e fluxos numéricos de entropia. de forma que possamos caracterizd-los mais facilmente quando
formos construir um esguema nUMErico posteriormente.

Lema 3 As seguinfes afirmacdes sdo equivalentes:

1. Para todas as entropias convezas Lipschitrianes U, existe wn fluzo de entropia numérico
Ge.x € um fluzo numérico g x wo qual G, g € associado.

2. Para todas as entropias de Kruzkov U(-,¢), conforme {1.20}, existe um fluzo de entropia
nUIMErico.
3.  Ezistem fungdes Lipschitzionas ¢e g, e : R — B com de x{(0) = 0 = 2, 5 (0),

e i = e K, (3.24)

e constantes Ce(M), Co(M) > 0 tais que para quase todo s € [— M. M|

K 1. -
Co{M) > ¢p g (s) = §Ef (8) - vex|
(3.25)
o 1.
Cu(M) 2 ¢, g (s) 2> §if (8) - ve K|
e
-+ H f - ' ) >
Gec (U, v) = M Ve %K{u? ?B,K(@} para v 2 u (3.26)
2 ' Yo k(U] — Yo glv) pare v <u
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Demonstracao

Pela definicdo de entropia de Kruzkov (1.20), (1) implica (2).

Agora vamos mostrar que (3) implica (1). Nao é diffcil checar que g, x dado por (3.26) satisfaz
as propriedades {3.3-3.6). De fato, 2 propriedade da consisténcia (3.3) é imediata.

A propriedade de g x ser Lipschitziana € imediata também pois é soma de functes Lipschtizia-
nas.

A propriedade de conservagdo (3.5) € conseqliéneia que v g = —ve i, de fato, trocando v por
v em (3.26) e e, K por e, K, no primeiro termo do lado direito desta mesmo igualdade, temos

Jw)+ flu) e (V] — e (u ara v > u
o (v, 1) = [l + flu) (—vere,)+ 4 %o {v) .’e,K{ ) P (3.97)
2 e g (V) = Yo x(u) para v <u
agora observando {3.24), e da relagdo acima
v)+ flu be 10, (V) — e i {u) ara v o> u
§e,K<'ﬁ3>u} = WM . {UBAKE} e %C:Kc& ) =' e, A o = {3.28;@
2 Pe k. (V) — De,r. (1) para v < U
rearranjando 08 termos, enconiramos
Ge KU, u) = ~ge k. (u,v) (3.29)

A monoticidade vem imediatamente derivando-se a funcéo para quase todo ponto (vamos fazer

para Jek o u> v, 08 Outros casos sdo semelhantes):
0ge. K 10f M e _ 10f 1]9f |
: . [, ! o LIl R il S >
Ju (u:) 2 Ju Ve T du T 28u Ye.K 21 8u L}e’K] =

para ¢ segundo termo estamos usando (3.25).
Agora dado um par de entropia (U, F'), tomemos

U U
Gex{u,v) i= F(0) - vex + / U'(5)8uge.1 (5, v)ds —-/ U (2)0uge i (u, t)dt
0 0

Usando {3.23), e a defini¢do do par de entropia (U, F), podemos escrever a igualdade acima
COTno:

Flu) + Flv) ! fbu U’(s)@,(s)ds para v > u
Gexw =———75— nig+ 4
2 JPU (s)d (s)ds  para v < u

Entao G x satisfaz (3.20-3.23), a verificagao € similar a feita para g, g.
Finalmente, nés devemos mostrar que {2) implica (3).
Para isto tomemos uma funcio  que satisfaz:

1. peCFE);
2. sptoC {—1.1) x (=1,1};

3. w2zl
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5. e para € > 0 definimos @.(s,t) 1=

)
m! 2
s
=
1
H
N

U+ U

Escothamos ¢ 1= , quandc v > u - 4€.

Entao c satisfaz a seguinte desigualdade

u+2e <o<v—2e

Escolhamos {e. K} fixos € vamos por um instante esquecer dos indices de v, g ¢ G. Tomemos

U(s) :=|s — ¢|, a entropia de Kruzkov. Entdo para todo (s,t) € [—¢, €] x [—¢, €]

Ulu—s)=—1=—U(v=-1t).

Como g, G e U s@o Lipschitzianas (3.23} dd-nos, para quase todo (s,1) € [~¢, €] x [~¢, €], que

Gulu —s,v— 1) = —gy(u—sv—1)

GE(U"—SSU“”f} e Q@{u“&?ﬁ"i}e

no gual os subindices indicam derivadas parciais, 1. e.

oG
Consideremos as convolugdes
G i=p. =G
g =pexg.

Como G e g sao fungbes Lipschitzianas, do Teorema 1, obtemos

Golu—s,v—t) = —g,(u—sv—t)

Gilu—s,v—1)=g;(u—s.v—1t).
Como f € T (R?),
Goolu—s,v—1t) = Golu—s,v—1)
logo, de (3.31}, obtemos gue
Giplt,v) =0 para v > u+4de
Analogamente, podemos concluir que
gip(u,v) =0 para v < u—4de
Tomemos, agora, v > u -+ 4¢ > 2¢. Degsa forma podemos concluir que:
g {u.v) = ¢ {u, u -+ de) + fv go(u, t)dt
ude

i

== g (u, u + 4e) —v—/ gh(—2e, t)di

u++de

=g {u,u+de) + g (26 v} — g"(=2e, u -+ 4e)

(3.30)

(3.31)
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Fazendo ¢ — 0. usando ¢ Teorema 2 do Capitulo 1 ¢ a propriedade de consisténeia (3.3},

obtemos para v > u > 0, que

glu, v} = flu) v+ g(0,v) — g(0,u)

Consideremos agora v > 2Z¢ > 4 + 4e. Entio, analogamente,

k4

g (u, v) = g*(u, 2¢) +j[ Go{u, t)di
2

2]
= g (u, 2¢) + | gi(—2e.t)dt
2
= g% {u. 2¢) + g°(—2¢,v) — g°{—2e. —2¢)
Iogo,

Q(UJU) = _f(0> ' VTQ(O'U) +9(u0)

para v > § > u.
Analogamente aos anteriores, obtemos

Flu) v —gl0,2)+g(0,v} parav>u>0ouv<u<(
glu,v) = L glu, 0) +g(0,v) — F(0) v parav>0>uourv<l<uy
g{w,0) — g{v,0) — f(v) v para 0>v>uou 0<v<u

Da relagio acima, podemos escrever g da forma

glu,v) = M v+ {{f)(u) —¢{v}) para v>u

2 Ylu) —v{v) para v <u
no qual
s = f__(i}_;i(_i;%;; Tﬁﬁgas} para s > 0
g(s, 0} — “W;—-'v para s <0
e
A 9(8:9)—w~u para s > 0
K W-v—g(o,s) para s < 0

(3.33)

(3.34)

(3.36)

(3.37)

Podemos checar facilmente que ¢ e v satisfazem as propriedades em 3. De fato, observe que

para quase todo s € R podemos encontrar as derivadas das funcdes e valem

f) 090

>
@,(S) _ 5 v para s > 0
99(0:5) _fls) -v para 5 <0
Ju, 2

, aggi;s)mfés)-v para &> 0
L1 2(8> v - ____.aggi; 2) para s < 0

(3.38)

(3.39)
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Agora observe que sendo tanto as fungdes g como f Lipschitzianas entdo as derivadas existem
em quase todo 0s pontos e sdo finitas. Observando atentamente cada uma das desigualdades
acima e lembrando que g ¢ mondtona em cada varidvel, ou seja, satisfaz (3.6). as funcBes ¢
satisfazem as propriedades em 3:

Suponhamos por exemplo que para algum s

temos

, Sy - — -v pa >0
PISTED B R T R
99(0; ) - f1s) Y para s < 0
Ju 2
o que implica que
gy s 1L
@S2 o Vi
no casc de
f(s)
<0
5 Y=
temaos

, - S L — para s > 0
¢s)=1 .2 O :
0900.5) £ L 1),
du 2 - 2
o que implica que
¢ls) 2 fés) v
|

entdo em qualquer caso ¢ verifica {3.25).
Analogamente, mostra-se que v satisfaz as condicdes de {3).
Também é possivel mostrar que (3.34) e (3.35) coincidem; por exemplo, suponha que u > v > 0,
entdo temos por (3.35) que
flu) + £0) f(u) + £(0)

o que finalmente nos fornece

glu.v) = flv) v+ glu,0) — g(v,0)

para as outras condigées podemos proceder da mesma forma, e o lema estd provado. [ ]
A seguir vamos provar dois lemas qgue nos levardo & Proposi¢do 4 abaixo. Tal Propesigio nos
da a estimativa central para a demonstracdo do nosse Teorema Principal: Teorema 14 deste
Capitulo. Ela € uma estimativa que fornece, em particular, um controle na norma L? para as
aproximagoes de volumes finitos.
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Lema 4 Sejorn (U, F) : R — R xR um par de entropia convezo, com U de classe C*. E
2 e

Gex : B — R uma familio de fluzos de entropia numérico, associados aos fluzos numéricos

ge.xc. Sob estas condices vale a seguinte “desigualdade de entropic discreta”

-t . T
UGg?) = Uluh) + 25 {Gopelu, u,) — Gerlu, uk)} 0 (3.40)

para todus as faces e € 0K, para todos os poliedros K, e paroe todos os naturais n, no gual
u, € definido em (3.29).

Demonstragio
Vamos fixar -ufé( e definir para todo t € [— M, M|

p(t) = U (e = "2 {ge.rc (e 1) = gesc (k) } ) = Ult) + 2o (G, ) = Gl wke )}
Para facilitar a notacio, escreveremos

G5 (U5 €) — ge i (UF. u%) = Doge k(U E)

Ger(uf, t) — Ge i (Wi, vl ) = DoGe g (U 1),

Para quase todo ¢ € [—M, M|, podemos derivar p{¢) obtendo

Yoy o fon  TPK _TPK 396,5‘({”7}1(!7:) TPK aGe,K(u?{vi)
p(t)=U (u;{ 7 Doge x (U, )) { % e + 5 5o :

Agora observando de (3.23) que

aGe,K . age,K

5o - ow O

ficamos com

7 TPK ag ,K(un :t) eyt ! i TPK ]
p(t) = 7 £ c’?'UK gf; (ty— U (u} - mf%mmﬁzge,}((uﬁvt))‘é

Usando o fato que U ¢ de classe C*{0)), temos

; TPk Oge 5 (U 1) o "
(t) = T () [t e + o Dage s (e, (¢ - )
para algum n entre ¢ e uﬁ—s-wi Aogerlug,t) e 7 entre u] e &
Logp,
o TDE Oge g(Ug 1) TPK n —
p(t) = PESRIC Ly ¢ — ) [1 - TR Ag ke )|

Como g x é decrescente na segunda varigvel, i.e.

age,K(u'r}l(a t) < O
du -7

- w it . . e
U é convexa, ou seja, I > 0 para os valores em gue estd definido e lembrando a condicae CFL,
ou seja, neste caso vale que

temos finalmente gue:
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1. Set <wul

p(t) =0 (3.41)
ou seja, € ndo decrescente. Desde que para t = uf
plt) =0
Isto nos fornece imediatamente que
p(ty <0
2. Set>uf
p(t) <0 (3.42)
ou seja, € nao crescente. Desde que para ¢ = uf
pit) =0
Istc nos fornece imediatamente que
pli} <0
em qualguer casc, p(f) < 0 e temos a afirmacgao demonstrada, se tomarmos ¢ = u"}(e‘ B

%P

. - U - | . - -
Em geral, vamos tomar U == ‘—5— ou I/ = |u!¥ como nossa entropia. Caso 1 < p < 2 a fungdo U

nio é de classe C%(Q), mas podemos tomar uma seqiiéncia de funcdes de classe CZ{f) aproxi-
mando as entropias do tipo acima. Como a desigualdade (3.40} envolve apenas diferencas entre
funcoes, a desigualdade é mantida para o limite das funcgdes de classe C?{Q) tendendo para as
»
. , U . . oo

entropias do tipo U = L};L: desse modo podernos deduzir o seguinte coroldrio:

Coroldrio

Sejam 1 < p < oc, e Gex : B2 —~ R uma faomdic de fluros de entropia numérico, associados
aos fluzos numéricos ge k. Sob estas condicdes vale a sequinte desigualdade de entropia discreta

gt P = g+ B G e vk, ) = G uR)} <0 (3.43)

&

para todas as faces e € OK, para todos os poliedros K. e pare todes os naturais n, no qual
u? € definido em (5.39).

Demonstracao

Usando a observacdo apoés a demonstracio do Lema 4, caso I < p < 2 podemos tomar uma
sequéncia de fungdes convexas de classe C?({2) tendendo para U{u) = {u|” no Lema 4. Caso
2 < p < oo, a funcio é de classe C*(0), e a demonstragio esté terminada. |

De forma andloga ao lema anterior, podemos encontrar a seguinte formulacio discreta para a
condicio de fronteira.

Lema 5 Seja (U.F) um par de entropia qualguer, U de classe C*(Q). Entéd o temos o seguinte
desigualdade para a condicdo de fronteira:

Gese(ufe: i, ) = Fluf,) - vex —
VU{uk,) {ger (Wi vk, ) — fluk,) vex} 20

para cade e € 0K e qualguer n natural.

(3.44)
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Demonstragéo
Seja i wma variavel definida como:

=l + A {ger(uh, vk ) — Fluk) vex} {3.45)

para A > 0 suficientemente pequeno, podemos verificar analogamente 4 demonstracio do Lema
4, que para cada e € 97" e para cada natural n que @ satisfaz a seguinte desigualdade de
eniropia

UE) — Uu},) = M Gerlul, ul,) ~ Flul,) - vex} <0 (3.46)
Por outre Iado, se utilizarmos a convexidade de U, ¢ a definiclo de @, encontramos

Ula) — Uluk,) 2 VU (uf, ) {4 - vk, }
Z )\vU(u?{g){ge,K(u?{sui’e) — fluk,) Ver}

Se substituirmos agora & desigualdade acima em {3.46) encontramos

(3.47)

AVU (e, e x (U, uk,) — Fluk,)  Ver} — M Gexluf uk, ) = Fluk ) ver} <0

Como X > 0, a demonstracio estd terminada. B
Coroldrio 23;;
Sejo U = J-;j— com 1 < p < oo, entdo a desigualdade de fronteira (5.44) ¢ ainda vdlida.

A demonstracio € andloga a do Coroldrio 1.

Definicao 26 {Mddule da Convezidade}
Seja U uma fungdo estritamente conveza C2(Q) num intervalo (a.b). Definimos ¢ médulo
da convezidade de U por

o =min{U {w) / we [a.b]} (3.48)

Proposicdo 3 Seja uma funcdo gualqguer U :R — R estritamente convera de classe C?(0)
com VI também conveza. Entdo parg cada natural n, vele o seguinte desigualdade

> UK+ 5 5 3 B g -
ecfrh 2 ecdrh e€OK

< 3 UK ] VU@ o= | < ‘i
esdrh H Eng

o i tasn).nt) (3.49)

+2max(| uo [izee, |l ur |ize) |

i
i
i

| VU (uy) gélﬂ([tn Jn+1).L1)

du || fee

no qual o € o mddulo da converidade de U,

Para podermos demonstrar a Proposi¢&o anterior serd necessiario estabelecermos algumas defi-
nicdes e um seguinte lema técnico para fungdes estritamente convexas de classe C2(Q).

Observemos que da estimativa (3.49) podemos encontrar uma limitacio uniforme para a dissi-
pacic de entropia total. Para tanto, fixemos U{u} = u?/2 em (3.49). Percebamos neste caso
que a derivada segunda de {/(u) é constante e vale 1, i.e., @ = 1. Passando o primeiro termo
do lado esquerdo de (3.49) para o lado direito e somando sobre todos os n. teremos uma série
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telescédpica; observando que U(u,‘ff ) vai a 0 quando n val para o infinito, obtemos imediatamente
que. para k suficientemente pequeno:

¢
1 i 9
ST Y By
=] R e GK T
exzdr ‘:‘:e | (300}
<1 ug 220 + 3max(] TN PR TR B i 3} | .
< uo {12 ax(il o llz=: [l wr llz=) ) == ’ I v lizeczyy,
H 1 I
o que nos fornece imediatamente:
oo L
ES;;Ki, I3 n 12
. Mg, —Ux
n=} ecgrh e€ K (3.51)
LogF |
| 2 | 1 |
<l wo llpeqq) +6max(] ug fizee, |l w iELm);E — ’i | e
1At e
Definicdo 27 {Combinacdo Conveza}
Dizemos que v = Z?___l a;v; € uma combinacGo convezra dos nUMEros reqis vy, vg, - - -, Uy €
1. a; €01 ¢
g q -
2. 3o e=1L
Definicao 28 {Fecho da Envoltdria Conveza}
Seja vy, v, Uy uma sequiéncic qualquer de ndmeros reais, chamamos de fecho da en-
voltoria convexa (denotada por Co{vi,va. -+ ,v,}) ao conjunio
Co{vi,va, -+ vy} = [minwy,;, maxv;] 1<i<yg (3.52)
Lema 68 Tomemos v = zgzl a;vi uma combinagdo convera dos mimeros reais vy, va, - -, Vg €

seja U wuma fungdestritamente conveza , C2{§)). Entdo a seguinte desigualdade € satisfeita

4

; g
Ulw)+ gz ajlo; Z (0;) (3.53)

je=l

no qual
= il’lf{{j”(u}) f/ w e CO{?}}_,’UQ, . ‘?yq}}

Demonstracdo do Lema 6
Considere, conforme o afirmado no acima a seguinte sequéncia v = Z?zl
que (3.53) é verdade para para qualquer segiiéncia entdo temos

8 Zq S Zq .
- é" @3ty — vi” < ajD(vj)
j=1 =1

Devido a funcio U ser de classe C%(§)) podemos expandir cada U{v,) em torno de v pela série
de Taylor. Substituindo isso em {3.53)

AN PR SOUE),
“‘52%@3‘_@, SZ&j Za]' (v} {v; —v) + aj~—72e3m|vj—@§2

i=1

a;v;. VYamos supor

s
1l
-
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no qual §; pertence ao intervalo ligando v e v,

Usando o fato que Z?ﬁz a; = 1, cancelando os termos iguais e passando tudo para o lado
esquerdo da desigualdade obtemos

q s g q

; 2 B , ;
[v5 ~ o]? - 3 Z aslv; — o* | + U (v) Zaj(fajj -]

F=1 j=1 F=1

sendo U (&;) > B8 V& € R (devido a definiciio de 3) e usando, novamente, que v = Z?:x a;v;,
verificamos realmente que a desigualdade segue. &

Demonstracido da Proposicao 3

Consideremos v como a seguinte combinagio convexa

. el
v= il = Z _‘_____-_uﬂ-i"l
K Pr He
eedK

Aplicando o Lema 6 anterior para uma funcio convexa de classe C?(Q) qualguer {lembremos
da observacao feita apds o Lema 4. dessa forma teremos gue a desigualdade (3.53) poderd ser
|ul?

aplicada a gqualguer funcdo convexa da forma Ulu) = —, apesar de o teorema exigir que a

funcao IV seja estritamente convexa, a desigualdade vale para p =1, 8 = 0, que é a definigdo de
uma fungio convexa), obtemos

P o le| . tel
U+ 5 2 St - s Y oyt
2 — DK e PK €
ecdK eg8K
Agora podemos multiplicar a éesigualciacie acima pelo volume de um elemento K qualquer

+ K|
U(u’}gl)!ngz . v u’;g*;i’gz lell®] e U (W) (3.54)

cEGK ecor FK

somando agora com respeito a K, temos

S vai+ 5 ¥ Y B ogees ¥ Y Bllagy s

Kerh f{e—r eCdK i egdK
Por outro lado, podemos usar a desigualdade local de entropia {3.40) multiplicande cada termo
K -
por ellK] e somando com relagio a K € 7 e e € 6K
PK

S ¥ Do - ¥ oK s X Guxlukouk )l 356)

Kerh ecdK Kerh esdK

neste caso, exceto ao longo da fronteira &7, os termos do fluxo se cancelam pelo fato de valer
a propriedade da consisténcia (3.27) de G, x. Podemos provar, similarmente ao feito para a
fungio ge i, QU€ > ccar Gex(uf, ulk) = 0.

Agora, da condicdo de contorno discreta {3.44) do Lema 35, apés multiplicarmos cada termo por
-le|, encontramos a seguinte limitaglo

=7 > Gegluk.uk el
eE oK
< - {Fluf,) - ver + VUG gex (Wl uk,) — Fluk,) - ver)} lelr
e K
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utilizando (3.56) e a limitag&o acima encontramos

> > Bl - 3 vtk

Kerh egdK Korh (3 5?}
{ 3.

P \ -7y 7 . N ; v

< - z {F{ZLKS} sl KT Vd{u;{e)(ge’fg(u}f{,u?(e; o f{fu}l{ej . Ve,K)} el

e d K
por um lade nds temos

S Y @) vexlel} < VU) e | L e Morgeeenzi

K .8 S ¢ I3 i d i i OHL ‘:\!_’«natn“.'J.) 7.1 Q))
663K 5\ U 1 Foo

que € consequéncia imediata da definicio do par entropia, fluzo de entropia e por outro lado,
usando ¢ teorema de Jansen e a hipdtese de que VU é convexa, podemos passar a integral para
fora de VU (uf_ ). levando-se em conta que uf, € definido como:

ui(z, t)dtdl’, e € A’
&

encontramaos
K|
> ¥ ESves - ¥ ve
EKarh egdK Kerh
} df i , ‘ _
< | u Ei 2max (f wo e, || wr [[zee) | VUu1) (14 en0041). 0300
| Lo

Combinando (3.55) e (3.56) e usando as estimativas anteriores finalmente chegamos em (3.49).
|

A desigualdade do Lema 7 executard um papel importante na nossa demonstragio, pois junta-
mente com a Proposi¢io 2 anterior, dard uma desigualdade de entropia {local e globalmente)
que envolva fungdes de apenas uma varidvel, i.e.. as entropias U{u) e e fluxo de entropia F{u),
mas nac os fluxos numéricos.

Lema 7
Para todos os poliedros K € % e para todas as foces e € GK\O7", Consideremos um par de
entropia convexa (U, F). Entdo, usando o Lema 4, (3.40), encontramos a seguinte desigualdade:
1K K K.
! (n—rl)_’_ )ﬁ_| (n\m‘ |U'( Ke}
ipKE F Kef K‘ Eng? (3'58)
+T{F ug,) — Fluk)} - vex <0

Bl 1
Ke,

Se e € 0" | usando o Lema 5, (8.48), temos

J LSy, oy e . .
P (U RE) = U k) + VU (k) (g (ke wk,) = Fluk) - ve)7
i

+7 {P(uk,) — Fluk)} - verx <0

Demonstracao

Consideremos a designaldade de entropia local {3.40). Tomemos um poliedro K e uma face ¢
que ndo pertence a0 bordo de 7%, ie., e € IK\G7".
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Observemos que (3.40) é valida para poliedro K e também para o seu vizinho K.,

. ~ T I
U(ld) = Ulu) = 125 { G (w uk) = Geuxlu, uk,)} <0 (3.60)
i“rel

no qual temos usado a propriedade de conservagio {3.27). Observemos que Ge g (uf vk ) =
—Gox. (U, uf). Se trocarmos K por K, K torna-se um elemento vizinho de A, e teremos
que Ge g (uf, vk ) = ——Ge,x(u’%e,u?(). |

Multipliquemos (3.40) por |K|/px e a desigualdade (3.680) por |K. /pg. . Podemos entdo
somar as desiguaidades resultantes. Observe que os termos Ge x{uf, v} ) se cancelam juntos,
pela propriedade da conservacio (3.22) e entdo resta-nos

|f(Er 7 +1 TR gE{‘ CTri T Tia, T
T WU i) = Ul } = gp; (Ul ) = Uluk,)}

+T{Ge x{uk, vl ) = Gex(Wf uf)} <0

substituindo G g(u,u) = Flu) 1, i , na Gltima desigualdade encontramos (3.58).
Se agora tomarmos € € O7" consideremos a entropia discreta (3.40) valida para todo elemento

Ker" com e€ 87" ea condigio de contorno (3.44) discreta para entropia. Para encon-
trarmos (3.59). basta multiplicarmos (3.44} por (—7) e somarmos com {3.40) multiplicado por

——}- o que nos fornece imediatamente a desigualdade (3.59). Aqui estamos usando novamente

K N -
a propriedade da consisténcia para a fungio G, k. ]
A seguinte proposi¢ao servird para passarmos o limite para as condicdes estabelecidas no Capitulo
2. Esta é uma proposicdo importantissima para estabelecermos a convergéncia do método.

Proposicao 4

Seja ¢ = ¢{z,t) wna funcdo ndo negativa de suporie compacto em um dominio QxR , e (U, F)
um par de entropia convera da forma estabelecida no Lema 3. Consideremos K um poliedro
qualquer com umae face “e” e fizemos as seguintes igualdades

_— 1 tna
¢n = ’r'_ef/sr /eqﬁ(m*;t)dtdf(:c) (3.61)
o= 3 Ll (3.62)
ecdkK PK
Sn 1 in in—1
0y = ;(qu — &% ) (3.63)

Fntdo, sob estas condig¢des, temos as sequintes desigualdades

_ Z Z j{ ik A{U(un}{)até?{ + Fluk) - Volz, t)}dide

=0 Kth n

o tnii 3
LD RV SEREES 35 il A [ S I S

Kerh n={eCdK ~ "
~VU (uf, ) 9o,k (0w, ) = Fluk,)  ve ) bz, )dtdT < B (6)
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com um “erro”’dado por

EOED DY A (6% ~ ¢F) (3.65)
=0

Pr

Observacao 4: Antes de comecgarmos a prova observemos que usando a condigao de conservagao
da “massa” (“massa”, conforme ja haviamos dito, representa gualquer grandeza, f/ w de uma le

de conservacao), valem as igualdades

Kollel ) it e K
S oY Bllpe=> Y Eluga e

Kerh eg8K\o7h Kerh eca K\ orh

K. lle

Le} Tion I K ‘ ; \ P
-—e—i~£f{ugs)<pe = Z Z - ‘{,( Ybr (3.67)

P

KeTh egdK\ Bk : Kgrh ec§K\G

Observemos, também. que (devide & conservacio do fluxo da lel de conservagio):
il B, H :
Z Z rielF{uy, ) - ve xdy = Z z Tle|F{uk) - ve g &l (3.68)
Kerh ecGK\87vh Kerh egaRnorh

Observagao 5: Teorema de Green para ¢7 continua, pode ser escrito cada poliedro K e
para cada 1nteirc 7 como

b1
> Fluk) - vexdlrlel =/ / F(u}) - Volr, t)dide (3.69)

ecdk

Demonstracao

Para encontrar as desigualdades (3.64)-(3.65), vamos nos utilizar de (3.58). De fato, multi-
pliguernos (3.58) por ¢7le| e somemos sobre todos os poliedros e todas as faces e.e € 97
Consideremos ainda da observagio acima as identidades (3.66)-(3.67)

> ¥ EEwag - vee

Kerh i\ orh

+ 3 D rlel{Fuk,) - F(ul)} vexdl <0

Kerh ec 8K \OrF

(3.70)

Note de {3.68) que podemos reescrever a desigualdade anterior como

K
S Y Bwwy-vwne-r Y Y Pl vkl o 61

Kerh ecBK\7h Kerh ecgKh\a7h

Se tomarmos, agora, os lados ¢ € 87" podemos usar a desigualdade (3.59), depois de multipli-
carmos por ¢fle| e somarmos sobre todos os e € 77

K|, .. .. .
> {Elweg - v - Fug) verr f
eEdK Px
) » (3.72)
o S0 PR e + VU o (k) — F (k) - Vi) }271e] < 0
ecdK

H
€;
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Somando as desigualdades (3.71) e (3.72)

> 3 Blvgme - T vepdni- Y Pk vssie

Kerh e K Kerh Kerh ec8K (373>
+ S PRk, v + VU (W Mgk (uhe, ul,) ~ Fuk,) - ver) boiTlel <0
eCdK

Usando a combinagido convexa (3.18) e a convexidade de U, deduzimos que

1 4
Uiy < - el {7t
(ufp ) < p” E el U{uyT)

eSdk

que implica, depois de uma multiplicacdo por |K/|, somando sobre todos os K

> Ewap s YT Elvgéx (3.74)

f‘»'z Karh ecd K

Usando o Teorema de Green (3.69), comparando {3.73} com (3.74) e somando sobre todos os n
obtermos imediatamente

> Y W) - vk - Y [ [ Fus) vomas
fn

n=0 Kerh n=0 Kerk

-
+ 50 ST H{FWE,) - ver + VU (k) (ge xc (ul ul) — Flulk,) - ve,x)}o07le] < B
n=0ecdK

no qual E* é definido por (3.65).

Para obtemos (3.64), basta integramos por partes o primeiro termo da desigualdade. A prova
da proposicio estd entdo completa. ]

Observacgao 6: De (3.62) e (3.66) temos a seguinte igualdade

IDIDS ieg'KtJ( ) (dg - o) = 0 (3.75)

n=0ecdK Kerh

Para a passagem do limite nas desigualdades (3.64)-{3.63), nds precisamos um resultado técnico
da teoria da aproximac&o.

O resultado abaixo é independente de qualquer relagdo com a teoria das leis de conservacdo, mas
serd extremamente Util para o término da demonstracdo do resultade do Teorema Principal 14.

Lema 8 Consideremos ¢ = ¢(z,t) uma funcio de classe C*(Q x B.) de suporte compacto.
Sejam as  ¢F, ¢, ¢} definidas como em (3.61)-(3.63).
Sob estes condicoes, vale

. ~ dhg . ..

sup  sup [0ié(z,t) — 8% | < (T+ ——)ll ¢ 2K xtnitnii] (3.76)
TEK tn <t<tnoy 3 :

para qualquer poliedro K, e todos os naturais mn.

Se, ainda mais, “e” € uma face para K

dhx

=Sk ST+ 6 e st s (3.77)
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Demonstracao
Como ¢(z,t} é de classe C*(Q x R.), podemos expandi-la na segunda variavel usando a série

de Taylor em torno de £™:

Hlo.t) = ¢lz, 1) + gz, ™)t —17) + (3.78)
no qual & é um ponto entre © e £,

Entfo, usando a definicho de ¢7 (3.61) e integrando com relacdo ao tempo de ™ até
(lembrando que 7 = t" — "7}, temos

i .—{ ez )T 1 |
— f (e, tr+ ST LT o )| aT (3.79)
| Je 2 27

-
e o

r

e, fazendo o mesmo usando a defingdo de ¢7~! e integrando com relacio ao tempo de 177 até
t", femos

.1 | $i(z,t™yr2 1 7 \ .
¢l = ;_——f ¢la )y - T L= ) t”}zdi] dr (3.80)
H IEE e 2 2I énv"; 4

Dai e da definicao de @

e 1 o ——
5 = - [¢}‘<~¢?§"‘1}
1 : _
= > e -a]
T ecHK Pr -

gl

il ny.2 T
Zjlm/!ﬁ@(z,t )T+ @t(l’;) n 21T i @tg(a:,gt)(t«_t")zde aT

1 , h(z, 17) T2 7
~o [ [t - SO L L [ gt - el dr}
F b4

I
R
]

|

Simplificande a equagdc acima temos finalmente,

— I &
S = ; Z ~ {/ {?ﬁt (z,t") + i_j/; ber{, §)(t — 1)t — 5};—2 Gz, &)t — ") dtJ dr’

i3 il

eCHK

Expandindo {¢:(z,t")) na varidvel ¢ em torno de " temos
Gi{@.t") = @@, 2") + dur{z, m) (2 — £7)

no qual 7; € um ponto entre ¢ e 7.

Usando as igualdades acima, podemos escrever

; ]
8t¢(.’£5 fn} - 8@2‘% < %Gst C’.’? ?fn Z o f@(&b" tn)dF“ F!’Dtt($ it (ZL - i‘n) -
e€OK |

t‘n,v’»l i

Z ”ﬁ“;é% ?_/e EUZ Gu (@, &)t — 7Y 2dE mjf_ Gt (2, E4) (¢ —t”}gdfj

eCHK L

-
H

l....._.__._l

|
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Agora, devemnos notar que estamos fazendo estas estimativas dentro de cada elemento, e, por
hipdtese, cada elemento é um poliedro convexo. Dessa forma, para qualquer dois pontos dentro
do poliedro existe uma reta unindo estes dois pontos, entdo podemos aplicar o teorema do valer
médio para integral, de tal forma que existe um 4, {que depende de cada lado do poliedro) que
nos fornece

[ é(z, t)dT = |eld(t", ac)
(=1

Substituindo esta expressao no primeiro termo do lado esquerdo da desigualdade acima e teremos

Pelz ") — ¥ — fc,bxt”dr -

eﬁaK

3 o - T Lot

i
ccar Tk i

2
! f—cﬁdm)—( 4]

leg |

novamente notando que estamos num poliedro convexo (ou seja, existe uma reta ligando os
pontos entre T e g, para todo z e g, dentro do elemento), podemos aplicar o teorema do valor
médic e temos finalmente

|@t R j/gb:ct“d?

’“c?K

S L @ - o)

lecar Pk
< higy(8,17)

similarmente pedemos encontrar a estimativa para

pulen)¢ =)= T U U ol le= - [ %(%&)(f—é”)gdt} ofrh
e/t ¢ |

eEAK Pk n not

pelo fato das fungdes serem de classe C?(Q x RB..), podemos tomar o méximo em cada de ¢y e
terernos, finalmente que

gri i

|
Gpi (e ) (8 — 7 )dt — Z 27,2 U {/ bue(m, £ (8 — 1) — qstt(z,gt)(t—t”)gdt} df} ;

eCHK et

i grtl i Ty
i 1 - ]

<l #e lloo { —E§ E 575 Ii/ [[ ( wtn)zdt-—f ‘(t—~t”)2dtJ d?} }
| lecax © P |Je | Jin pn-t g

integrando, utilizando que

e gue
max{jt — "}, t ="} =7

temos finalmente (3.76).
A demonstragio de (3.77), é feita de forma similar, mas néo serd feita aqui, pois nao acrescenta
nada & teoria das leis de conservagio. =
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3.1.1 Convergéncia do Método dos Volumes Finitos: Solugdes em Medidas

Agora estamos aptos para aplicarmos a teoria desenvolvida no Capitulo 2 para a solugdo em
medida.

Antes da aplicacdo dos tecremas para a convergénela de uma solucdo em medida. precisamos
provar o seguinte lema

Lema 9 Sejam (U F) um par de entropie de Kruzkov, ¢ ¢ uma funcéo fesie ndo-negativa
¢ x Ry —> R, que se anula pare ¢ suficientemente grande, entdo, existe ume funcdo g

em L(80 x By ) tal que
- f (<, U > Got < v, F >V - d)didz _j/ Ulup{z)) (0, x)de
OxE_L Q
{(3.81)
%«/ {F(u;)-??-k‘?U(ul)(g—f( K }@dI’di<0
SN xE_L

no qual % € a normal unitdrie ne fronteira de 0.

Demonsiracao
Dias estimativas de erro no lema 8, podemos passar ¢ limite e teremos claramenie gue o primeiro
termo do lado esquerdo da desigualdade (3.64) converge para

j.[. /{< w U > 86+ < 1, F > V - $hdtda m/ U (10 ()60, 2)dz (3.82)

Consideremos g € L>(0Q x Ry ) como sendo o limite fraco da sequéncia  {ge x (v}, vk, )}
Conforme a Definicdo 11, isto significa que para todas as funcdes testes com suporte compacto
é: OxBE — R

D gerluk uk,)orrle] — godTdt
neEN Kg?’h K.;,.Xaﬂ

Desde que (pois estamos supondo que u; ésuave) {uf } — uy fortementee {g. x(u} uf )} —
g fracamente, conforme acima, podemos escrever o segundo termo do lado esquerdo de (3.63)
€omo

f (Fluy) - 7 + VU (u1)(g — Flus)) - 7 )édlat (3.83)
xR

que é o limite. Para o termo  E®{¢), erro. em (3.65), usaremos {3.75) somando com a funcio
erro

DI

n=0 Kerh ec8K

P U(u ) = UE™) (% — o) -

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz na expressio acima, e usando o fato que U{u) =
lu - ¢| (entropia de Kruzkov], obtemos

{Z Z Z lel] K|( n».: nml) }1f2 Z Z Z |€ K 2)2}1;2

n=0eldN Kerh n=0eC8K Kerh
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Agora usando que

‘EE§K|E n n |2
P Uy, — Uk
n=lechrh e¢ K & (3.84)
Cd o
| H2 e ; i il ‘ i | : lrerrty
< ug EELQ{Q) 6 max(]] up iJLOC:za U }‘L"c)\f duy | | [‘L%Li:’
U e

podemos observar que o lado esquerdo ¢ limitado, e, no maximo de ordem 1, devido &s hipdteses
feitas sobre cada um dos termos. Junto com as estimativas de erro(3.76)-(3.77), temos

1/2

PR e TN A 4h
BN <O ¢ lloaxr | D ?K\(T“:“:“S““K)Q
(n, KA

Aqui estamos usando que a funcdo ¢ tem suporte compacto, portanto a tliima soma é sobre
um conjunto A de pares de ntmeros (n, K}, & uma soma finita, pols é feita somente sobre o
suporte de ¢. Usande {3.2), segue que

Sy - i ST i . h
EM¢) < O] ¢ flo e (72 +

~)— 10 (3.85)

i/
</

L)

-
Combinando estes resultado em (3.82)-{3.83) nds obtemos (3.81), e o lema esid demonstrado.
=

Nés devemos obter uma relacio entre a fungio ¢ do Lema acima e a funcio fluxo na fronteira.
O seguinte resuitado serd suficiente para estabelecermos esta relagdo.

Lema 10 A fungde g{ul,w1), conforme o Lema anterior, converge para < ~yv, f{-) > em
L*=(092 x Ry), para a topologic fraco-+. E além, sendo os dados de fronteira regulares w,
temos que

] sgn(ur — &)y, glw) — £(c) - )ddo(z)dt
xR,

- fan“ sgn{us — &) (. (F() ~ £(0)) - T )ado ()t

no gqual, glui) = gluf,w) e f() = f(u%) na fronteira de §2.

Demonstragio [3, pdg. 794-795!
Inicialmente deveremos mostrar que vale o seguinte resultado

/ ((yw, (F () = F(0)) sgnlun(a,t) — &) - 7 —
SONxE.L

(yv, glus (2, 8)) — fle) - hsgn{uy(z,t) — ¢)ybdo(z)dt > 0,
Y ¢ uma funcio teste positiva em CTf (80 x Ry)

(3.86)

Inicialmente, basta tomar em (3.81) ¢ em C} (€ x R} que se anula na fronteira e a entropia de
Kruzkov que teremos:

[ At x= el = F) = F(clsgnir = o)V - 6} dede 2.0 (3.57)
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Podemos escolher funcoes festes especiais para a finalizarmos a demonstracido. Seguindo a idéia
de Szepessy [59]. podemos tomar fungdes testes sendo funcdes positivas em O (Q x R, ), para

0s quais podemos escrever Como

&z, 1) = @z, Uxs(z(Z, y)) + ¢z, 1)1 — xs{2(T. y)}) (3.88)

no qual (%,y) € um sistema de coordenadas locais, como em (2.8). A funcio xs(z{Z,y)) €
T2 x R.) ¢ definida. como em Szepessy [59):

0 0<y<d
xo(e(@y)) = ¢ 3+ 22— Lu=20ys §<y <35 (3.89)
i y >3
1; 1
f!
0.8 / 0.8
/
0.8 / 0.8
/ |
I : ! ;
0.4 / 0.4} i
i
0.2 / 0.2 '
/ j
0 ot
0 1 z 3 o 1 2 3
1 I 1 7
f
0.8 ; 08 |
06 | 08 {{
0.4 ! 0.4} !
0.2 02t |
J
] oLt
0 1 2 3 0 1 2 3

Figura 3.1: Figura Funcdes x5 a)- 6 =105 b)- §=025 ¢)- =% d)- §=0.125

Agora, podemos substituir tal funcdo teste na estimativa (3.81) com a entropia de Kruzkov e

temos:

/fm {{w [A = el + (v (F12) = Fle))sgn(X — €))V - phi} dzdt

- /SQXR“W (g{u1) = f(e) - T))sgnla — c)gdo(w)dt

= L@HV: A —chdxs) + (v, (F(A) = fle))sgn(h — e}V - (&xs) } ddt
*fgxg“”} A= el (01 = xal)e + (v, (F(N) = FD)sgn(h = e)V - ({1 = x6)) } dadt

- f (e (gl ) — (6) - 7)) sgnla — c)odo(z)dt
==
= A; + A% + A}

LMW



Método dos Volumes Pinitos n-Dimensional 53

A positividade do lado esquerdo da igualdade acima é devido a (3.81).

Observe que o termo é A} ¢é positivo devido a desigualdade (3.86), e porque ¢ys € Co (2 x Ry),
é uma funcao teste.

Sobre o segundo termo, seguindo Szepessy [57 (na relacio (1.16)), fazendo ¢ tendendo a zero
gue teremos 0$ termos sobre a fronteira da seguinte forma

tim 4= [ (70 = F(©)sgntus = o)) - Tedo(a)dr (3.90)

[ R—at!

ajuntandc as informacdes acima, concluimos que (3.85) segue.
Entretanto, o que necessitamos € da igualdade em (3.85), 0 que nos garantird o resultado do
Lema. Para tanto, basta tomarmos consecutivamente ¢ = 1 + max{l| ug I,|l 21 ||} e ¢ =

~1-max{ll uo I,{ w [} em (3.85), notando a definicio de sgn(z), (1.21) temos imediatamente
/ (. £ - T = (w, glw))} pla(o), B)dodt = 0
BNXRy

Isto significa que g converge para < vv, f > em L™{H0x R, ), para a topologia fraco-= {conforme
{1.10), Capitulo 1). Desde que estamos supondo que os dades de fronteira, u; sdo regulares, nds
conchuimos gque

= [ sontu =l (70~ £(0) - )dole)d
GNxEL

0 que termina a prova. n

Demonstracidoc do Teorema Principal 14

A prova do teorema central do trabalho é uma consequéncia imediata dos Teorema 13 e da
proposicac 2. Para isto basta usarmos o Lema 9 e o Lema 10 com a entropia de Kruzkov, e
teremos a desigualdade (2.13) satisfeita. Desde que vale a {2.13), o Teorema 13 garante que

v(z,t) = 5(3:,3}:

ou seja. a medida converge para delta de Dirac. De acordo com a Proposicdo 2 do Capitulo
2. temos que u* possui uma subsequéncia que converge fortemente para u em alguma norma
IP(Q x Ry), 1 € p < oo. Devido ao tecrema da unicidade de Bardos, temos que tal limite
é o dnico o que implica que vy converge fortemente para u. Da férmula do erro, segue a de
convergéneia (3.12).

Para mostrar a afirmacdo {3.13), basta tomarmos na desigualdade {3.49)

Z U(un*l | Z Z ‘EIK unK~+~li2

ecdrh e::5~f1 eCdK
. L odf ol
< S UK+ VU () e | z;"i | Do s
[ OU == o
ecdTh
. RN
samax(i v ol v fo=) | L | V) oo

Hpee
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el K
Notando que © termo = Z Z leii &,

eeaf e€HK PK
reescrever a desigualdade acima como:

u}{ u?{—l-iiQ

STUWEHIE S D U

eef}rf ecfrh
, d
B VU) llzs || == 1w oz
i T L L
: bodr o ,
+2max(] ug zse,ff w flze) | = | | VU (u1) o s 1).0)
l =

Agora aplicando recursivamente esta desigualdade, encontramos que

STUMRIKI < Y Ulug)lK]

EEBTh 8&“67”1
n—1 i d |
i v | t f ! §
VU (ur} e Ii So | e o gena,
i=1 et s /
-1 i
Jrde b o »
—.~§ 2max(l up lgee, || w \‘L“fv}" ot B TUu1) g, e,-1.0h)
i=1 R o

valida para U{u) = ?

Agora aplicar na desigualdade acima, as seguintes relagdes

1f+all, <A, +llgll,
Walh < ifll, gl

valida para qualquer par de fungbes, no qual p e ¢ s&o expoentes conjugados
1 1

1

' - : _ N 1
Na demonstracdo de (3.13) os coeficlentes conjugados sio tomados como ~ e 1 — =,

Y
Tomando o limite quando quando a K val a zero, obtemos imediatamente (3.13).

3.2 Fluxos Numéricos

é sempre malor ou igual a zero, podemos

(3.91)

(3.92)

Agora vamos estudar um pouco os Huxos numéricos que serdo importantes para o problema dos
volumes finitos. Para tanto, vamos fixar a notacdo como anteriormente, no gual € é uma face
de um poliedro K € 7" qualquer na triangularizacio. O fluxo ge % pode ser definido de vérias
formas, uma forma simples é defini-lo a partir dos fluxos unidimensionais, tais como os fuxos

de Godunov, Lax-Friedrichs, Enquish-Osher (Capitulo 4 e [33], [38], [40]).
A maneira de se encontrar tais fluxos pode ser feita de duas formas diferentes:

1. {“Sem Splitting”} A definicAo mais natural consiste em definir g, x como o fluxo uni-
dimensional, satisfazendo a Definicdo 23, consistente com a seguinte equacio diferencial

unidimensional

Ow + Gy (flw) ver) =0 t>0,yek

no qual ve x € a normal da face e do poliedro K.

(3.93)
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2. {*Direction Splitting” } Um segundo tratamento ¢ baseado na técnica de “direction split-
ting”. Neste caso g g ¢ obiido através da composigao de fluxos g, 5, no qual cada funcao
¢ & € um fluxo mondtono consistente com

Opw + Oy (fi{w)sgnlver)) =0, t>0,yeR (3.94)
no gual
1 seag>{
sgnfa) = - (3.95
gria) {-1 seqa<( ' )

Dessa forma podemos expressar, ge g COmMO

Gerk = »_ Wgighk (3.96)

o=l d

3.2.1 Volumes Finitos: Direction Splitting

Apesar de que simularemos apenas os métodos sem “splitting”, serd interessante estudarmos a
construcdo dos métodos com “Direction Splitting”.

Para isto, tomemos i = 1,--- ,d e fluxos numéricos g; : B* - R tais que cada g; seja consistente
com f;, (3.3), 1. e,

gilu,u) = fi{u), ue kR (3.97
Definamos as fungoes Lé, K € Ré} x + B? — R tais que, para todo u, v € R

i

'iK"“‘{U se Z/’E’K>O

€, - i
voose v <0

;K(U.‘ u) = Li,K(?}v ’U,)

A férmuia
Gerc(us v) = sgn(Vl 1 )gi(LL g (w,v), BE ge(v,0)), w,v€R

define um fluxo mondtono consistente conforme (3.92), E simples de observar as propriedades
(3.3)-(3.6) para o fluxo g x abaixo. Isto é verdade pois g é um fluxo monétono, o que ja
garante, por definicdo (3.5) e (3.6), para g. x definido por (3.95)

Gek = D Whilgi(LL g (u,v), RL g (v, ) (3.98)

=l d

A férmula acima produz um fluxo mondtono consistente com f - v, x. para observar esta con-
sisténcia, basta observar que por hipdtese estamos supondo gue cada fluxo g; é consistente com
fi conforme acima.

Como ilustracdo podemos tomar os Huxos de Godunov e Lax-Friedrichs.
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Godunov com Splitting

O fluxo de Godunov, seré construido escolhendo i = 1,--+ | d, ¢; : B? -~ R, no qual g é definida
por
gz(%”ﬁ} = fﬁ(u’<8mu @ﬁfﬁ'}): u,v € R (399}

no qual a funcio w = wi- u, v, f;} é solucdo do problema de Riemman {ver [28] para a construgac
do método de Godunov)

Sw -+ Gy (fi{w)) =0, t>0,yeR
3.100
w(&y}m{u se y <0 ( J

vose y >

O Método de Godunov com “Splitting”é, entZo. construido usando as mesmas técnicas de {3.93)
e {3.95).

Método de Lax com Splitiing

Um dos fluxes numéricos que fem sua aparicdo primeiramente na modelacis caleulacional de
uma lei de conservacao, € o fluxo de Lax-Friedrichs.

A vantagem desse fluxo que ele é convergente, e estédvel desde que verifique-se a condicdo CFL
(1.52).

Neste caso g; serd escolhida da forma que

1 i
gi(u,v) = = (filu) + fi{v)) — (v~-u), wveER (3.101)
2 2he K
no qual, para i = 1.--- ,d, ,\i}K é independente de u e v e é wm ndmero positivo. E se Ai_K
satisfaz '
Aok = Ao K, (3.102}
e
hdf |
A = < K
e’Klidu\%Lw <1 {3.103)

¢ imediato que gex satisfaz (3.3)-(3.6), desde que g.x € construido seguindo {3.95). Para
mostrar que o fluxo satisfaz as condigfes da Definicdo 23. basta observarmos que o fato da funcio
ser Lipschitiziana é imediato, pois é soma de fungdes Lipschitizianas e cada g; € Lipschitiziana.
A consisténcia é imediata, pois basta tomarmos em (3.100), v = u e teremos que

Gex(u,u) = flu) vk
para ge x construida segundo (3.95).
A conservagdo € obtida frocando u por v do lado esquerdo, notando que o segundo termo do
lado direito de (3.100) inverte o sinal. temos a conservacio para ge x construida conforme (3.95)
(lembre-se que ve x = ~Vk.). Agora derivando a fungio g. j construida conforme (3.95), por
cada uma das funcdes g; conforme {3.100), para quase todo ponto e usardo a condigao (3.102),
temos imediatamente que g. x satisfaz a condigdo {3.6).
Observe que g k pode ser expressa através de (3.100) como (3.26) do Lema 3, no qual as fungées
& e ¢ 540 da forma

G =1 = ident

/\e,K
no qual ident € a fungéo identidade.
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3.2.2 Volumes Finitos: Sem Splitting
Fluxo de Godunov Sem Splitting

O fluxo de Godunov sem Splitting é ge x é definido por
gilu.v) = ve g - fw{07 u.0, fver)), wveR (3.104)
no qual w = w07, u, v, f - v ) é solucdo do correspondente problema de Riemman

Gw+ Oy (wer - flw)] =0, t>0,yeRrR

w(0.y) = u o se y <0 (3.105)
¥ vose y>0

Lax-Friedrichs Sem Splitting

O fluxo numérico de Lax-Friedrichs sem Splitting € definide por

Ge i (U, v) = "i“ e rc - flu) + ve i - flu)) — Pon (v — u), u, 7 € R (3.106)
Aqui o coeficiente A, g ¢ independente de u e v, satisfaz
Ae K = Ae,K, (3.107)
e
Ae.K% %;JLW <1 {3.108)

E possivel mostrar, conforme acima que o fluxo assim proposto satisfaz as condiges (3.3)-(3.6).
E importante salientar que os métodos com Splitting e os sem splitting nio tem a sua formulacgio
coincidente sempre.



Capitulo 4

Simulacoes

2

“Querer tornar-se bom j4 é ser bom. (Beauchéne)

4.1 Introducaoc

As simulagbes numéricas vém ganhande um enorme impulso nestas dltimas décadas devido aos
grandes avangos no desenvolvimento de computadores. Ho)e em dia, uma grande quantidade dos
laboratérios de tecnologia devem parte de suas conquistas 20s métodos e simulagdes numéricos.
As aplicacdes das técnicas computacionais sio infind4veis, vio desde a codificagio de genes, até
o estudo do nascimentc e desaparecimento de estrelas.

Na 4rea de leis de conservacado, as simulaches numéricas tiveram seu inicio nos trabalhos de
Courant [11] {depois traduzido para o inglés em [12)) em 1928. Em seus estudos, Courant
utilizou-se de diferencas finitas. Ele percebeu entretanto que o método niao era estdvel sempre,
este devia satisfazer uma condi¢do (mais tarde chamada de CFL (1.52) do Capitulo 1) que
relacionava ¢ tamanho da malha, com o tamanho do espacamento temporal e a derivada do
fluxo.

Talvez um primeiro método proposto para a resolugio de (1.18) e que ainda serve como protétipo
para as methorias nos métodos de simulacio numérica foi o de Lax-Friedrichs em 1954 [38):

et 1 - n k n T

Este método tem a propriedade de ser convergente para a solugdo entrdpica, ou seja, a solucio
fisica do problema, desde que seja satisfeita a condi¢do CFL (1.52).

O grande problema deste método é que ele “espalha” muito a solugdo em torno das as regides
de choque (v. [33] e [40}, no qual, a Gltima referéncia mostra que o esquema de Lax Friedrichs
aproxima melhor uma equacio do parabdlica).

Um outro métedo usado, menos difusive é o método do Upwind:

-l __ r_n__f—l}_t TRy Tyl
Ui =08 = S AUE) = FUL DL (4.2)

Este método espalha menos a regido de choque, mas tem ¢ inconveniente de que ele nfo trata bem
fluxos que ndo sejam crescentes e mesmo para Huxos crescentes, quande héd ondas de rarefacdo
(v. [14], 140}, [50], [52]) a solugdo ndo se comporta muito bem.

59
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Como forma de evitar estes problemas que enfrenta o Upwind, Engquist e Osher [20] desenvol-
veram um método que seja aplicade a fluxos gerals. Eles observaram que se | () > 0, poderia
ser usado diferencas finitas atrasadas:

() ~ A7) = FURD)

Q

e se f {u) < 0 poderia ser usado diferencas finitas adiantadas

& 1o o
e (u) ~ Z,";Eif({fﬁez} - FLUTH

Entic o caso geral, agrupando as duas possibilidades. pode ser obtido primeiramente definindo
duas fungbes {que na realidade sdo apenas a parte positiva e negativa de uma funcio):

£ = £0)+ [“maxs (9.0)ds . )= [ min(s (). 0)s.

Fntdo noés temos gque f{u) = f7{u) + f~{u). E o fluxo numérico pode ser escrito como
glv,w) = £ () + ()

e o esquema, chamado de Esquema de Engqguist-Osher, é escrito como

. ~ A ‘
U = U = 2oL = FO) + (U~ 1)) (43)

Um dos mais famosos métodos de ordem 1 {quando dizemos que um métode tem ordem 1,
queremos dizer que a discretizacao tem erro de grau 2), é o método de Godunov [28]. A idéia
basica deste método € compor a solucdo global pela solucio exata de problemas de Riemann
localmente [28]. Esta idéia é largamente utilizada como protétipo para a construcio de métodos
de ordem maiores. Este é menos difusivo que os métodos anteriores, entretanto a condicdo CFL
¢ mals restritiva neste caso.

A condicdo de CFL, no caso unidimensional, é dada por:

At » 1
X‘,‘gsupue[umin,umaz”-f (U)g S 'i' (4‘4)

no qual [ € a regido da lmagem da funco.
O esquema pode ser escrito da seguinte forma:

At

Upt = U = —[FUT Ulky) = FUL, UD), (4.5)

no qual £ é o Fluxo de Godunov:

min Jlu) se w,<u
Pl ug) = { Timuesugun (1) e te S v )
maXa,<u<u S (U) 86 Ue > ug.
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Métodos de Ordem Maiores gue 1

Os métodos de ordem 1 tem o inconveniente de que eles convergem muito lentamente para a
solucio do problema. Uma forma de evitar estas dificuldades é a obtengdo de métodos que
tenham 2 ordem de convergdncia maior do que 1. '

Um dos primeiros métodos que usa ordem de convergéncia malor foi proposto por Ritchtmyer
51]. Este esquema numérico envolve dois passos (predictor-corretor)

{{:n*j;f; - %(U-R N C";i l} {f L-Tn ) - f(z»';v))

=1 - n+1/2 7 1 ‘2
L? MDJ'M (f(ille} (]11,/»-

Um grande inconveniente introduzido por este método sdo oscilacOes em torno dos choques, ou
seja, 0 método nao ¢ estavel.

Um outro método do mesmo tipo, fol proposto por MacCormack [43] em 1969, e usa primeiro
uma diferenca finita adiantada e depois uma diferenga finita atrasada:

{zﬁ = U = $(FU2) = FU)
{f;’l* 2({]” + Z;}} - f)h{f\ j) - f{y;—-l}}*

Este também introduz oscilacbes nas regides de chogque, © que torna ¢ esquema pouco Uil
Entretanto, existem formas de tornar o esquema tratdvel numericamente, Podemos fazer uma
mudanca no método para que ele tenha propriedades desejdveis, por exemplo, nao oscile e
continue com a ordem de convergéncia 2. Uma primeira forma de fazer isso € impor condi¢des
para que o método seja TVD (Total Variation Diminishing).

Existem vérias formas de tornar os métodos de ordem 2 acima TVD. Uma forma famosa proposta
por Sweby [57], utiliza-se de limitadores. Os limitadores tém o papel de modificar os fluxos de
ordem mals alta na regido de choque. Observe que podemos escrever o fluxo de ordem mais alta
F,(U:7) como a soma de um fuxo de ordem mais baixa F,(U; 7) mais uma correcio

(4.8)

Fo(Usg) = (U 3) + [Fo(Us ) = Bo(U: 1)L (4.9)
No método dos limitadores de fluxo, fazemos uma pequena modificagdo na corre¢io
Fo(Us ) = Fp(Us ) + @(U; HIF (U J) = BU: 7)) {4.10)

no qual &(U;7) é o limitador. Observe que se 0s dados U s&o suaves perto de U; entdo ®(U; 7)
devera ser perto de I, enquanto se estivermos perfo de descontinuidades nés queremos que
&(U: 7} esteja perto de 0. (Exemplos de limitadores podem ser encontrado em Sweby [57]).
Uma outra forma de estabilizar os métodos foi proposta por Engquist [21]. Esta forma nio
implica que o método seja TVD, mas diminui bastanie a oscilagdo que aparece em torno dos
choques. Nesta formulagéio, utilizam-se os resultados em cada nivel filtrando-os. Para entender
o método, suponha que U Jm“i {dada como acima) seja uma aproximacio da solugdo fraca. Com
dados iniciais U} = Gg(x) dados por

L*n 1 (Lrn)

U? = tg(z),

Estas solugdes sfo acopladas com filtros ou projecies da seguinte forma:
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Ut = POt um). (4.12)
Algumas condigbes naturals para F sdo exigidas para que o esquema seja valido:

1. Consisténcia. Se a solucho é suave, o filtro ndo deverd mudar muito a aproximacadc. Em
particular, o método (4.11)-(4.12) deverd ser consistente,

| U** — o = 0(AEY) para o™ suave.

A norma acima pode ser, por exemplo. a norma {1, & a suavidade pode significar que a
funcéo néo varia muitc. B possivel aqui exigir que a ordem de convergéncia do esquema
nao seja mudada pelo filtro;

2. Forma Conservalivae. A fim de termos a conververgéncia para a solugio fraca do problema,
¢ necessario que o esquema (4.11}-(4.12) seja conservativo no seguinte sentido

ZQD{wj}(LV?M‘L _ 1;1—1) <O (4.13)

3

para toda funcio teste ¢.

3. TVD O filtro devers forgar algum critéric para garantir gue ndo haja oscilagdes espirias
perto das descontinuidades. O critério usual para a lei de conservacio escalar € que o
método seja TVD;

4. Mudanca minime. Emn cada passe o filtro deverd forcar 3, sem violar 1 ou 2, com poucas
operacdes numéricas. Isto quer dizer que

1Frnel +1
\U7T T 50

para poucos valores de j quanto seja possivel e que o filtro seja neutro se v"7* j4 satisfaz
o critério 3.

A idéia da colocacio de filtro é bastante diresa. Entretanto, nfo é provado que exista uma
classe de filtros que trabalhe bem para todos os métodos e que convirja para a solugao real do
problema. A grande vantagem dos filtros € que a sua implementacéo € bastante simples e o custo
computacional é baixo, entretanto, pelo fato de ndo se ter demonstrada a convergéncia para estes
tipos de métodos, ndo é possivel saber se a solugio encontrada é a correta. Em Engquist [21] é
dada uma série de algoritimos para filtros usados em equagdes escalares (para exemplos dessas
simulacdes, veja [38]).

Métodos semi-discretos também sfo freqlentemente usados. Nestes métodos escrevernos a
equagao diferencial (1.18) como

e = Liu) (4.14)

no qual L{u) = —f{u)z, 0 que reduz a let de conservagdo a um sistema de EDOs.
Em Gottlieb [27], é usado o método de Runge-Kutta para resolver estas EDOs. Os esquemas
sio TVDs, a implementacio é simples. Aqui, utilizamos a seguinte aproximacdo para o Huxo

1

—{
Aa:(

.~ F,

Jr

)

i
b

b
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.1 ¢ definido por

1
2

no qual o fluxo numeérico £,

Fyy = b, 0t ) (415
com
. 1 . o N
u;m_% = U; + §mz’nmod(0j_;_1 - U U = U {(4.18)
+ . T . . . . )
u = Ujer — §mmm0ﬂ’5(@ji—2 ~ U Uy = U5 (4.17}
SR
no qual

sgnia} + sgn(b)

minmod{a, b) = 5

min(Jal, [3) (4.18)

O fluxo mondtono h € como o fluxo de Godunov (4.6).

Esta aproximacio proposta para ¢ operador é do tipo MUSCL (métodos do tipo MUSCL -
“Monotic Upstream-centered Scheme for Conservation Laws”, foram primeiro propostos pelos
trabalhos de Van Leer [65]-169], para melhor definicho destes tipos de métodos veja [65)-[69] e
Tadmor [49]).

Um exemplo de método Runge-Kutta TVD de segunda ordem (Gottlieb [27]), pode ser facilmente
obtido (deve-se observar a condiggo CFL). A implementacio computacional é bastante simples
e o método é baseado em dois passos

wt = U™+ ALL{U™) (4.19)

Untl = ™+ AtL(u}) (4.20)

SRS

Em 1990, Tadmor e Nessyahu [49] propuseram um método de segunda ordem, usando diferencas
centradas aproximando sistemas hiperbdlicos nao lineares. Estes métodos tém uma propriedade
bastante interessante, sio ndo oscilatdrios. O método pode ser visio como uma extensio natu-
ral do esquema de primeira ordem de Lax-Friedrichs. Pelo fato do métedo de Lax-Friedrichs
introduzir uma grande difusidade (solugio espalha-se em torno da regido de choque), foi utili-
zada interpolantes tipo MUSCL. A construcic do método € extensa, e portanto serd evitada,
entretanto a idéia é direta [v.49].

Tadmor, juntamente com ouiros autores, construiu métodos de terceira ordem que sdo nao
oscilatérios (Tadmor [42]). Apesar desses métodos terem uma convergéncia de terceira ordem
e serem ndo oscilatérios, eles possuem uma desvantagem de serem mnitc extensos para serem
programados. Eles introduzem um grande niimero de fungdes auxiliares e o custo computacional
é alto em relagdo aos métodos de ordem 2 (por exemplo, os do tipo Runge-Kutta).

Apesar da grande variedade dos métodos descritos acima, eles sao aplicaveis somente a dominios
cartesianos, ou seja, domintos que, por uma transformacio de coordenadas qualquer, possam ser
levados num “retAngulo” (em uma dimensdo, um intervalo; em duas dimensoes, um retdngulo;
em 3 dimendes um paralelepipedo:; etc.) do “espaco”{ unidimensional, bidimensional, tridimen-
sional, etc...).
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Pensando nestas dificuldades e em geometrias menos “regulares”, desenvolveram-se métodos que
pudessem ser aplicados a geometrias gerais .

Dois métodos basicamente destacam-se neste sentido. que sfo os métodos de elementos finitos e
de volumes finitos.

O método de elementos fnitos (v. [9], [32] para o caso de uma lel de conservagio) tém sido, desde
antes dos meados do século passado, “emprestado”dos engenheiros civis pelos matemdticos para
a resolucbes de equacdes diferenciais parcials. Este é um dos métodos mais largamente utilizados
pelos clentistas; € uma das téenicas mais usadas na simulagdc numérica.

O método dos volumes finitos tem suas idéias inicials desde os anos 50. Mas fol apenas nos
ultimos 10 anos gque melhorias foram implementadas. Este é frequentemente usado para a
simulacao nuimérica em mecénica dos fluidos.

A grande vantagem desse em relacdo aos de elementos finitos é que ele é melhor adaptével a
qualquer discretizacdo temporal [64]. Entretanto, é condicionalmente estdvel. (Outros métodos
que sdo aplicdvels a geometrias quaisquer sdo métodos tipo ENO. Nestes, sdo utilizadas recons-
truces polinomiais para a obtencdo dos mesmos. Em [38] é feito um estudo desses métodos.
Evitaremos neste trabalho a apresentacio do métedo para ndo nos alongarmos muito; para
methores referéncias consulte [33]).

Neste trabalho, demonstramos a convergéncia do método dos volumes finitos no Capitulo 3 para
um problema de valor inicial e de fronteira (6)-(8), entretanto, neste formato o método tem
convergéncia apenas de ordem 1, o gue torna o método ineficiente. A motivacio para o estudo
do método dos volumes finitos é de sua aplicacdo em pesquisas posteriores no desenvolvimento
de esquemas para a resolucao de equacbes um pouco diferentes de uma lei de conservacgioc (v.
secio 4.5, abaixo). Como consolo, vérias melhorias podem ser implementados no mesmo. Uma
demonstracio de convergéncia de ordem mais alta pode ser encontrada nos trabalhos de Kroner
[36], no entanto, tal convergéncia é conseguida para um problema de Cauchy {apenas de valor
inicial).

Nesta mesma direcdo, um problema gue, pelo que tenho pesquisado, parece-me sem solugio
é a convergéncia do método do volume finito de ordens mals altas do que 1 para o problema
de valor inicial e de fronteira. Possivelmente este ainda é um problema em aberto e a grande
dificuldade de se chegar em tal demonstracio reside no fato de obter estimativas razodveis como
as encontradas no Capitulo 3.

Um método de ordem mais alta demands os cdlculos em multipassos o que torna as estimativas
complicadas. Tais estimativas podem surgir como um tépico de pesquisa em trabalhos posterio-
res. Neste Capitulo, simularemos o método dos volumes finitos uni e bidimensionais, comparando
este com os de diferencgas finitas mais usados. Para um conjunto maior de simulagoes indicamos
138.
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4.2 Volumes Finitos Unidimensionais

Apesar de estarmos tratando aqui apenas os métodos de ordem 1, serd interessante as simulagtes
tanto as unidimensionals, quanto as bidimensionais {evitaremos a simula¢do para dimensoes
mals altas, pela complexidade da implementacio computacional e a dificuldade de visualizagéo
da solucio).

Em uma dimensao espacial a regifo do espago para o tratamento do método serd uma reta, pois,
é necessario que a regido na gual o problerma estd colocada seja conexa.

A malha de elementos finitos colocada sobre a regido espacial é obtida através de uma particao
do intervalo de dominio para o problema (vamos tomar os espagamentos iguais para facilitar a
notacho e, como fizemos anteriormente, vamos denotar o espagamento espacial por K = 1, — 14
).

Sobre cada regido, vamos denotar inicialmente os dados iniciais up, como sendo a integral dos
dados iniciais sobre cada um dos intervalos da malha construida.

1 Tid1

0

3y = — ug{xidz 4.21
=g | (4.21)
Nzo definimos a solugdo pontualmente basicamente por dois motivos:

1. Porque, em geral, a solucdo ndo é definida em todos os pontos da malka, pode conter
descontinuidades. Um exemplo cldssico de tal condicdo é o problema de Riemman na qual
a condicdo inicial toma os seguintes valores:

1 se x<0
— 29
up{z) = 0 se 23>0 (4.22)

Condigée inicial Descontinua
T T 3

06k L o - - E
0.4k . . . : : -

02k . EUT . .

-1 -08 -06 04 =02 G 0.z 0.4 0.8 a8 1

Figura 4.3:  Condicdo Inicial Descontinua

ou, similarmente,
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0 se xz<0

up{z) =

1 se x>0

Candicao inicial Descontinuz

o8-

@
kil
T

g4k

02,

-1

Figura 4.4

-2 ol G2 4.8 0.8

(]
A

Condicao Inicial Descontinua
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2. Queremos que o método seja conservativo, ou seja, que a “massa” (que estamos tomando
como sendo a grandeza considerada no problema) seja conservada em cada nivel de tempo.

O método de volumes finitos (3.7), neste caso toma a seguinte forma

+1 _ T . .7
w T = Ul gluluig) + glul vl (4.24)
No gual os vizinhos a direita e a esquerda de um elemento z;, sdo, respectivamente, z;—, (com
“lado”, no sentido de Hausdorff conforme o capitulo 3, e = i — 1 e H%e) = 1} e 2,21 {com
“lado”e =1+ 1 e H%e) =1},

Para as simulacbes consideremoes, por exemplo, os deis fluxos:

iI. Fluxo de Burgers

Gréfice de 1) = 0.5(02)
2r . : ; ‘

08k

Gab

2 -1.5 -1 -0.5 ¢
Dominie [-2,2]

Figura 4.5:  Fluxo de Burgers

Este fluxo € famoso e uma lei de conservagdo com f{u) da forma (4.25} € chamado de fluxo
de Burgers. Um exemplo descrito por esta equacgdo é o chamado “modelo hidroldgico”,
v. [48].

2. Fluxo de Buckley-Leverret

Um outro fluxo que podemos considerar é o seguinte

Flu) = w (4.26)

u? + ol —u)?’
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Equacio de Buckley~-Laverret a =0.5
T T T 5

0.6
0.5r
0.4
0sh...
0.2F - -

cir

0 a1 0.2 0.8 0.4 05 0.8 0.7 0.8 0.8 3
Dominio (0.1}

Figura 4.6:  Fluxo de Buckley-Leverret

no gual ¢ é uma constante.
Que ¢ a chamado fluxo de Buckley-Leverret e usada no modelamento de problema de
petréleo {v. [37], [40]}.

SimulacgOes

Primeiramente vamos simular o0 método dos volumes finitos para o fluxo de Burgers, tomando
os dados inicials nestes casos como os dados de Riemman (4.22).:
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Solugdo de Burgers para Método de Lax-Friedrichs-Voiume Finito
2 T T T T 7 3 q T
15 "
w1 IE 1 } I
B
!
0.5 l 1 | -
1 j i
. |
0 ! ! i i xk 1\ I l
-2.5 -2 ~1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
X
Massa medida na Reglao [-2.5,2.5],
3.6 1 ; 1 T 1 ( ;
34r -
32r 4
©
- 3 | -
2.8 -
26 -
I ! t i ] H i I E
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
1
Figura 4.7:  Métodos dos Volumes Finitos Ordem - Lax-Friedrichs. Para os tempos 0.5, 1

e 2. n=1000 pontos, Az = 0.005 e » = 0.001. Observemos que a solucko para este método
é, visivelmente, parecida com a solucdo do método de Lax-Friedrichs para diferencas finitas;

espalha mais a solucao em torno dos choques que os métodos de Upwind e Godunov; a condigio
CFL também é verificada.
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Solug8o de Burgers para Método de Lax-Friedrichs~-Volume Finito
2 T T 7 7 T 7 T 7

sl
n
H

0.5

] 1 § } H

—%.5 -2 ~1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
X

x 107 Massa medida na Regiao [-2.5,2.5].
5 £ i T I H 1 T T

2.5

vol
i
[51]
I

-10

- £ ! I : 1 | by 1 !

0 0.2 0.4 0.8 0.8 1 1.2 1.4 1.8 1.8
t

Figura 4.8: Métodos dos Volumes Finitos Ordem 1- Lax-Friedrichs; violacio da condicao CFL
(1.52), o método torna-se instdvel. Para os tempos 0.5, 1 e 2. n=1000 pontos, Az = 0.005 e
+ == (.006, Neste casc hd uma oscilagio para a solugdo pois a condigdo CFL ndo é verificada. O
lado esquerdo de (1.52), para este caso, é igual a 2. Observemos que a massa também explode,
o que mostra que caso a condicdo CFL nao seja satisfeita ¢ esquema ndo é conservativo.
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Solugao de Burgers parz Método de Lax-Frednshs

G5

Massz medida ra Regiao -2.52.5]

3B T

34r B

3.2F =

vl

28F h

Figura 4.9:  Métodos de Diferencas Finitas Ordem 1 - Lax-Friedrichs. Para os tempos 0.5,
1 e 2. n=1000 pontos, Az = 0.005 e 7 = 0.0601. Observemos neste caso que a condicdo CFL
¢ satisfeita. O membro do lado esquerdo de {1.52) é 0.2. Observemos ainda que o choque ¢
espalhado de forma visivel em torno das solucdes para os tempos 0.5, 1 e 2

Solucho para o Fhuxo de Butiey-Leverret - Upwind
v T T T T

2.5 ~2 -1,

w
'
4
=
n
@
o
n
o
>
I
o

Massa medida na Regiac 25,2 5]

bt
@ @

val
r @oowm o
w .
@ fpr————— ]
S

0.2 0.4 08 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figura 4.10:  Métodos de Diferencas Finitas Ordem 1- Upwind. Para os tempos 0.5, 1 e 2.
n=1000 pontos, Az = 0.005 e 7 = 0.001. Visivelmente, este método é espalha menos a solugao
em torno da regido de choque que o método de Lax-Friedrichs. A condicdc CFL também é
verificada com o termo do lado esquerdo de (1.52) valendo 0.2.
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Seiugdo para ¢ Fluxe de Busley-Leverret ~ Gadunoy

™

05m o

-25 -2 -5 -1 T o 05 1 05

Massa medida ns Regao [-2.5.2.5]
3.8 T * T

34k

a2+

vl

Figura 4.11:  Métodos de Diferencas Finitas Ordem 1- Godunov. Para os tempos 0.5, 1 e 2.
n=1000 pontos, Ax = 0.005 e v = 0.001. Visivelmente nfo hi diferenca entre este método e
o Upwind. Observemos neste caso que a condigao CFL também € satisfeita: neste caso temos,
como nos anteriores, gue ¢ lado esquerde de (1.52) também é (.; entretanto, a condicio de CFL
para o método de Godunov impde que o lado esquerdo de (1.52) seja menor que 0.5, v. (4.4).

Bolucdo de Burgers parz Esquema de MacCormack

a . . .
-25 -2 -1.5 =1 -0.8 3.5 1 1.3

[T S———

Massa medida na Regiao {~2.5.2.5].

L
"

vol

n
u

[
L e I S

0z .4 06 0.8 1 12 1.4 18

18

[ N

Figura 4.12:  Métodos de Diferencas Finitas Ordem 2- MacCormack sem Filtro. Oscilactes
em torno dos choques. Para os tempos 0.5, 1 ¢ 2. n=1000 pontos. Az = 0.005 ¢ 7 = 0.001.
(Observemos neste caso oscilacdes em torno do choque, apesar do método oscilar, como é satisfeita

a condicdo CFL, o esquema é conservativo.
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Solugie parao Fluxe de Burgers - Rilchmeyer:

usf E

'
Ind
m

-2 -1.5 ~1 0.5 o 423 1

o
e
a2
in

Massa medida na Regiae {~2.8,2.5}

Figura 4.13:  Métodos de Diferencas Finitas Ordem 2- Ritchmeyer Sem Filtro. Oscilagdes
em torno dos choques. Para os tempos 0.5, 1 e 2. n=1000 pontos, Az = 0.005 e 7 = 0.001.
Observemos neste caso oscilagbes em torno do chogue, apesar do método oscilar, como & satisfeita
a condicdo CFL, o esquema é conservativo.

Bolucho para o Fluxe de Buclay-Leverest - TVD

5 . . : ; : : i . .
-2.5 -7 =15 -1 =0.3 [+ o5 1 15 2 25
X

Massa medida na Fegias (+2.5,2.5]
38 - y T - T T

ro
w
S I T B

O 0.2 0.5 o8 0.8 1 1.2 1.4 18 1.5

i)

Figura 4.14:  Métodos de Diferencas Finitas Ordem 2- TVD-Runge Kutta. Para os tempos
0.5, 1 e 2. n=1000 pontos, Az = 0.005 e 7 = (.001. O método possul uma convergéncia boa,
espalha pouco a solugdo em torno da regido de choque.
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m Filtro

Solugac de Burgess pars Esquema de MacCormack-co

T
i5F -
w4 E
[eX: 34 E
ol | .
~2.5 -2 -1.5 -1 (3.5 J 0.8 .5 2 25
X
Massa medida na Regiag [-2.5.2.51
4 - . - - —
3.5
5
-
3k E
2.8 : :
j+] 18 1.8 2

Figura 4.15:

0.2 0.4 08 jax:] H 12

Métodos de Diferencas Finitas Ordem 2- MacCormack com Filtro. Para os

tempos 0.5, 1 e 2. n=1000 pontos, Az = 0.005 e 7 = 0.001. Apesar de que a solugdo parece ter
um comportamento bom, neste caso ela € apenas melhorada pois o filtro retirou as oscilagdes
nas regides de choque. Observemos entretanto pequenas elevagdes nas solugdes para os tempos
t = 1et=2, O filtro vale-se basicamente da propriedade de conservagido do método.

Bolugac de Burgers para Metodo Ritcnmeyer com Filtro

e

SOV TN

-2 -15 -1 -0.5 & 05
x

Massa medida na Regiao [-2.5.2.5

3.5

vk

T T T T t

25
0

Figura 4.16:

8.z 0.4 0.6 0.8 1 12

o B T

1.8

Métodos de Diferencas Finitas Ordem 2- Ritchmeyer Com Filtro. Para os tempos

0.5, 1 e 2. n=1000 pontos, Az = 0.005 e 7 == 0.001. Apesar de que a solugdo parece ter um
comportamento bom, neste caso ela é apenas melhorada pois o filtro retirou as oscilagdes nas
regites de choque. Observemos entretanto peqguenas elevagdes nas solugdes para os tempos £ = 1
e t = 2. O filtro vale-se basicamente da propriedade de conservacio do método.
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Para o Auxo de Buckley-Leverret podemos usar o método dos volumes finitos e utilizar-nos dos
mesmos dados inicials € encontramos:

Solucdo para o fluxo de Buckley-Leverret — Método de Lax-Friedrichs —-Volumes Finjtos
2 [l | H T l 3

151 -

|
z
|
|
o % [ ;
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.8 2 2.5
¥ .

Massa medida na Regiao [-2.5,2.5].
3.5 ; T ; T 7 7 Y

3.4r o

3.21 .

vol

2.8- -

286 -

i { ! ! [ ! H 1

0 0.3 02 0.3 04 0.5 0.6 G.7 0.8 0.9 1

Figura 4.17:  Métodos dos Volumes Finitos Ordem 1- Lax-Friedrichs.Para os tempos 0.25, 0.5
e 1. p=1000 pontos, Az = 0.005 e 7 = 0.001. Observemos que a solugdo espalha-se tanto para
tras quanto para frente em torno da condicdo inicial. Isto acontece pois o método de Lax é mais
“difasivo” que os outros métodos. A vantagem do método de Lax é que ele pode ser aplicavel
tanto para as ondas de chogue, quanto para as ondas de rarefagdo, o que néo acontece para o
método Upwind, por exemplo
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Solucic para o fluxo de Buckley-Leverret - Métods de Lax-Friedrichs —Volumes Finitos
Z i T T 7 T . T T ¥

w1 jjf

o
e}
T

!

|
O H i | 1 1 E | H H
-2.5 - -1.5 -1 -{3.5 0 0.5 1 1.5 2 25
X

Massa medida na Regiaoc [~2.5,2.5].
36 i i T T {

3.4

3.2

vol

26

a E : ; ! L 1 I
G 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
H

Figura 4.18:  Métodos dos Volumes Finitos Ordem 1- Lax-Friedrichs; violagao da condigio CFL
(1.52), o método torna-se instdvel. Para os tempos 0.25, 0.5 e 1. n=1000 pontos, Az = 0.005
e 7 = 0.01. Observemnos que houve oscilagio forte. mas a massa aumentou apenas UM pouco.
Caso fagamos 0 esquema evoluir mais no tempo, & massa também explodird como no caso do
fluxo de Burgers.
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Solugdo para o fiuxo de Buckley—| everrat - hMeétoda g8 Lax-Friedrichs
T T Y T T T

3.8

2.4

3z

vo!

28

2.8

Figura 4.1%:

-z ~1.8 - -G8 ¢ 353 19 2
x
Massa medida na Regiao (~2.3,2.3].
[th 0.2 02 Q.4 05 [ok-1 07 e} [eRe]

0.5 e 1. n=1000 pontos, Az = 0.005 e 7 = 0.001.

Selugde para ¢ Fiuxe de Buciey-Levarret - Upwind

Métodos de Diferencas Finitas Ordem 1 - Lax-Friedrichs. Para os

2.5

-2

-1.5

-1 ~0.8 ] [¢X-1 1 1.5
®

Massa medida na Regias -2.5.2.5].

Figura 4.20:

0.1

G2

1. n=1000 pontos, Az = 0.005 e 7

elxo X.

0.3 D4 [+X:1 [+5:] o7 e

G.9

tempos 0.25,

Métodos de Diferencas Finitas Ordem 1- Upwind. Para os tempos 0.25, 0.5 e

0.001. Observe neste caso que a solugio ndo se espalha
para trds. A diferenca deste método para o de Lax, é que o anterior espalha a solugio em todas
as direcdes (difunde a solucdo (v. [40}), e este método sé dd a solugdo evoluindo para frente no
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Figura 4.21:

Soiuco de Buckley-Leverre! para Esguema de MacCormack

-2 -1.5 -1 ~0.5 4 G5 1 1.5
X

Massa medida na Regiae [-2.3.2.5]

Métodos de Diferencas Finitas Ordem 2- MacCormack sem Filtro. Oscilages

em torno dos chogues. Para os tempos 0.25, 0.5 e 1. n=1000 pontos, Az = 0.005 e 7 = 0.001.

Houve altas oscilagbes entretanto, a massa ainda fol conservada.

vl

Figura 4.22:

n
T

Solugao pera o Fluo de Burgers - Richmeyer
v T g ; T

BT

S WS R

-2 -1.5 w3 -5 Q 0§ 1 13

Massa medida na Regiao (~2.5.2.51.

0.3

Métodos de Diferencas Finitas Ordem 2- Ritchmeyer Sem Filtro. Oscilagdes em

torno dos choques, Para os tempos 0.25, 0.5 e 1, n=1000 ponios, Az = 0.0053 ¢ 7 = 0.001
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Soiugho de Buckley-Leverre! pars Metodo Ritchmever com Fitro
v -

15 |

Masss medica na Fegiae [-2.5,2 81

Figura 4.23:  Métodos de Diferencas Finitas Ordem 2- Ritchmeyer Com Filtro. Para os tempos
0.25, 0.5 e 1. n=1000 pontos, Az =0.005 e 7 = 0.001

4.3 Meétodo dos Volumes Finitos Bidimensional

Neste caso, os dominios considerados poderdo ser diferentes de regides que possam ser levadas
a dominios Euclidianos.

C método dos Volumes Finitos em duas dimensdes pode ser construido como se segue.
Inicialmente, precisamos estabelecer algumas definicdes e notagbes gue serdo usadas posterior-

mente. Conforme fizemos no Capitulo 3, podemos definir uma triangularizagio do dominio da
seguinte forma:

Definicdo 29 { Triangularizacdo}

Chamaremos um poligono fechado de k wvérfices de k-poligono. Para focilitar a notagdo vamos
indezar cada elemento da triangularizagdo por ¢ ao invés de e, Isto € feito somente para efeito
de aprorimarmos nossa notacido do método de diferengas finitas.

O conjunto

K :={K; | K; € um poligono para i€ I C N}

(no qual I € N é um conjunto de indices) ¢ dito uma triangularizagio do dominio Q2 C R se
as seguintes trés propriedades sao satisfeitas

1. Q = Uie[Ki

2. Sao localmente finitas, ou sejo, pare qualguer regido escolhida sobre o dominio hd apenas
um nimero finito de poligonos cobrindo esta regido.

3. Pare dois diferentes T; e T; nds temos que T; NT; = 0 (sao disjuntos) ou T3 1T, = a, (a
medida de HO(I}- MT;) = 1), um vértice comum de T; e Ty ou 13N T} = a (o medida de
HYT; NT;) =comprimento de a) € wm lado comum de T; e T;
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Notagdes 1 Tome (K;); denotando uma triangularizacdo de Q@ C B®. Em particular, devemos
usar o seguinte definicdo

1. K; . o j-ésimo elemento da triangularizacdo;
2. 1Kyl drea de Kj;
K, l=1,--- kr elementos vizinhos de K;;

(2

ul: aproximagio da solugdo ezate de w sobre K no tempo nddt; o fungdo u?! € assumida
ser constanie sobre K;;

DA

5. uly: aprozimacdo de solugao erata de u sobre Ky no tempo nAt;
Jr— .
5. u_? = Uj 5

7. e I-ésimo lado de Kj;

8. leji: € a drea do l-ésimo lado de K;;

9. zj: ponto médio do lésimo lado do elemento 4;
10.  wy: normal externa a ey de comprimento |vy;

11. @ mormal unitdric T 5 = vy/ivyli nds denotamos por T ey as coordencdas de T
respectivamente por T i € T 11

12. diam{Kj;): o comprimento do maior lado de K;;
18, h:=sup;er diam(K;);

14. Funcdo de aprozimacdo para qualquer t u™(z) := ui se z € Ky;

15. Funcio de aprozimagdo up(z,t) = u] se z €Ty et <t <" n=0,1, -

Devemos assumir, como feito anteriormente que

Eg“ — 0
quando 7, A — (.

Definicao 30 {Esquema de Volumes Finitos Bidimensional}
Para valor inicial ug, assumiremos pertencer o LY ()N L>(Q)NBV(Q), ¢ o aprozimacdo o ser
usada no método serd dada por:

1
u? = l————,/ ug (4.27)
il K

e o dado de fronieira w1 € suave.
. : n . . )
A solugdo aprozimada, U}, € entdo definada por :
. Kk
n+l At

wiT =y e ) galuf ug) (4.28)
131 {=1

no gual pare g, [ =1,--- k. € 0 flure numérico, que tem as propriedades {3.3)-(3.6).
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Os fluxos g podem ser construidos de véarias formas. Podemos considerar os esquemas estudados
anteriormente de Lax e de Godunov e um esquema devido a Engquist-Osher {em 1 — D, o
esquema abaixo reduz ao esquema de Engquist-Osher estudado anteriormente), que pode ser
provado satisfazer as condiges (3.3)-(3.6). Seja a lei de conservagio escalar 2 — D. Tome

cirfu) = 7 5 flu)

e
c;} = ¢; {0} + f: max{c;-i(s), O}ds (4.29)
u ,
cq(u) = J/o min{c;{s), 0jds (4.30)
Agora tome
gji{u.v) = leqllcq (u) + ¢ (v)] (4.31)

Simulacdes Bidimensionais

Vamos escolher o fluxo de Burgers adaptado para duas dimensdes {podemos também adaptar o
fluxo de Buckley-Leverret, mas as simula¢des serfo apenas uma extensio para este método).

2
Alw) =5 (4.32)
folu) = 3? (4.33)

Primeiramente vamos simular para uma regido quadrada. Nossa regizo de defini¢do serd um
quadrado centrado em {0,0) com lados 0.6:
Vamos tomar os dados iniciais da seguinte forma

I se-0l<cz<ll e —01<y<0.l

ulx, y. 0 =
(.9.0) 0 outro caso

(4.34)

Observe que serd necessario tomarmos os dados inicials para a aproximacio como sendo a integral
dos dados iniciais reais do problema (v. (4.27)). Entretanto, como os dados sio constantes em
regides e como vamos discretizar nosso dominio de forma que em cada elemento o dadoe inicial
assuma apenas um valor: ou serd sempre 1, ou sempre 0; a condicdo de que os dados iniciais
para a simula¢do numérica € a integral dos dados iniciais, é imediatamente satisfeita.
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Figura 4.24:  Dominio Retangular: Vista de cima. Diferencas finitas

Figura 4.25:
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Dominio Retangular: Vista de cima. Triangularizacio Qualquer
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Gada inicial. Quadrade imemg valends 1, fora do quadrads valerdo O

Figura 4.26:  Dado Inicial - Dominio Retangular: Vista de lado
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Figura 4.27:  Dado Inicial ~ Dominio Retangular-Triangularizagio Qualquer: Vista de lado
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Método dos Volumes Finitos - Lax-Friedrichs. = = 0.001 ¢ = 0.15. A solucio

virada. Observemos a regido de chogque que se forma entre 0.1 € 0.2, notemos como a solugio é
espalhada perto do choque. Este espalhamento advém do fate que o método tem convergéncia
de ordem 1. Na regifio entre 0 e 0.1, a solucfo é mals suave, neste ¢aso aparece uma onda de
rarefacio {v. [33], [40]}. As ondas de rarefagio tém a propriedade de serem sclugdes continuas.
Estas ondas n&o sio tratadas bem pelos métodos Upwind, pois as caracteristicas, neste caso,

sao dirigidas para trés (v. [33], [40]



SimulagOes ar

1.4~

1.2

i 2 [
0.8 < '“"*h’fﬂ&ﬁﬂ@;‘ﬁ

it ]

R
;!I'féfgfj! e

0.8

4

0.4

0.2

g W
vt

AT
Fyva v
XN
AV
Tl

0z 0.4

Figura 4.29: Método dos Volumes Finitos - Lax-Friedrichs. 7 = 0.006 ¢ = 0.06. Instabilidade
para o Método, ndo satisfeita a condicio CFL. Observemos pequenas oscilacdes que aparecem
na solugio. Estas instabilidades fazem com que a solugdo num intervalo posterior “exploda”.
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Figura 4.30:  Método de Lax-Friedrichs. 7 = 0.0065 ¢ = 0.06. Instabilidade para o Método,
nio satisfeita a condigdo CFL. Observe gue uma pequena modificacio no 7 para o esquema a
solucho explode. Caso a condiche CFL néo seja satisfeita é muito dificil saber como evoluird a
solucao.
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Figura 4.31:  Método das Diferencas Finitas para Duas Dimensdes, no dominio foram colocados
40000 elementos, 7 == 0.001 ¢ = 0.15- Lax-Friedrichs. Observemos as regides de choque na direcao
crescente dos eixos = e ¢ € uma onda de rarefacio na direcio decrescente na parte de tras do
puiso.



Simulacfes 90

SR

Figura 1: Método das diferenga finitas. Condigdo CFL néo satisfeita. foram colocados
2500 elementos e 7 = 0.1, e tempo final { = 0.2. Observe que a solugdo explode apenas

para duas iteragoes.

20
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Vamos agora simular o método dos Volumes Finitos para uma Regido na qual o método das
diferencas finitas encontra muitas dificuldades para fornecer uma solucio satisfatoria.
O Dominio é uma regido quadrada com um circulo central. Sobre o qual definiremos os dados
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Figura 4.33:  Dominio Quadrado com regido interna circular.

iniciais

1 se x pertence ao circulo

0 outro caso

(bserve neste caso que os dados iniciais também serdo constantes sobre cada elemento e nao
serd necessario gue integremos o mesmo para termos dados integrados.
Podemos simular entio esta equacio de forma que teremos
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rafico da Condicac Inicial
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Grafice da Selucao Egquacao De Burgers Bi-dimensional
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y Grafico da Solucac Equacao De Burgers Bi-dimensional
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Figura 4.36:  Método dos Volumes Finitos- Lax-Friedrichs.7 = 0.001 ¢ = .4. Observemos que
a regido de choque ¢ espalhada e que na parte de tras do pulso hd a formacio de uma onda
de rarefagdo. Observe também na parte superior a regiao circular com dados valendo 1 jd estd
reduzida. Note que a solugé@o nio cresce no tempo.
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Grafico da Solucao Equacao De Burgers Bi-dimensional

Figura 4.37:  Método dos Volumes Finitos- Lax-Friedrichs. Evolugio do pulso 7 = 0.001 ¢ = 4.
Observemos que ele se dirige em direcfio de crescimento do eixo z e eixe y. Isto estd de acordo
com a resposta tedrica para a solugio.



-
L~
o1

ed

D

chogus



Simulagdes 9%

e ~1

Figura 4.3%:  Método dos Volumes Finitos- Lax-Friedrichs. Oscilacbes em torno da regiao de
choque. Neste caso a condicdo CFL é obtida numericamente tal que para qualquer tridngulo
na regido, o lado esquerdo de (1.52) é maior que 1.2. A violagio dessa condi¢do faz com que a
soluc@o exploda para tempos finitos.
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Como ilustragdo, podemos definir o método dos volumes finitos para ¢ problema de Cauchy para
convergéncia de ordem mais alta.

4.4 Esquema de Volumes Finitos de Ordem mais Alta

(s métodos apresentados anteriormente sdo métodos de ordem de convergéncia 1. O que torna
os pouce eficiente. Entretanto, com uma reconstrugdo polinomial, é possivel aumentar a ordem
de convergéncia.

Uma forma de counstruir o método para o problema de Cauchy é como se segue, { v. [331):

Definicio 31 Sejo ug € LY N L(R?) com suporte compacto e ug dado como em (4.27).
Suponhamos que u} e a correspondente recontrugdo linear L{u™} (v.[{38]) jé foram definidas.
Tome gj; um fluzo mondtono satisfazendo (5.5)-(3.6). Um esquema de volume finito de ordem

mais olta (no espaco) € definido por

3
41 . At o rmy
W =y TR > gn(LH{z0), L) (4.36)
I =t

no gqual L?E{ng) ¢ @ reconstrugdo linear avaliada no poligono vizinhe Ty
O esquema de volume finito de ordem mais alia no espago € no tempo de segunda ordem €
definido pelo método de Runge-Kutte TV D {v. [27]) de sequnda ordem:

P 3
n+ 3 n FAY A
u = = ) gL ) e (4.37)
=1
-1 1r‘ no, 5"L—5'l Af/ n*% _%“l
wt =gy T - @Zgﬂ(;:j o L (20)] (4.38)
! Pl

S s
no gual L?T"f e L?TE sdo definidos com os valores intermedidrios u?+2.
Também € possivel extender estas defini¢des para ordens mais altas tanto para o tempo (v. [27]
para o implementacdo de Runge-Kutta temporal de ordem qualguer) corno para o espago (v. [33]
pare a melhores referéncias da reconstrugdo linear).

A convergéncia de esquema de volumes finitos para um problema de valor inicial de ordem mais
alta é provada em [33].

Poderiamos similarmente, definirmos o método dos volumes finitos com fronteira, entretanto
nio saberfamos qual a hipdtese colocar sobre as condigdes iniciais e de fronteira, pelo simples
fato. de que é desconhecida, até o presente momento, a demonstraciao da convergéncia deste
método. Possivelmente a hipétese de que o dado inicial € suave seria utilizada e a condicao
(8). As grandes dificuldades enfrentadas para demonstragio, residem no fato de se encontrarem
estimativas compativels com o esquema e a leil de conservagdo. Fato este que poderd motivar
trabalhos posteriores,
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4.5 Consideracoes Finais

Em [38], é estudado métodos tipo ENO (Essential Non-Oscilatory); e conexdes formais entre as
leis de conservacao e uma equagio tipo difusdo conveccdo (v. {37]). .
O grande interesse em se estudar o método de volumes finitos, mesmo de ordem I, é de uma
aplicacdc em posteriores pesquisas. Um topico relevante de tais pesquisas sZo os chamados
“métodos numéricos para solugdes nfo cldssicas difusivas dispersivas™[29] e [30].
Muitos modelos em mecanica continua caem nesta categoria: elastodindmica ndo linear, magneto-
hidrodin&mica, dindmica dos fluidos complexos, etc. Efeitos dispersivos t&m varias fontes fisicas
efeitos de capilaridade em fluidos viscosos, o efeito de Hall em fluidos magnéticos, etc. Os
métodos numéricos para a solucio de tais equacdes sfo basicamente os métodos de diferencas
finitas, e uma implementagdo de algum método que seja aplicdvel a malhas néo estruturadas (|
ou seja, que pudessem ser dominios quaisquer) é um tépico de muito interesse pratico. Poste-
riormente, um grande desafio nessa direcfo serla mostrar a convergéncia do método construido,
pois para uma “equagac difusiva dispersiva ndo-cldssica”surge uma dificuldade importanie, é
que apenas o critério de Liu (v. Serre [52]) naoc ¢ suficiente para garantir a unicidade da solucio
entrdpica, nesse caso € necessaria a colocagio de um critério adicional “Kinetic Relation”[29].
(U bom entendimento do método dos volumes finitos é um passo importante para uma possivel
obtencio de esquemas numéricos que satisfacam tanio a equacio como os critérios de unicidade.
Portanto, este trabalho € relevante sob os aspectos de pesquisa fundamental, pols nos fornece
bases tedricas suficientes para avancar no estudo de esquemas possivelmente de interesses mais
praticos num campo inexplorado, vasto e imporiante para a simulagio numérica.
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