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1 Campos log-Lipschtzianos

Um campo vetorial u no Rn é dito log-Lipschitziano (LL) se

〈u〉LL ≡ sup
0<|x−y|≤1

|u(x)− u(y)|
|x− y| − |x− y| log |x− y|

< ∞.

Exemplos básicos:

1) Todo campo Lipschtziano é log-Lipschtziano. Com efeito,
|x− y| ≤ 1 ⇒ |x− y| − |x− y| log |x− y| ≥ |x− y|.

2) Em geral u ∈ H2(R2) 6⇒ u ∈ Lip(R2) (i.e. ∇u ∈ L∞(R2))
mas

H2(R2) ⊂ LL(R2).

3) Campos do tipo u(x) = |x|α ẽ, onde ẽ é um vetor constante
do Rn e α convenientemente escolhido, não é um campo log-
Lipschtziano.

4) ([Bahouri-Chemin] e.g.? 1994) Sejam w ∈ Lp(Rn) ∩ L∞(Rn),

onde p ∈ [1,∞), e Γ a solução fundamental do Laplaciano

no Rn. Então ∇Γ ∗w ∈ LL(Rn) e

〈∇Γ ∗w〉LL ≤ C(||w||p + ||w||∞)

onde C = C(n,p).
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Prova: Sejam x̄ = (x + y)/2 e ε = |x− y|.

(Γxj
∗ w)(x)− (Γxj

∗ w)(y)

=

∫
Rn

[
Γxj

(x− z)− Γxj
(y − z)

]
w(z)dz

=

∫
Bε(x̄)∪ [B2(x̄)/Bε(x̄)]∪B2(x̄)c

· · ·

≡ I + II + III.

|I| ≤ C||w||∞
[∫

B2ε(x)
|x− z|1−ndz +

∫
B2ε(y)

|y − z|1−nDz

]
= C||w||∞ε;

|II| ≤ C||w||∞
∫

B2(x̄)/Bε(x̄)

∣∣∣ xj−zj

|x−z|n −
yj−zj

|y−z|n

∣∣∣dz

≤ C||w||∞ε

∫ 1

0

∫
B2(x̄)/Bε(x̄)

|xθ − z|−ndzθ

xθ = x + θ(y − x), θ ∈ (0,1). Como B2(x̄)/Bε(x̄) ⊂ B3(xθ)/Bε/2(xθ),

|II| ≤ C||w||∞ε(log 3 + log 2− log ε);

analogamente,

|III| ≤ C ε

∫ 1

0

∫
B1(xθ)c

|xθ − z|−n|w(z)|dzdθ.

Dáı, usando a desigualdade de Hölder,

|III| ≤ C ||w||p ε .

Observação: Se p < n, temos também

||w||∞ ≤ C(||w||p + ||w||∞) .
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Observação: u ∈ LL(Rn) ⇒ u ∈ C(Rn)
Na verdade, para qualquer α ∈ (0, 1),

u ∈ LL ⇒ |u(x)− u(y)| ≤ 〈u〉LL( |x− y| − |x− y| log |x− y| )
≤ 〈u〉LLC|x− y|α

para todo x,y tal que |x − y| << 1. Logo, LL ⊂ Cα. Mais
geralmente,

Lip ⊂ LL ⊂ Cα .
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Estrutura Lagrangeana – Teorema de Picard generalizado:

Todo campo log-Lipschitziano tem “estrutura Lagrangeana”,
i.e. se u ∈ LL(Ω), onde Ω é um aberto do Rn, então para todo
x ∈ Ω existe uma única aplicação X ≡ X(·,x) ∈ C([0, tx);Ω),
tx > 0, tal que

X(t) ≡ X(t,x) = x +

∫ t

0
u(X(τ,x))dτ, 0 ≤ t < tx.

Prova: A existência segue-se do Teorema de Peano.

Quanto à unicidade,

|X1(t)−X2(t)| ≤
∫ t

0
|u|LL µ(|X1(s)−X2(s)|)ds

µ(r) :=

{
r(1− r) log r, 0 ≤ r ≤ 1
r, r ≥ 1

|u|LL := sup
x,y ∈ Ω
x 6= y

|u(x)− u(y)|
µ(|x− y|)

.
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Lema de Osgood (Gronwall generalizado). Sejam I = [0, t1),
ρ ≥ 0 uma função mensurável e localmente limitada em I,
0 ≤ γ ∈ L1

loc(I), a ≥ 0, µ∈ C0(R+) crescente, µ(r) 6= 0 se r 6= 0,

e

∫ 1

0

dr

µ(r)
= ∞ , tais que

ρ(t) ≤ a +

∫ t

0
γ(s)µ(ρ(τ))dτ, t ∈ I.

Se a 6= 0, então

−M(ρ(t)) +M(a) ≤
∫ t

0
γ(τ)dτ, M(r) :=

∫ 1

r

dr′

µ(r′)
;

se a = 0, então ρ(t) ≡ 0.

Prova:

R(t) := a +

∫ t

0
γ(τ)µ(ρ(sτ))dsτ

ρ(t) ≤ R(t), R′(t) = γ(t)µ(ρ(t)) ≤ γ(t)µ(R(t))

Caso a 6= 0: R(t) > 0 e

− d

dt
M(R(t)) =

1

µ(R(t))
R′(t) ≤ γ(t)

Logo, integrando de 0 a t,

−M(ρ(t)) +M(a) ≤
∫ t

0
γ(τ)dτ.
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Caso a=0: Sejam ρ̃(t) = supτ∈[0,t] ρ(τ) e t2 > 0 tal que ρ̃(t2) > 0.
Então

ρ̃(t) ≤
∫ t

0
γ(τ)µ(ρ̃(τ))dτ

ρ̃(t) ≤ a′ +

∫ t

0
γ(τ)µ(ρ̃(τ))dτ

qualquer que seja a′ > 0, logo, pelo caso anterior,

M(a′) ≤
∫ t2

0
γ(τ)dτ +M(ρ̃(t2)) < ∞, ∀ a′ > 0 :

contradição, pois M(0) = ∞ por hipótese.
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Observação – Vale resultado similar para campos não-autônomos
com semi-norma LL localmente integrável no tempo:

Se para cada t ≥ 0, u(x, t) é um campo em Ω tal que
u(·, t) ∈ LL e 〈u(·, t)〉LL ∈ L1

loc([0,∞)) então para todo x ∈ Ω
existe uma única aplicação X(·,x) ∈ C([0, tx);Ω), tx > 0,
tal que

X(t,x) = x +

∫ t

0
u(X(τ,x), τ)dτ, 0 ≤ t < tx.
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2 Fluxos Compresśıveis

Equações de Navier-Stokes:

ρt + div(ρu) = 0

(ρuj)t + div(ρuju) + P (ρ)xj

= µ∆uj + λdivuxj
+ ρf j

(ρ,u)|t=0 = (ρ0,u0),

x ∈ Rn, n = 2, 3.

Hipóteses sobre a pressão P :

P ∈ C2([0, ρ̄]), ρ̄ > 0, P(0) = 0, existe ρ̃ ∈ (0, ρ̄) tal que P′(ρ̃) > 0
e (ρ− ρ̃)[P(ρ)−P(ρ̃)] > 0 se ρ 6= ρ̃, ρ ∈ [0, ρ̄].

Força externa (“energia pequena”):

sup
t≥0

||f(·, t)||p +

∫ ∞

0

(
||f(·, t)||2 + ||f(·, t)||22 + σ(t)γ||ft(·, t)||22

)
dt ≤ Cf << 1

onde

n < p ≈ n , σ(t) := min{1, t} e γ =

{
3, n = 2
5, n = 3.
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Viscosidades λ, µ: {
λ, µ > 0 , n = 2

0 < λ < 5
4µ , n = 3

Dados iniciais (“energia pequena”):∫
Rn

[
ρ0|u0|2 + |ρ0 − ρ̃|2

]
dx ≤ C0 << 1

0 ≤ ρ0 ≤ ||ρ− 0||∞ < ρ̄ a.e.
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Theorem 1. EXISTÊNCIA DE SOLUÇÃO (D. HOFF, 1995,
1997, 2005).

Sob as hipóteses acima e mais algumas (técnicas), existe
uma solução fraca global (ρ,u) satisfazendo

• (estimativa de energia)

sup
t>0

∫
Rn

[
ρ(x, t)|u(x, t)|2 + |ρ(x, t)− ρ̃|2 + σ(t)|∇u(x, t)|2

]
dx

+

∫ ∞

0

∫
Rn

[
|∇u|2 + σ(t)n|∇u̇|2

]
dxdt ≤ C (C0 + Cf)

θ < ∞

u̇ é a ‘derivada convectiva’ (‘material’): u̇j := uj
t + u · ∇uj.

•
∫ ∞

0

∫
Rn

σ(t)ρ|u̇|2 dxdt ≤ C (C0 + Cf)
θ se inf ρ0 > 0

• C−1 inf ρ0 ≤ ρ ≤ ρ̄ a.e. ( C > 0 )

• Hölder continuidade: Para qualquer τ > 0, temos que u,

F := (λ + µ)divu − (P(ρ)−P(ρ̃) )
(‘effective viscous flux’)

e ωj,k = uj
xk
− uk

xj
(matriz de vorticidade) são

Hölder cont́ınuas em Rn × [τ,∞).

• A solução (ρ,u) é obtida como limite de funções (ρδ,uδ)
satisfazendo as estimativas acima com constantes indepen-
dentes de δ, ρδ

0 = jδ ∗ ρ0 + δ (⇒ inf ρδ
0 > 0).
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Observação: Vale a identidade

∆uj = (λ + µ)−1 Fxj
+ (ω j ,k)xk

+ (λ + µ)−1 (P(ρ)−P(ρ̃) )xj

e então podemos escrever

u = uF,ω + uP

onde uF,ω, uP são definidos de forma que

∆uj
F,ω = (λ + µ)−1 Fxj

+ (ω j ,k)xk
, ∆uj

P = (λ + µ)−1 (P(ρ)−P(ρ̃) )xj

up = (λ + µ)−1∇Γ ∗ (P(ρ)−P(ρ̃))

Dáı segue-se que para cada t > 0

uP(·, t) ∈ LL ( P(ρ(·, t))−P(ρ̃) ∈ L2 ∩ L∞ )

uF,ω(·, t) ∈ Lip ( F(·, t) e ω(·, t) são Hölder cont́ınuas)

Além disso,

〈uP(·, t)〉LL ≤ C ||P(ρ(·, t))−P(ρ̃)||L2∩L∞ ∈ L1
loc([0,∞) ).

Questão: 〈uF,ω(·, t)〉Lip ∈ L1
loc([0,∞)) ?

〈uF, ω 〉Lip≤ C ||∇F +∇ω||p
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Em termos de F

F := (λ + µ)divu − (P(ρ)−P(ρ̃) ),

da ‘vorticidade’ ωj,k = uj
xk
− uk

xj
e da derivada convectiva

u̇j = uj
t + u · ∇uj, a equação de Navier-Stokes (equação de mo-

mentum)

(ρuj)t + div(ρuju) + P(ρ)xj
= µ∆uj + λdivuxj

+ ρf j

se escreve como

ρu̇j = Fxj
+ µωj,k

xk
+ ρf j

.

Dáı tomando div e rot obtemos as equações

∆F = div(ρu̇− ρf) µ∆ωj,k = rot(ρu̇− ρf) j,k

Então
||∇F||p , ||Dω||p ≤ C (||ρu̇||p + ||ρf ||p) .

|| (ρu̇)(·, t) ||p ∈ L1
loc( [0,∞) ) ??

14



Suponhamos que inf ρ0 > 0.

||u̇||p ≤ C ||u̇||1−κ
2 ||∇u̇||κ2

κ = n(1
2 −

1
p)∫ 1

0
||u̇||1−κ

2 ||∇u̇||κ2dt

=

∫ 1

0

(
t

∫
|u̇|2dx

)(1−κ)/2(
t2
∫
|∇u̇|2dx

)κ/2

t(−1−κ)/2 dt

≤

(∫ 1

0

(
t

∫
|u̇|2dx

)1−κ(
t2
∫
|∇u̇|2dx

)κ

dt

)1/2(∫ 1

0
t−1−κdt

)1/2

≤ C (C0 + Cf)
θ

(∫ 1

0
t−1−κdt

)1/2

infinita!!

CORREÇÃO:∫ 1

0
||u̇||1−κ

2 ||∇u̇||κ2dt

=

∫ 1

0

(
t1−s

∫
|u̇|2dx

)(1−κ)/2(
t2−s

∫
|∇u̇|2dx

)κ/2

t(s−1−κ)/2dt

≤

(∫ 1

0

(
t1−s

∫
|u̇|2dx

)1−κ(
t2−s

∫
|∇u̇|2dx

)κ

dt

)1/2(∫ 1

0
ts−1−κdt

)1/2

≤ c (C0 + Cf)
θ 1(s−κ)/2 :

finito, se s >

{
0, n = 2

1/2, n = 3
e u0 ∈ Hs(Rn), devido a [Hoff] e

Observação: inf
p>n

κ = κ|p=n = n(
1

2
− 1

n
) =

{
0, n = 2

1/2, n = 3.
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Teorema [Hoff-Santos]. Seja V um aberto do Rn e suponhamos
que inf ρ0|V ≥ ρ > 0. Então, sob as hipóteses acima, temos que:

a) Para todo x0 ∈ V existe uma única aplicação
X(·,x0) ∈ C([0,∞); Rn) ∩C1((0,∞); Rn) satisfazendo

X(t,x0) = x0 +

∫ t

0
u(X(τ,x0), τ)dτ ;

b) Para cada t > 0, Vt ≡ X(t, ·)V é um aberto e a aplicação
x0 7→ X(t,x0) é um homeomorfismo de V sobre Vt;

c) Se T > 0 e K é um compacto contido em V, então para
0 ≤ t1, t2 ≤ T, a aplicação X(t1,y) → X(t2,y) é Hölder cont́ınua
de Kt1 ≡ X(t1, ·)K sobre Kt2 com expoente e−LTγ

, onde γ

depende de n e s, e L depende de ρ, da distância de K a
∂V, de s, ... ;

d) Seja M⊆ K ⊆ V uma variedade de classe Cα e di-
mensão d, α ∈ [0,1), 1 ≤ d ≤ n− 1. Então para cada t > 0,
Mt ≡ X(t, ·)M é uma variedade de classe Cβ e dimensão d,
onde β = βe−Ltγ

;

e) Existe ρ̃ > 0 tal que para todo t > 0,

inf ρ(·, t)|Vt ≥ ρ̃ .
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3 Exemplo

u = K(t) ∗ u0

em R3, onde u0(x) ≡ ϕ(|x|)x|x|−p, 2 < p < 5/2, ϕ ∈ C∞
0 (R),

0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ(r) = 1 se |r| ≤ 1.

u0 ∈ Hs(R3), qualquer que seja s ∈ (0, 5
2 − p), e existe uma

quantidade infinita de trajetórias ẋ = u(x(t), t) que tendem a
zero quando t → 0+.
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