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1 Campos log-Lipschtzianos

Um campo vetorial U no R" ¢€ dito log-Lipschitziano (LL) se

<u> = sup |U(X> — U<Y>| < o0
LL — °
0<x—y|<1 X —¥| =[x —y|log|x —y|

Exemplos basicos:

1) Todo campo Lipschtziano € log-Lipschtziano. Com efeito,
x—y[<l = x—y[-|x—yllglx—y| > [x—yl

2) Em geral U € H2<R2> 7é> u < Llp(R2> (i.e. Vu € L*(R?))
o H2(R2) C LL(R2).

3) Campos do tipo u(x) = |x|“€, onde € é um vetor constante
do R" e a convenientemente escolhido, nao é um campo log-
Lipschtziano.

4) ([Bahouri-Chemin] e.g.? 1994) Sejam w € LP(R")NL>*(R"),
ondep € [1,0), e I' a solucao fundamental do Laplaciano

no R*. Entdo VI *xwW € LL(RH) e
(VI'* w)rL < C([|wl|p + [|w]|s)

onde C = C(n,p).



Prova: Sejam X=(x+y)/2 e e=|x—Y]|

(L x w)(z) = (T w)(y)

— /Rn [ij(x —z) =Ty, (y — 2)| w(z)dz

/Be(x) U [Ba(Z)/Be(Z)) U Ba(Z)°

= [+ 11I+111.
I < C||lw||x [/ |X—z]1_ndz+/ |y—z|1_nDz]
B (x) Bac(y)
= Cl|w]|w€;
1) < CHWHOO/ R

< CHWHOOE/ / ]Xg — z|™"dzf
B2 (X)/B. (X
xg =x+0(y —x), 8 € (0,1). Como Bz( )/Be(X) C Bs(xg)/B./2(x0),

11| < C||w||s0e(log 3 + log 2 — loge);

analogamente,

1
III| < Ce/ / |xg — z| "|w(z)|dzd0.
0 Bl(XQ)C

Dai, usando a desigualdade de Holder,
III| < Cllw||pe. |

Observagao: Se D < 7, temos também
[[W]loo < C([|W][p + |[W]s) -
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Observacao: u € LL(R") = u e C(R")
Na verdade, para qualquer « € (0,1),

(Wrp(|[x —y|—[x—y|log|x —y|)

uclLl = |jux) —u(y)| <
< (W Clx -yl

para todo x,y tal que |[x—y| << 1l. Logo, LL C C®% Mais

geralmente,
Lip ¢ LL c C“*.



Estrutura Lagrangeana — Teorema de Picard generalizado:

Todo campo log-Lipschitziano tem “estrutura Lagrangeana”,
i.e. se ue LL(2), onde 2 € um aberto do R", entao para todo
x € 0 existe uma unica aplicagao X = X(-,x) € C([0,tx);€),
ty > 0, tal que

X(t) =X(t,x) =x+ /t u(X(r,x))dr, 0<t <ty

Prova: A existéncia segue-se do Teorema de Peano.

Quanto a unicidade,
t
X3 (t) — Xa(t)] < / lufer p(|X1(s) — Xz(s)|)ds
0

r(l—r)logr, 0<r<1
R S

r, r>1
‘u‘LL - sup ‘U_(X) T u(Y)l .
xyecq HIx=yD
X #y



Lema de Osgood (Gronwall generalizado). Sejam 1I=[0,t,),
p >0 uma funcao mensurdvel e localmente limitada em I,
0<vyeLi (I), a>0, pupcC’R,) crescente, u(r)#0 se r#0,

loc

/1 dr )
e —— =00, tars que
o 1(r)

Se a#0, entao

—MMW+M®§AWﬂw, M) = |

se a=0, entao p(t)=0.

Prova:

p(t) SR(t), R/(t) =(t)u(p(t)) < y(t)u(R(t))

Caso a # 0: R(t)>0 e

—%M(R(t)) — R/(t) <~(t)

u(R(t))
Logo, integrando de 0 a t,

—MMW+M@§AVWM



Caso a=0: Sejam /(t) =sup ¢y p(7) €tz >0 tal que p(tz) > 0.
Entao

A(t) < / V() p((r))dr

t
po <a+ [ A(u(pr)dr
0
qualquer que seja a’ > 0, logo, pelo caso anterior,
t2
M(a) < / V(F)dr + M(B(ts)) < 00, Va' >0 :
0

contradicao, pois M(0) = oo por hipétese. N



Observacao — Vale resultado similar para campos nao-auténomos
com semi-norma LL localmente integravel no tempo:

Se para cada t > 0, u(x,t) € um campo em () tal que
u(,t) e LL e (u(-,t)); € L%OC([O, >)) entao para todo x € )
existe uma unica aplicacao X(-,x) € C([0,tx); 2), tx >0,

tal que

t
X(t,x) =x +/ uw(X(7,x),7)dr, 0<t <ty
0



2 Fluxos Compressiveis

Equacoes de Navier-Stokes:

pr +div(pu) = 0

(pu)y + div(puw'u) + P(p).,
= nAul + Adivu,, + pf’

(107 11) |t=0 — (IOO? 11()),

x e R", n=273.

\

Hipé6teses sobre a pressao P:

P c C2%([0,p]), p>0, P(0)=0, existepc(0,p) tal que P'(p)>0
e (p—p)[P(p)—P(p)>0 se p#p, pel0,].

Forga externa (“energia pequena”):

(0. 9]

sup [0, Ollo-+ [ (IOl 16 O+ (eI O1B) de < Cr << 1

onde

m<p~n, |o(t):=min{l,t} e 7:{3,11?2.
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Viscosidades A, u:

A >0, n=2
0<)\<g,u, n=3

Dados iniciais (‘“energia pequena”):
[ Loolual I~ 7 ] dx < Co << 1

0 < po < [lp=0lc <p ae
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Theorem 1. EXISTENCIA DE SOLUCAO (D. HOFF, 1995,
1997, 2005).

Sob as hipdteses acima e mais algumas (técnicas), existe
uma solug¢ao fraca global (p,u) satisfazendo

e (estimativa de energia)

sup [ [ plox ). )2 + plx.£) = 17 + o(6) Vax, O] dx

t>0

+/ / [ [Vu? + o(t)*|Va]? |dxdt < C(Co+ Cy)? < 0
0 n

u € a ‘derivada convectiva’ (‘material’): uw:=u} +u- V.

/ / o(t)pla|?dxdt < C(Co+ Cr)? se infpy >0
0 n

. Clinfpy < p < p a.e. (C>0)

Holder continuidade: Para qualquer 7 >0, temos que U,

F:= A+ p)dwvu — (P(p) —P(p))
(‘effective viscous flux’)

e Wik = U';(k — u)ljj (matriz de vorticidade) sao

Holder continuas em R™ X [1,00).

A solucdo (p,u) é obtida como limite de funcées (p°,u’)
satisfazendo as estimativas acima com constantes indepen-
dentes de 5, p)=]js*po+d (= infpy > 0).
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Observacao: Vale a identidade

Ad = A+ p) 7 Fy + () + (A1) (P(p) = P(D) )x,

e entao podemos escrever

u = ur, + up

onde ur,, up sao definidos de forma que

Auk = A+ p) T Fy + (W), Aub=A+p0)(P(p) — P(5) )y
u, = (A + ) 1 VI * (P(p) — P(p))

Dai segue-se que para cada t > 0
up(-,t) € LL (P(p(-t) —P(p) € L2NL>)
HF’w(', t) € Lip ( F(-,t) e w(,t) sao Holder continuas)

Além disso,

(up(-,t)) < C|P(p(-,t)) = P(p)llznr~ € Ly ([0,00)).

Questao: <uF,w<'at>>Lip c Ll

loc

([0,00)) 7

(UF,w )up< C|IVF + V|,

Lip —
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Em termos de F

F.=A+pdiva — (P(p) - P(p)),

j,k

da ‘vorticidade’ w) k

=u, —uy e da derivada convectiva
W =ul +u-Vu, a equagdo de Navier-Stokes (equagao de mo-
mentum)

(pud)¢ + div(pwu) + P(p)y, = pAu + Adivuy, + pf

Se escreve como

pid = Fy, + pwk® + pfi|,

Dai tomando div e rot obtemos as equagoes
AF = div(pu — pf) AW = rot(pi1 — pf) I

Entao

IVE[lp, [IDwllp < C(llpallp + |lpf]lp) -

[ (p)(t) [lp € Lig([0,00)) 77
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Suponhamos que inf pg > 0.

[[aflp, < Clfllz ™|Vl

=03 3)

/ iy Ve

/ ( / |u|2dx>1 . <t2 / \vu|2dx> 21-;(/21m)/jdt }
(I i) a) (o)

1/2
< C(Co+Cy)’ (/ t- 1_“dt>
0

infinita!!

CORRECAO:

/ a7V a dt

1 H
— / (tl s/|u|2dx> (tQ s/‘vu|2dx> t(s—l—n)/Zdt
1/2 1 1/2
S( [ (o frspax) " (e fivapax) dt) ([ )
0

< C(CO+Cf 9 1(s /@)/2

i 0, n=2 S(Tpn .
finito, se 3>{1/27 n—3 © up € H(R"), devido a [Hoff] e
1 1 =
Observagao: int K = /{| =n(z——) = { 0, n=2
p>n 2 n 1/2, n=3.
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Teorema [Hoff-Santos]. Seja V um aberto do R" e suponhamos
que infpglv > p > 0. Entdo, sob as hipdteses acima, temos que:

a) Para todo x¢ € V existe uma unica aplica¢ao
X(-,xg) € C([0,00); R*) N C1((0,00); R™) satisfazendo

¢
X(t,x0) = Xo +/ u(X(7,xg), 7)dT;
0

b) Para cada t >0, V'=X(t,-)V € um aberto e a aplicacdo
xo — X(t,%9) € um homeomorfismo de V sobre VF;

c) SeT>0 e K é um compacto contido em V, entdo para
0<ty,tas <T, aaplicacio X(t1,y) — X(ta,y) € Holder continua
de K' =X(ty,)K sobre K' com expoente e X', onde -~
depende de n e s, e L depende de p, da distancia de K a
oV, de s, ... ; -

d) Seja M CKCV wuma variedade de classe C* e di-
mensao d, a€0,1), 1<d<n-1. Entao para cada t > 0,
Mt =X(t, )M € uma variedade de classe C° e dimensdo d,
onde (= e It;

e) Existe p>0 tal que para todo t >0,

inf p('7t)|Vt > E
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3 Exemplo
u = K(t) * ug

em R? onde uy(x) = o(x))x|x|™?, 2<p<5/2, ¢ e CFR),
0<e<1, p(r)=1se|r| <1.

uy € H*(R3), qualquer que seja s € (0, g —p), e existe uma

quantidade infinita de trajetérias x = u(x(t),t) que tendem a
zero quando t— 0%.
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