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Capitulo 1

Introducao

A Teoria de Edificios de Tits, cujo nome homenageia o pionerismo de Jaques
Tits, comecou a formar-se a partir da década de 70 com o intuito primeiro
de associar objetos geométricos a grupos algébricos, em certo sentido mime-
tizando a rica estrutura de grupos e algebras de Lie semi-simples reais e
complexas.

Um edificio é uma estrutura simplicial, nao necessariamente finita, obtida
a partir da identificacao, respeitadas certas condigoes axiomaticas, de diver-
sas copias de um mesmo complexo de Coxeter. A estrutura rica de complexos
e grupos de Coxeter traduzem-se em propriedades de rigidez bastante fortes
dos edificio, e sao estas propriedades que permitiram aplicacoes a contextos
distintos do imaginado por Tits. Ja em 1978, poucos anos apds a publicacao
do primeiro trabalho sobre edificios ([Ti]), Mostow ([Mo]) fez uso desta es-
trutura para a demonstragao do seu famoso Teorema de Rigidez.

O principal objetivo deste texto é introduzir de modo breve os principais
elementos da Teoria de Edificos e delinear de forma esquematica algumas
aplicagoes.

Para apresentar a estrutura de um edificio devemos comecar estudanto os
grupos e complexos de Coxeter. Considerando que este texto tem o propédsito
de ser uma mera introdugao a teoria, fizemos algumas opgoes que visam
torna-lo conciso sem ser superficial em sua parte central.

A primeira delas é nos restringirmos aos edificios esféricos, o que implica,
com relacao aos grupos de Coxeter, em explorarmos apenas o caso dos grupos
finitos. Embora estejamos deixando de lado uma parte significativa da teoria,
a passagem do caso de edificios esféricos para o de edificios euclidianos (ou
afins), assim como de grupos de Coxeter finitos para grupos de Coxeter in-
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6 CAPITULO 1. INTRODUCAO

finitos, é bastante natural e o leitor interessado em se aprofundar no assunto
pode consultar qualquer um dos livros textos constantes da bibliografia ([Ro]
e [Br]), embora o leitor deste texto provavelmente tenha mais facilidade em
reconhecer a notacao do segundo destes textos.

A segunda das opcoes feitas refere-se aos grupos de Coxeter. Para tornar
os grupos mais palpaveis, escolhemos trabalhar primordialmente com grupos
de reflexao em espacos euclidianos e apenas indicamos como passar destes
para os grupos de Coxeter abstratos, definidos em termos de geradores e
relagoes. A passagem é bastante simples e pode ser encontrada em detalhes
em [Hu].

Por fim, as aplicacoes e usos da estrutura, assim como o enfoque original
de Tits, a passagem de pares BN a edificios, sao apresentadas de forma bas-
tante esquematica, temo que por vezes até superficial, e acredito mereca ser
ampliada em ocasiao futura. De qualquer modo, as referéncias apresentadas
sao bastante inteligiveis e podem preencher esta lacuna do texto.

Os trés primeiros capitulos, nos quais apresentamos os grupos finitos de
reflexao, a estrutura simplicial associada a estes e os edificios esféricos con-
struidos a partir das estruturas simpliciais, estao razoavelmente completos, e
praticamente todos os resultados estao demonstrados com detalhes, incluindo
a classificacao dos grupos finitos de reflexao e alguns poucos exercicios que
complementam a teoria. Os pré-requisitos para estes capitulos, a parte prin-
cipal deste texto, ¢ um conhecimento bésico de Teoria de Grupos e Algebra
Linear. Ao longo do texto, utilizamos frequentemente conceitos e resultados
sobre representacao de grupos, apresentacoes de grupos e agoes de grupos.
Nao utilizamos resultados avancados relativos a estes conceitos, mas como
estes nem sempre sao vistos em um primeiro contato com a Teoria de Gru-
pos, decidimos apresenta-los em um apéndice os principais fatos e resultados
necessarios, sem sobrecarregar o leitor com demonstragoes, mas sem muita
economia de exemplos, necessarios para se obter um minimo de intimidade
com os objetos de estudo. Incluimos ainda um segundo apéndice no qual
determinamos, com demonstragoes razoavelmente detalhadas, o grupo de
isometrias dos espagos euclidianos, outra questao muitas vezes omitida nos
cursos de graduacao.

O quarto capitulo tem um carater totalmente distinto e provavelmente
serd omitido por grande parte dos leitores. Neste, introduzimos a relacao
entre edificios esféricos e espacos simétricos do tipo nao compacto, incluindo
um esbogo das principais etapas da demosntracao do Teorema de Rigidez de
Mostow, que faz uso essencial desta estrutura. Trata-se de um tépico bas-



tante avancado e complexo, e que exige do leitor amadurecimento e dedicacao.
O que apresentamos é apenas um roteiro quase esquematico que esperamos,
possa servir de guia e incentivo ao leitor mais entusiasmado. Para compen-
sar um pouco a superficialidade com que tratamos o tema, apresentamos de
forma detalhada (embora sem demonstrar qualquer um dos fatos) como os
elementos e as estruturas de grupos e algebras semi-simples se realizam no
caso particular, mas ilustrativo, do grupo especial SL (n,R) e sua algebra
sl(n,R).

A parte principal deste texto, os trés primeiros capitulos, nao exige muitos
pré-requisitos, sendo acessivel a estudantes com um curso basico de Algebra
Linear e de Teoria de Grupos. Como todo curso de ciéncias exatas e tec-
nolégicas oferece disciplina de Algebra Linear ja na fase inicial da formacao,
assumimos que o leitor tenha um dominio razoavel destes conteudos. Ja
o estudo de Teoria de Grupos geralmente é postergado para estagios mais
avancados da formagao e nem sempre contempla alguns aspectos que sao
explorados neste texto, como apresentacao e acao de grupos. Assim, para
tornar este texto o mais auto-contido possivel, escrevemos um apéndice so-
bre Teoria de Grupos. Além deste, temos um outro apéndice, breve mas
detalhado, em que construimos os grupos de isometrias dos espacos euclidi-
anos, construgao conhecida mas dificil de ser encontrada de forma explicita
na literatura profissional.
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Capitulo 2

Grupos Finitos de Reflexao

Comecamos este capitulo com as defini¢goes e exemplos bésicos. Caso o leitor
sinta alguma dificuldade ja na prmeira secao, sugerimos que comece a leitura
pelo Apéndice 6, onde explicamos de modo um pouco mais detalhados o que
aqui é apenas mencionado.

2.1 Grupos Finitamente Gerados

Lembremos antes de mais nada que um sistema de geradores de um grupo
G é um conjunto S = {s;|i € I,s; € G} tal que para todo elemento g €
G, existe subconjunto ordenado finito {iy,is,...,4;} de elementos de I (ndo
necessariamente distintos) tal que g = s;, s;, -+ 5;,. Neste texto, assumiremos
sempre que S é, no maximo, enumeravel e quase sempre assumiremos S finito.
Uma palavra definida no conjunto de geradores S nada mais é que uma

seqiiéncia finita s;,s;, - - - s;, de elementos de S. Por definicao, a identidade
1 € G ¢ associada a palavra gerada pelo conjunto vazio. De modo geral,
dizemos que a palavra s;, s;, - - - s;, tem comprimento k.

Consideremos o grupo livre FI gerado formalmente por S = {si, sitiel }:
FIl nada mais é que o conjunto de todas as palavras que podem ser formadas
por elementos de S, onde o produto de dois elementos g = s;,5;, - - - 5;,, h =
5,84, -5, € definido pela concatenagao: gh = s;,8, - 5,.5j,5j, " ** Sj,.. E um
fato conhecido que dado um grupo G gerado por S = {s;|i € I}, existe um
subgrupo normal N <1 F/I tal que G ~ F!/l/N. Chamamos de conjunto de
relacoes de G a um conjunto R de geradores de V. Como cada elemento de
N e portanto de R pode ser descrito como uma palavra s;, s;, - - - s, , podemos
expressar R como um conjunto de igualdades da forma s;,s;,---s;, = 1. Com
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10 CAPITULO 2. GRUPOS FINITOS DE REFLEXAO

esta notacdo, diremos que (S|R) é uma apresentagao do grupo G ~ FII/N
se S for um sistema de geradores e R um conjunto de relagoes de G. Uma
apresentacao (S|R) é dita finita quando ambos os conjuntos S e R forem
finitos.

Exemplo: Seja Z" o grupo abeliano gerado por n elementos. Temos entao
que

1

n -1_.-1 a4
L'~ (51, .., snlsisjs; 's; =10, =1,...,n).

Exemplo: Um grupo ciclico G de ordem n é presentado por (s|s” = 1). O

Dada uma apresentagao de grupo G = (S|R), definimos a norma de um
elemento g como sendo o comprimento da menor palavra que o representa:

lg| = inf {g = s189---s,]8; € S}.

Definimos a parte a norma do elemento identidade como sendo 0. Da definicao
segue que |g| = 1 se e somente g for um gerador do grupo. Para evitarmos
algumas complicacoes desnecessérias, iremos assumir sempre que S = S~
Esta norma define uma distancia em G, dada por d(g,h) = |h~'g|, con-
hecida como distancia de Cayley. Tanto a norma como a distancia dependem
da escollha de sistemas de geradores, embora algumas propriedades, princi-
palmente propriedades assintéticas em grupos infinitos, independam destas
escolhas.

2.2 Reflexoes

Seja V' um espago vetorial real de dimensao finita, dotado de um produto
interno (-,-). Se (-,-) é um produto interno, entdo a forma bilinear associada
é simétrica e positiva definida, de modo que o par {V, (-, )} é um espago
euclidiano. Mais adiante, poderemos considerar a forma (-,-) como sendo
apenas nao degenerada, ao invés de positiva definida, mas deixaremos claro
o contexto em que enfraquecemos esta hipétese. Um hiperplano H C V ¢é
um subespaco vetorial de codimensao 1. A reflexao no hiperplano H é a
transformacao linear sy : V' — V definida como sendo a identidade quando
restrita a H e —Id no complemento ortogonal (subespago unidimensional)
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H* de H. Um hiperplano vetorial é bem definido pela escolha de um vetor
nao nulo «a perpendicular a este:

H={veV|(av)=0}.

Assim, dado 0 # « perpendicular a H, denotaremos este por H, e sy por
So- Denotamos ainda por L, o espago unidimensional gerado por a: L, =
Ra. Em termos de «, podemos expressar a reflexao em H por uma férmula
bastante simples,
2 {a,v)

o
(a, )

So (V) =v —

que pode ser facilmente compreendida a partir da figura abaixo.

Para mostrar esta expressao, basta constatarmos que s, (v) = v se e

2 9
{20}, — 0 se e somente se
(a,a)

somente se v € H (pois sendo « # 0 temos que
(a,v) = 0) e s, (v) = —v se e somente se v € H+ = Ra. As propriedades
abaixo sao facilmente demonstraveis.

Observacao 2.2.0.1 Para todo real ¢ # 0, Sq = Sca-

Observacao 2.2.0.2 A reflexio é uma involucao, ou seja, s> = Id.

a —

Observagao 2.2.0.3 Se considerarmos uma base ortogonal {cv, vy, ..., vy 1},
a transformacao s, € definida pela matriz

-1 0 --- 0
0O 1 --- 0
O 0 --- 1

Como, por definicao, o vetor a € ortogonal ao hiperplano H,, temos que
{ag,....,a,_1} € uma base de H,.

Na realidade podemos ser um pouco mais genéricos e considerar, ao iNVES
de {aq,...,an_1}, uma base qualquer {ﬁl, ...,ﬂn,l} do hiperplano H, a qual
adictonamos o vetor «, obtendo uma base {a,ﬁl,...,ﬁn_l} relativa a qual
a S, € definida pela matriz acima. Assim, temos que a reflexdo s, € uma
transformagao ortogonal, ou seja (sq (V), 4 (w)) = (v,w) para quaisquer
v,w € V. Em outras palavras, s, € O (n,V), o grupo das transformag¢oes
ortogonais de V. Em termos matriciais, s, € representada por uma matriz
A tal que AAT =1d, com determinante —1, independentemente da base que
escolhermos.
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Definicao 2.2.0.4 Um grupo finito de reflexoes ¢ um grupo finito W C
O (n, V) gerado por um conjunto de reflexées sy, onde H percorre um con-
gunto H de hiperplanos de V.

Observagao 2.2.0.5 O termo reflexao refere-se aos geradores de W e nao
aos seus elementos. De fato, o produto de duas reflexoes nunca € uma re-
flexao. Podemos constatar este fato considerando que uma matriz associada
a uma reflexdo tem sempre determinante —1. Logo, o produto de um nimero
par 2n de rotagcoes tem sempre determinante (—1)2" = 1, nao podendo ser
uma reflexao. Ja o produto de um niumero impar de reflexoes, embora repre-
sentado por uma matriz de determinante —1 pode ou nao ser uma reflexao.
Consideremos os sequintes exemplos:

1. Considere em R? o grupo W gerado por duas reflexdes s, e sz. Entdio,
a composta $,Sz € uma rotag¢ao de um angulo 20, onde 0 < 6 < 7w/2 € o
angulo entre as retas Ra e RB. Se identificarmos V' com o plano com-
plezo, temos que esta rotagio € dada por s,sp(z) = €2 e é imediato
constatar que oS tem ordem finita se e somente se w/0 for racional,
pois (sas5)" (2) = €2 ¢ 0 = 1 se e somente se 2n0 for miiltiplo
inteiro de 2mw. Este exemplo ilustra bem o fato de que a exigéncia de o

grupo ser finito € uma condi¢cao bastante forte.

2. Considere em R* as reflexdes nos planos coordenados: s;, 8, € s,. Es-
tas reflexoes se realizam simplesmente mudando o sinal de uma coor-
denada, ou seja,

Sz ((l‘, Y Z)) = (—.I, Y, Z)

Sy ((%y, Z)) <x> _y>z)
Sz ((ZL‘, Y, 2)) = ((L’, Y, _Z)

de modo que

$; 08,058, ((x,y,2)) = —(x,y,2)
nao € uma reflexdo, pois o unico ponto fixo € o vetor nulo. Nao ob-
stante, € fdcil verificar que ao compormos s, 05,05, obtemos a reflexvao
Sy.

E 6bvio que, se W for um grupo finito de reflexoes agindo em V' entao
qualquer 6rbita W (v) serd finita. A reciproca também é verdadeira, desde
que consideremos vetores nao nulos, e serve como um critério 1util para de-
terminarmos a finitude de um grupo:
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Proposicao 2.2.0.6 Seja ® um conjunto finito nao vazio de vetores nao
nulos e H = {H,|oo € O} um conjunto de hiperplanos. Seja W = (s,|a € ®).
Entao, W € finito se ® for invariante pela acao de W.

Demonstragao: Seja V; osubespaco de V' gerado por ® e V o complemento
ortogonal de V;. Temos entao que

%:ﬂHa

acd

de modo que Vj é o conjunto dos pontos fixos de W:
Vo = {v € V|w (v) = v para todo w € W}.

Como V = V@ Vi, temos que a acao de W em V' é determinada por sua acao
em Vi, que por sua vez ¢ determinada pela acdo em qualquer conjunto de
geradores de V1. Como V; é gerado por ® e este é invariante por W, podemos
considerar W como um subgrupo do grupo de permutacoes de ®, que é um
grupo finito. O

De modo genérico, chamamos o conjunto dos pontos fixos de W,

Vo= Ha

acd

de parte inessencial de V e seu complemento ortogonal V; = V- de parte
essencial. O par (IW,V) ¢é dito essencial se V5 = {0}. Como podemos
decompor sempre V = Vy, &V} e a agcao de W em Vj é trivial, podemos
identificar W com um grupo agindo em V; e, agindo deste modo, o par
(W, V1) é sempre essencial.

Vamos agora apresentar diversos exemplos de grupos finitos de reflexao.
Existem duas fontes classicas de exemplos.

A primeira delas é a teoria dos sélidos regulares (em dimensao arbitraria),
conhecidos como sélidos de Platao no caso tridimensional: considerando-se os
solidos com baricentro na origem do espaco euclidiano, associamos ao sélido
o seu grupo de simetrias, ou seja, o grupo de isometrias do espago euclidiano
ambiente que deixa o solido invariante.

A segunda destas fontes, que exploraremos com um pouco de detalhes
mais adiante, é a teoria de sistema de raizes, que surgiu do estudo de dlgebras
e grupos de Lie.
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Passemos, pois, aos exemplos:

Exemplo: [I,(n),n > 3] Seja dim V' = 2 e considere duas retas pela origem
formando um angulo de /n. Sejam s e t as reflexdes correspondentes a estas
duas retas e Iy (n) = (s,t). O produto r = st ¢ uma rotagao de 27 /n e assim
sendo tem ordem n, ou seja, r™ = Id. Se notarmos que

srsTt = s(st)s=sts=ts=1r"

trt™l = t(st)t=sts=ts=1r""

1

vemos que (r) é um subgrupo normal de ordem n.
Se quisermos ser mais explicitos em relacao a s e t, considerando s como
um eixo coordenado, podemos representar os geradores pelas matrizes

10 2c0s’T —1 —2cosZsinZ
S = t = n . n n .
0o —1 )’ —2cos Zsin © 1—20082%
dado um grupo G e subgrupo H C G (n@o necessariamente normal), é
fato conhecido que, G € finito se e somente se H e o conjunto de classes

laterais G/H forem ambos finitos. Neste caso, a ordem (cardinalidade) de
G, denotada por |G|, é dada pela equagao

|G| = [H|-|G/H].

Assim, para mostrarmos que I (n) é um grupo finito, vamos mostrar que
I, (n) / {r) é finito e de ordem 2. Para isto, basta mostrarmos que as classes
laterais s (r) e t (r) coincidem. Mas

sr=s(st)=tet(r)

e como duas classes laterais ou coincidem ou séo disjuntas, temos que s (r) =
t(r) e Iy(n)/(r) tem ordem 2.

Este grupo é conhecido como grupo diedral de ordem 2n, o grupo de
simetrias de um poligono regular de n lados e também denotado (em outros
contextos) por Da,. O

Exemplo: [A,,n > 1] Seja V = R"™! com o produto interno usual e S,
o grupo simétrico. S,;; age em R™"! permutando as coordenadas: dados
0 € Spex=(r122,...,0n1) € R™ definimos

g (ZL’) = (1’0(1),13(,(2), "'7x0'(n+1)) .
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E conhecido o fato que Snt1 € gerado pelas transposigoes (7, 7) ,7,7 = 1,2, ..., n+
1. Cada transposigao (i,j) determina uma reflexao s;; em R"! em torno
do hiperplano H;; := {z € R"™|z; = x;}. De fato, ao permutarmos a j-
ésima coordenada com a 7-ésima coordenada de um vetor, este permanece
fixo se e somente se estas coordenadas sao iguais, ou seja, se este pertence
ao hiperplano H;;. Mais ainda, H;; ¢ determinado pelo vetor

a;; = (0,...,0,1,0,...,0,—1,0, ..., 0)

onde as entradas nao nulas aparecem nas coordenadas ¢ e j. Ao permu-
tarmos estas duas coordenadas, ou seja, ao considerarmos sua imagem pela
tranposicao s; j, obtemos

Sij (aiJ) = Sij ((07 - 0,1,0,...,0,=1,0, ..., O))
= (0,..,0,-1,0,..,0,1,0,...,0)
= _aij7
e temos que s;; ¢ de fato a reflexao no hiperplano H;;.
Em termos matricial (considerando-se a base candnica de R™*1), temos

que o;; ¢ obtida a partir da matriz identidade pela transposicao da i-ésima
e da j-ésima coluna, por exemplo, a matriz associada a transposi¢ao (1,2) é

10 - 0
100 0
A= 001 0
000 -+ 1

e ¢ imediato constatarmos que s;; ¢ de fato uma transformacao ortogonal
(AAT = 1d). Assim, definimos A, como sendo a imagem da representagao
de S, definida pela identificagao (i,7) — si;.

Note que a acdo de S,4; em R"™! nio é essencial, pois

VE) = mHl] = {(.1'1’1'2, ...,.TnJrl) |x1 = T = ... = $n+1}.
i,J

A acao torna-se essencial se considerarmos sua restricao ao complemento
ortogonal

Vi= {(xl,x% ey Tpg1) |71+ o + o+ 2y = 0}
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O

Exemplo: [B,,n > 2] Novamente, consideramos V' = R" e a mesma acao de
S, permutando as coordenadas como no exemplo anterior. Para simplificar
a notagao, sempre que nao houver o risco de ocorrermos em ambiguidades,
vamos identificar .S,, com sua imagem no grupo ortogonal, ou seja, vamos
abusar da linguagem e escrever S,, = (s;;|1 <i < j <n). Conforme vimos
no exemplo anterior, as transposicoes s;; agem em R™ como reflexdes nos
hiperplanos H;; = {x € R"|z; = x;}. Além destas, consideramos as reflexoes
t; em torno dos hiperplanos H; := {z € R"|z; = 0}, que muda o sinal da
i-ésima coordenada. FEstas reflexdes geram um grupo (f;]i = 1,...,n) com
2" elementos, isomorfo a (Z/27Z)". De fato, vamos considerar um elemento
genérico (1,9, ...,6,) € (Z/2Z)" onde cada ¢; é igual a 0 ou 1, as classes
laterais definidas por 0,1 € Z. Lembre que 0 é o elemento neutro de Z, de
modo que (6, o 6) é o elemento neutro de Z". Vamos assumir por defini¢ao
que

$i =

7

Id seg; =0
ti seeg;=1

e definimos
U (z)22)" — (lli=1,...,n)
(81,52,...,€n) — ﬁlot‘ézo---otf{l ’

Para demonstrar que ¥ ¢é de fato um isomorfismo, é necessario observar
que as reflexoes t; e t; comutam, ou seja, t; ot; = t; ot;. Em termos
matriciais, considerando base ortonormal, este grupo é representado pelas
matrizes diagonais com entradas na diagonal iguais a +1. Se lembrarmos
que S, é representado por matrizes monomiais em que todas as entradas
nao nulas sao iguais a +1, é imediato observarmos que a interseccao desde
grupo com S, é trivial (V¥ ((Z/2Z)") N S, = {Id}) e este é normalizado
por S, (o (¥ ((Z/2Z)"))o™' = W ((Z/2Z)"), para todo o € S,). Defini-
mos entao B, como sendo o grupo gerado pelas reflexdes {t;|i = 1,...,n} U
{s;j|1 <i<j<n}. Em termos matriciais, é representado pelas matrizes
monomiais com entradas nao nulas iguais a £1. Como (t;|i = 1,...,n) tem
ordem 2" e (s;;|1 <1i < j <n) tem ordem n!, o produto B,, tem ordem 2"n!.
J& vimos no exempo anterior que um vetor x = (xy, s, ..., z,) € R" é fixo
pela agao de (s;;|1 <i < j <mn) se e somente se 1 = T3 = ... = T,. Mas
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neste caso, a menos que tenhamos x = 0, temos que

ti ((xl,-.-,./Ei_l,xi,xi_;'_l,xn)) - (‘Tla"'7$i—17_xi7'ri+17xn)

7’é ($17---7$i717xi7xi+1733n)

e segue que a acao de B, em R™ ¢ essencial. O

Exemplo: [D,,,n > 4] Considere o subgrupo de B,, gerado pelas reflexoes

si; em torno dos hiperplanos H;; := {z;+z; = 0}. Considerando a base

canonica {ey, €y, ..., €, }, temos que o vetor e; +¢; é ortogonal a H}; de modo
* _ * — 1

que s7; (e; +e;) = —e; — e;, a0 passo que s (e; —e;) = e; — e, pois este

perence a H;. Como podemos escrever

oo leite)tlei—e) _ (eites)—(ei—e)
i 9 ) J 2 )
obtemos que
s (e) = —e
32} (ej) = —e

Sij (ex) = ex, sek #1,j.

*

Em outras palavras, a matriz de sj; é obtida a partir da matriz identidade
permutando-se a i-ésima coluna pela j-ésima coluna e multiplicando-as por
—1. Se os indices envolvidos sao todos distintos ({i, 7} N{k,l} = 0) a matriz
associada a sj;0sy;, permuta a i-ésima coluna com a j-ésima, a k—ésima com a
[-ésima e altera o sinal de ambas. Ja se um dos indices coincide, digamos 7 =
k, a matriz associada a sj; 0 s7, ¢ obtida a partir da matriz identidade através
da permutagao (4, 7,[) aplicada as colunas correspondentes, de modo que trés
colunas estao envolvidas na pernutagao. No entanto, apenas duas delas (as
colunas j e l) tem o seu sinal alterado, conforme ilustrado no exemplo abaixo,
para o caso de matrizes 4 X 4:
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0 -1 0 0
X ¥ 0O 0 -1 0
Sijo © So3 1 0 0 0

0 0 0 1

0 -1 0 0
. -1 0 0 0
O Tl 0 0 0 1

0 0 -1 0

Generalizando este raciocinio para um numero qualquer de composicoes,
podemos mostrar que este grupo é representado pelas matrizes obtidas por
permutacoes de colunas da identidade em que um numero par de colunas
possui entradas negativas. Definimos D,, como sendo o grupo gerado pelas
reflexoes

{syll<i<j<npulsjll<i<j<nj.

Este é um subgrupo de indice 2 de B,, (veja exercicio 2). Como B,, tem ordem
2"nl e D,, tem indice 2 em B, concluimos que |D,,| = 2"n!/2 = 2" !nl.

Observe que D,, contem §S,, como subgrupo e os Unicos vetores invariantes
por S, sdo aqueles que tem todas as coordenadas idénticas, =, = (a,a, ..., a).
Claramente, ao considerarmos a reflexao sj, obtemos que

siy (a,a,...,a) = (—a,—a,a,...,a)

se a # 0, ou seja, se xr, # 0. Temos entao que a acao de D,, em R" é essencial.
O

Observacao 2.2.0.7 Os dois ultimos exemplos acima podem ser encarados
de modo bastante natural como produtos semi-diretos *.

'Dados dois subgrupos H, K C G tais que H N K = {e}, H subgrupo normal de G e
G = HK :={hk|h € H,k € K}, dizemos entao que G é o produto semidireto de H e K e
denotamos este produto por G = K xH. Observe que, como G = HK, dizermos que H é
normal em G equivale a afirmar que H é normalizado por K.Se ao invés de dois subgrupos
de um grupo dado tivermos dois grupos abstratos H e K e uma acaode p: K x H — H,
podemos definir a soma semidireta K x~ H como sendo o grupo que, como conjunto, nada
mais é que o produto cartesiano K x H. Definimos a identidade de K £~ H como sendo o
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No caso de B,, temos que a interseccao dos grupos
(tili=1,...,n) e (si|[1 <i<j<mn)

tem intersecgao trivial. De fato, considerando as representacoes matriciais,
temos que o primeiro consiste de matrizes diagonais com entradas +1 en-
quanto o sequndo consiste de matrizes monomiais com entradas +1. Além
disto, temos que
ty sek#1,]
Sijotkos,-j: tz sek:j s
t; sek=1

de modo que (t;]i =1,...,n) € normalizado por (s;;|1 <i < j<n), ou seja,
(t;|i = 1,...,n) € normal no grupo gerado por

Seque que B, é produto semidireto destes dois subgrupos (exercicio 9).

Jd no caso de D,,, temos que <3§<j|1 <i<j< n> ¢ normalizado por (s;;|1 <i < j <mn)
e estes tem interseccao trivial. Detalhes podem ser demonstrados de maneira
similar (exercicio 10).

2.2.1 Exercicios

1. Sejam [ e m duas retas concrrentes no plano euclidiano, e seja 0 < 6 <
/2 o menor angulo entre estas. Sejam s; e s; as reflexdes nestas retas.
Mostre que s; o s, € uma rotacao de um angulo 26 em torno do ponto
de intersecgao. Quando podemos afirmar que estas reflexoes comutam,
ou seja, ;0 Sy, = Sy 0 517

2. Considere a reflexao t; em torno do hiperplano H; = {x € R"|z; = 0}.
Mostre que todo elemento de B,, é gerado por D,, e {t;}. Conclua que
D,, tem indice 2 em B,,.

3. Mostre que I (n) é o grupo de simetrias de um poligono regular de n
lados. Seja § = ¢e?™/6 e R={¢, & +&*|j=0,..,5}. Mostre que R
é invariante pela agao de I (6).
(

elemento (e, eq) e o produto (ki, hy)*(ke, ho) = (ki1ke, h1p (k1, ha)). Com esta definigao,
temos que (k,h) " = (k7Y p (k71 ,h™")). Se considerarmos os subgrupos canonicos K* =
{(k,em) |k € K} e H* = {(ex,h) |h € H}, obtemos que K*xH* = Kx~H .

As duas familias de exemplo acima, B,, e D,,, sdo o produto semidireto de S,, com os
grupos (t;|i =1,...,n) e <sfj\i,j =1,...,n,i # j) respectivamente.
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Considere uma base canonica {ey, €g, ..., €41} de R"™!. Seja o’ a inter-
sec¢ao do hiperplano afim definido pela equagao r1 +xo+...+ 2,1 = 1
com o fecho convezo dos elementos da base (o conjunto das combinagoes
lineares > a;e; com o > 0 e > «a; = 1). Seja b o baricentro de o’ e
defina o = o0—b = {x — bjx € o}. Mostre que A, é o grupo de simetrias
de o.

Considerando uma base ortonormal de R"*!, mostre que os elementos
de A, s@o representados por matrizes monomiais (matrizes que em
cada linha e em cada coluna tem exatamente uma entrada nao nula)
unitdrias (a entrada nao nula é igual a 1).

. Mostre que As é o grupo de simetrias do tetraedro com vértices nos

pontos

(1, _\/57 _1%11\/3)7 (—2,0

—11 —-11v/3 5+ 13v3
(1,\/5,7\/_)7 (O’O’T\/_>'

—11 — 11\/5)

. Mostre que B3 é o grupo de simetrias de um cubo com vértices nos

pontos (€1,&9,€3), com g; = +1,i =1,2,3.

. Mostre que B, é o grupo de simetrias do n-cubo [—1,1]" C R™. Mostre

que também pode ser considerado como o grupo de simetrias do n-
octaedro, o fecho convexo de {£e;|i = 1,...,n}. Qual a relagdo entre o
n-cubo e o n-octaedro?

. Dados s;;,t; € B, verifique que

ty sek#1i,j
Sijotkosij: tz sek:j
t; sek=1

Conclua que B, = {t;|i = 1,...,n} x (s;45]1 <i < j <n).

Mostre que Dy, = (s};|1 <i < j <n)x (s;|l <i<j<n)
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2.3 Sistemas de raizes

De agora em diante, consideraremos W como um grupo de reflexoes finito.
Por definicao, W ¢é gerado por reflexoes s,, cada uma delas determinando
um hiperplano H, e uma reta L, = HL. Estas retas sio permutadas pelo
grupo W, conforme segue da proposicao abaixo.

Proposicao 2.3.0.1 Dadot € O (V) e a € V, entio tsat™' = sy0). Em
particular, se w, s, € W, entao sy € W.

Demonstragao: Para demonstrar que ts,t™! = s4(,) devemos mostrar que
tsat™ (t (@) = —t (@) e tsat ™ (y) =y se y € Hyn). Mas

tsatH(t () = tsq () =t (—a) = —t(a).

Além disto, se y € Hy(q), podemos escrever y =t (x), com x € H, e obtemos
que
tsat t(y) = tsat ! (t(2)) = ts, () =t (x) = y.
Assim, concluimos que, de fato, ts,t~! = St(a)- O
Observe que o grupo W determina as retas L, mas nao um conjunto
especifico de vetores diretores destas retas. Através da definicao abaixo, serd

especificada uma escolha de vetores associados ao conjunto de tais vetores,
chamados de raizes:

Definicao 2.3.0.2 Seja W um grupo finito de reflexoes. Um sistema de
raizes de W é um conjunto nao vazio ® de vetores nao nulos tais que:

1. N Ra ={a, —a} para todo a € P;
2. W € gerado por {s.|a € ®};
3. ® € invariante por W, ou seja, w (®) = & para todo w € W.

Os elementos de ® sao chamados de raizes.

Observe que, a cada grupo finito de reflexdes, estamos associando um
sistema de raizes (ndo tunico, pois se ¢ é sistema de raizes, entao c® :=
{cala € @} também o ¢, para todo 0 # ¢ € R). Se considerarmos a priori
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que W seja gerado pelas reflexdes s,, a segunda condicao torna-se redundante
e a terceira pode ser expressa por s, (®) = ®.

Sao os sistemas de raizes que nos permitirdo (secdo 2.4) classificar os
grupos de reflexao. Antes de darmos alguns exemplos, vamos introduzir
alguns conceitos relacionados.

Considere em um espaco vetorial V' uma ordem total qualquer, por ex-
emplo a ordem lexicografica ?: fixamos uma base ordenada {ey, ...,e,} e
dizemos que > a;e; < > be; se ar < by, e a; = b; para ¢ < k. Em outras
palavras, procuramos a primeira coordenada nao coincidente destes vetores
e a comparamos para ver qual é maior ou menor. Um vetor nao nulo v ¢é dito
positivo (negativo) se v > 0 (v < 0) ou seja, se sua primeira coordenada
nao nula for positiva (negativa). Assim, um vetor nao nulo v € V é positivo
se e somente se seu oposto —v for negativo.

Vamos agora considerar um grupo finito de reflexdes W com sistema de
raizes ®. Como as raizes aparecem aos pares {a, —a}, ao considerarmos em
V uma ordem total, o sistema de raizes ® é a uniao disjunta de II, o sistema

2Uma relacdo de ordem parcial em um conjunto A é uma relacio entre seus elementos
(que sinalizamos por <) satisfazento as seguintes propriedades:

1. Reflexiva: a < a,Va € A;

2. Anti-simétrica: Se a < be b < a entdo a = b;

3. Transitiva: Se a <beb < centao a < c.

Obviamente, o simbolo < nao é adotado por casualidade, mas sim devido ao fato de
todas estas propriedades serem satisfeitas pela relacdo de ordem usual no conjunto
dos ntuimeros reais.

Uma ordem parcial é dita total se satisfizer a seguinte propriedade adicional:

4. Tricotomia: Dados a,b € A, temos que ou a < b ou b < a.

Como exemplo. dado um conjunto X, consideramos a familia de todos os seus
subconjuntos, conhecido como conjunto das partes de X:

P(X)={AC X}.
Este conjunto é parcialmente ordenado pela relagao
A C B se e somente se A < B.

No entanto, se P (X) tiver ao menos dois elementos, este nao serd totalmente orde-
nado, pois dados z,y € X distintos, temos que {z},{y} € P(X) mas {z} £ {y} e

tampouco {y} £ {z}.
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das raizes positivas, e —II o sistema das raizes negativas. Observe que
a defini¢ao, de sistema positivo é estritamente arbitraria, pois este depende
da ordem adotada (veja exercicio 1).

Um subconjunto de raizes positivas A = {aq, ..., } C II é dito sistema
simples de raizes se for linearmente independente e toda raiz positiva puder
ser escrita como combinagao linear ) a;a; com todos os a;’s de mesmo sinal
(podendo eventualmente ser nulo). Observe que, como a definicdo de um
sistema de raizes positivas contém um certo grau de arbitrariedade, o mesmo
ocorrera com um sistema simples. No entanto, mostraremos mais adiante
que os sistemas de raizes simples e positivos estao em bijecao, ou seja, dado
um sistema positivo II existe um e apenas um sistema simples contido em II.

A existéncia de sistemas positivos de raizes é clara. O mesmo nao ocorre
para sistemas simples. Antes de demonstrar a existéncia de sistemas simples,
vamos apresentar alguns exemplos.

Exemplos:

1. Seja W =I5 (n), com n = 2k par. Considere a raiz enésima da unidade
¢ = e/ Entao, ® = {&,& +¢Mj=0,1,...,n — 1} é um sistema
de raizes. Podemos considerar

I = {&¢+&"j=01,...k—1}
~II = {¢, ¢+ j=k ...,n—1}
como sistema de raizes positivas e negativas respectivamente. Ob-
serve que as raizes positivas tem todas parte imagindria maior ou
igual a 0, de modo que estamos considerando a ordem lexicogréafica
definida pela base ordenada {i,1}. As raizes simples sao dadas por

A= {{0, ek 4 fkﬂ}. Se considerarmos o caso particular em que n = 4,
temos que o sistema de raizes positivas

I = {(1’ O) ) (17 1) ) (07 1) ) (_17 1>}

ao qual esta associado o sistema simples

A={(1,0),(-1,1)}.

De fato, temos que as raizes positivas restantes podem ser expressas
em termos destas como combinacoes lineares com coeficientes psitivos:

(1,1) = 2(1,0)+(-1,1)
(0,1) = (1,0)+(-1,1).
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2. Seja W = A,,. Consideremos a base candnica {ej,e,...,e,11} de
R e a ordem lexicogréafica definida por esta. Temos entdo que
O ={e; —¢j|1 <i#j<n+1}éum sistema de raizes e
H={e,;—¢j]l <i<j<n+1}
o sistema de raizes positivas definido por esta ordem. O conjunto
A={e —epli=1,..,n}
é um sistema simples associado a II. De fato, se i < j temos que

€, — ej = (61‘ — 6i+1) —+ (61'_;,_1 — 62‘4_2) + ...+ (ej_l — €j) .

3. Seja W = B,,. Considerando base usual de R", obtemos que
O ={te; (1<i<n), e;te; (1<i<j<n)}

é sistema de raizes. Considerand-se a ordem lexicogréafica induzida por
esta base temos que as raizes positivas sao dadas por

H=A{eli=1,....,n}0{e; + ¢l # jsi, 5 =1,...,n}U{e; —ej|l <i<j<n},
com sistema simples associado
A={enei—e1|li=2,...,n}.
De fato, para cada i =1, ...,n,
ei=(e;—eir1) + ... + (en_1 —€n) + €y,
e se 1 < j temos que

eit+e; = (e; — eir1)+...+(ej_1 —ej)+2(ej — €j41)+...+2 (en—1 — €n)+2e,

e, —ej = (e —eiy1) + (eir1 —€ipo) + ...+ (ejo1 —€5),

como no caso A,,.
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4. Seja W = D,,. Considerando novamente a base usual de R" e a ordem
lexicografica definida por esta, temos que

O ={te; £ej|l<i<yj<n}
é sistema de raizes e
D={e;+ejli#ji,j=1,...,ntU{e; —¢;]l <i<j<n}

é sistema de raizes positivas ao qual esta associado o sistema simples

A={e,1+en e —e qli=2,....n}.
De fato, assim como anteriormente, se ¢ < j temos que

e; —e; = (e; — eip1) + (€41 — €ig2) + ... + (ej-1 — €5) ,

e
eite; = (€1 —ej)+2(e; + ejr1) .42 (en—2 — en—1)+(€n_1 — €n)+(en_1 +e,).

O

Construimos sistemas simples de raizes para os exemplos trabalhados até
o momento. A existéncia de sistemas simples de raizes em situagoes genéricas
¢ demonstrada no segundo item do teorema abaixo:

Teorema 2.3.0.3 Seja & um sistema de raizes.

1. Entao, dado um sistema simples A C ®, existe um unico sistema pos-
itiwo 11 que o contém.

2. Reciprocamente, dado um sistema positivo de raizes II C ®, existe um
unico sistema simples A C I1.

Demonstragao:

1. Seja A sistema simples. Entao toda raiz de ® é combinagao linear
de elementos de A com coeficientes de mesmo sinal. Assim, um
sistema positivo 11 deve conter todas as raizes que sao combinacoes
lineares positivas de elementos de /A e nao podem conter as outras,
de modo que Il estd bem caracterizado, ou seja, se existir € unico
(contendo A). Para demonstrar a existéncia de I1, lembramos que
A € linearmente independente de modo que podemos completd-
lo a uma base de V. Feito isto, basta considerarmos a ordem
lexicogrdfica determinada por esta base.
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2. Suponha agora que € dado um sistema positivo de raizes I1. Nova-
mente, a unicidade de um sistema simples (contido em I1), se ex-
istir, € fdcil de constatar. Para mostrar a existéncia, tome A C I1
minimo, sujeito a condicao de podermos expressar toda raiz em I1
como combinacao linear positiva de elementos de A. Para mostrar
que A € um sistema simples de raizes, basta verificar que A € lin-
earmente independente.

Demonstragao:

1. Isto sera feito utilizando-se a desigualdade
(0, ) 0,se a # B EA, (2.1)

que serd demosntrada logo mais. De fato, suponha que A nao seja
linearmente independente. Entao, existe combinacao linear nao nula
Zae A @ = 0. Agrupando os coeficientes positivos e negativos desta
combinacao linear, podemos reescreve-la como

v:Zbgﬁ:ZCﬂ/

BeA YEAg

[¢]
com A = A;[JA, (unido disjunta) e todos os coeficientes bg, c, > 0.
Observe que, como nem todos os coeficientes sao nulos, temos v # 0.
Mas, assumindo que («, ) < 0 para raizes em A, obtemos

0< (v,0) = (Z Y cw) = Y by (B7) <0,

BEA YEA2 BeA1vEA2

um absurdo, de modo que A é de fato linearmente independente, ou
seja, um sistema simples de raizes.

Resta apenas mostrar a validade da desigualdade 2.1. Como sistemas de
raizes sao invariantes pelas reflexdes que estas geram, dadas raizes «, 3,
devemos ter s, (8) = f —ca (com ¢ =2 (5, a) / (o, v)) uma raiz. Note
que negarmos a desigualdade 2.1 é equivalente a assumirmos ¢ > 0.
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Suponha entdo ¢ > 0. Vamos mostrar que s, (3) nao pode ser raiz
positiva, nem negativa, um absurdo.

Suponha que s, () seja raiz positiva:

W =f-ca=Yer—ait 3 om 620

vEA YEAY#S

Se ¢z < 1, temos que

f=——a+ Y Ty,

1-— Cﬁ NEAAEB 1-— Cﬂ

é combinacao linear positiva de elementos de A\ {3}, contradizendo a
minimalidade de A. Por outro lado, se tivessemos cz > 1, teriamos

(cg—1)B+ca+ Z cyy = 0.
YEAY#S

Mas sendo todas as raizes envolvidas positivas e todos os coeficientes
nao negativos, deveriamos ter todos os coeficientes nulos, em particular,
c = 0, um absurdo.

Falta mostrar o absurdo de assumirmos que s, () seja raiz negativa.
Este caso segue de modo semelhante, devemos apenas considerar os
casos c+c, >0ec+c, <O0.

O

O teorema acima demonstra a relacao biunivoca existente entre sistemas
positivos e sistemas simples de raizes. Além disto, é claro que, dados um
sistema de raizes positivas II e um sistema simples A C II, para todo ele-
mento w € W, temos que w (A) é um sistema simples contido em w (II), se
considerarmos uma ordem que torne w (II) sistema de raizes positivas. Ire-
mos demostrar que todo sistema positivo (ou simples) pode ser obtido desta
forma, ou seja, estes sao todos permutados pela acao de W.

Lema 2.3.0.4 dado um sistema simples A C 11, se« € A entao s, (II\ {a}) =

M\ {a}.
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Demonstracao: Basta demostrar que s, (IT\ {a}) C II\ {a}, pois ambos
os conjuntos sao finitos de mesma cardinalidade. Seja entao o # 3 € IL.
Expressamos (§ = ZVGA ¢y, com ¢, > 0 e algum ¢, > 0,7 # «a. Aplicando a
reflexao s, obtemos

sl = - 200 S, 200D,

’YEA <Oé, Of>

Mas sabemos que, ao expressar alguma raiz como combinagcao linear de raizes
simples, todos os coeficientes envolvidos tem o mesmo sinal. Assim, como um
dos coeficientes ¢, ¢ positivo, todos os demais também devem ser positivos,
de modo que s, () é de fato uma raiz positiva. Além disto, esta raiz nao
pode ser «, pois a = s, (—a), de modo que s, () € I\ {a}. O

Teorema 2.3.0.5 Dados dois sistemas positivos I1, 1T C &, existe w € W
tal que w (I1) = II'. Dados dois sistemas simples A, A" C ®, existe w € W
tal que w (A) = A,

Demonstragao: Devido a relagao biunivoca entre sistemas positivos e
simples, basta demonstrar a afirmacao para sistemas positivos. Vamos faze-
lo por indugao sobre r = # (IT N —1T') 3.

Se r = 0 entao II = II' e nada temos a demonstrar. Suponha r > 0. Nao
podemos ter A C IT'; pois isto implicaria em termos II = II'. Seja entao
a € AN—II". O lema anterior nos garante que # (s, (II)N=II') =r—1ea
hipdtese de induc@o nos garante a existéncia de w € W tal que w (s, (II)) =
IT'; ou seja, ws, (IT) = IT". O

Nossa meta final neste capitulo é classificar os grupos finitos de reflexao
que é feito, esssencialmente, estudando-se os sistemas simples de raizes. No
que se segue, mostraremos que um grupo finito de reflexdes é gerado por um
sistema simples de raizes, e entenderemos as relacoes entre estas raizes.

Seja B umaraiz e 3 = ) A Cotx sua decomposigao relativa a um sistema

simples A. Chamamos al (3) = > A Ca de altura de 3 relativa a A.

Teorema 2.3.0.6 Dado um sistema simples de raizes A, W = (s,|a € A).

30 sfmbolo # denota simplesmente a cardinalidade do conjunto em questdo.
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Demonstracao: Seja W' = (s,|a € A). Queremos mostrar que W’ = W.
Considere a 6rbita W’ (/) de uma raiz positiva (. Esta 6rbita intercepta o
sistema de raizes positivas I (pois # € II). Seja entdo um elemento v €
W’ (B8) N1II de altura minima. Se expressarmos v = Y _. C,Q, temos que,
sendov raiz positiva, cada c, > 0. Mas

0<(v,7) =Y caim),

a€eA

aeA

de modo que para algum « teremos (7, ) > 0. Afirmamos que v = a. De
fato, se isto n@o ocorrese, teriamos que s, () seria uma raiz positiva. Mas
Sq (7) = — ca, com ¢ > 0, de modo que al(s, (7)) =al(y) — ¢ <al(v). Mas
v pertence a oérbita W' () e s, € W', de modo que s, (y) € W’ (5) N1I,
contradizendo a minimalidade da altura de 7.

Sabendo que a érbita de qualquer raiz positiva intercepta o sistema sim-
ples de raizes, temos que II € W’A. O mesmo vale para raizes negativas. De
fato, se 3 for negativa, temos que —f é positiva, e portanto existem w € W’
e a € A tais que w (o) = —f, donde segue que f = —w (a) = w(—a) =
WS, ().

Assim, ao considerarmos um gerador sg de W, encontramos w € W' e
a € A tais que f = w(«) e obtemos que sg = ws,w ' € W’ e segue que
W'=Ww. O

Vimos no lema 2.3.0.4 como a reflexao determinada por uma raiz sim-
ple age em um sistema positivo de raizes. Queremos estudar este tipo de
fenomeno para elementos genéricos w € W. Fixamos um sistema positivo de
raizes, 11, e definimos

n(w) = #[INw ' (-1))

= mnumero de raizes positivas levadas por w em raizes negativas.

Algumas propriedades elementares desta fungao sao expressas pelo lema a
seguir:

Lema 2.3.0.7 Seja Il sistema de raizes positivas, A C 11 sistema simples,
acAewel.

1. n(a) =1, para a € A.
2. n(w™) =n(w).
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3. w(a) >0=n(ws,) =n(w)+ 1.
4. w(a) <0=n(ws,) =n(w)—1.
Demonstracgao:

1. Segue imediatamente do lema 2.3.0.4.
2. Como
DNw ' (=) =w ! (w ()N -II) = —w™* (w (=II) N )
e w age como permutacao de raizes, temos que
n(w™) = #(INnw ' (-1II))
= # (w(=1)NII)

= n(w).

3. Se w (a) > 0, entao o lema 2.3.0.4 garante que

(o}

N sew™ (-II) = s, (INw™" (-11)) U {a}
de modo que n (ws,) = # (I N sqw™" (=11)) = n (a) + 1%

4. Segue de modo andlogo ao anterior.

Proposigao 2.3.0.8 Fize um sistema simples A. Sabemos que todo ele-
mento w € W pode ser expresso como produto sy - - - s, de reflexoes determi-
nadas por raizes simples (S; = Sq,, 0 € A). Suponha que n(w) < r. Entao,
existem indices 1 <1 < j < r tais que:

1oap = (sip1 - 85-1) (o) 5
2. Si418i42 S = SiSip1 " Sj—1.
Demonstragao:

(o)
40 sfmbolo U significa ”unido disjunta”de conjuntos.
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1. Para algum j, devemos ter (sysy---s;_1)(a;) < 0. De fato, se isto
nao ocorresse, o item 6.6 do lema 2.3.0.7 implicaria em termos n (w) =
r. Mas a; > 0, de modo que, para algum 1 < i < j, devemos ter
(SZ'SH_l s Sj_1> (Oéj) < O, enquanto (Si—i-l cee Sj—l) (Oéj) > 0. Mas se S;
leva a raiz positiva (s;11---sj_1) () em uma raiz negativa, o lema
2.3.0.4 nos garante que a; = (S;41 - - - Sj-1) ().

2. Denotando o = aj e w' = s;41 - - - sj_1, 0 fato de termos w' (o) = o
implica em w's,w'~! = Suw(a) = Sa;- Multilicando ambos os lados a

L ; ;o , .
direita por w’ obtemos que w's,; = s, w’, por seja,

Si41 " S8j—185 = SiSi41 -t Sj—1- (22)

(Il

Esta proposigao nos permite obter palavras reduzidas a partir de palavras
arbitrarias. Chamamos a atencao que este é um feito extremamente notavel,
que no final das contas permite a classificacao dos grupos finitos de reflexao.
Todo aquele que ja tentou determinar se alguma palavra em algum grupo
dado é ou nao reduzida, mesmo nos casos mais simples, reconhecera a im-
portancia deste resultado.

Corolario 2.3.0.9 (Condicao de Cancelamento) Seja A sistema simples
e w = $1S59...5, uma expressao de w em termos de raizes simples. Se s153...5,
nao for palavra minima (ou seja, se |lw| < r), entdo existem 1 <i < j <r
tais que

W=s1-8 85

Demonstragao: Segue imediatamente da proposi¢ao que
w:51“‘5i"‘3j"‘3r

se n(w) < r, bastando multiplicar ambos os lados da equacao 2.2 por s; a
direita. Para concluirmos basta mostrarmos que n (w) = |w|. De fato, o
lema 2.3.0.7 nos garante que n (w) < |w|. Se tivessemos n (w) < |w| = r,
bastaria expressarmos w como uma palavra de comprimento r. A proposicao
nos permitiria cancelar dois geradores da palavra, contradizendo o fato de r
ser a norma de w. O
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Acabamos de ver que |w| = n (w) = # (TN w™! (~II)). Podemos entao
pensar se é possivel relacionar as rafzes em II N w™! (—II) em fungao dos
geradores que aparecem em um expressao reduzida w = s; - - - s,.. Esta relacao
¢ explicitada pelo seguinte lema:

Proposicao 2.3.0.10 Se w = s;1--- s, for uma palavra reduzida em termos
de raizes simples, entio U Nw™ (=1II) = {8, By, ..., 3.} € definida por

61:37""'52(051)7 62:37”"'33(042)7 A 67’71:87"(047’)’57‘:04’“

Demonstragao: Sendo [INw™! (=II) e {#;, 35, ..., 3,} conjuntos de mesma
cardinalidade, basta mostrarmos que IINw~! (=1II) C {3, By, ..., B,.}. Conis-
deremos entao 3 € IINw~! (—II). Como > 0 mas w (B) = s1---s, (3) <0,
existe i tal que ;415 (8) > 0 e s;---5.(6) < 0. Como s; leva a raiz
positiva s;11--- s, () em uma raiz negativa, temos que s;q--- 8, (08) =
e consequentemente 8 = s,---8;11 (a;) = 3;,. Segue que I Nw™! (-II) =

{617627‘”767‘}' O

Esta proposicao pode ser reformulada do seguinte modo:

Proposicao 2.3.0.11 (Condicao de Troca) Seja w = $1---5, uma ex-
pressao em termos de reflexoes simples e s uma reflexdo simples. Entdo, se
lws| < |w|, existe i tal w = s1---5; -+ 5.8, ou seja, podemos trocar s; por s.
Em particular, w possui expressao reduzida terminada em s se e somente se
lws| < |w].

Demonstracao: Basta repetirmos o argumento do lema 2.3.0.7 para a ex-
pressao ws = Sy --- 8,8, tomando j = r + 1 na demonstracao do item 6.6 e
aplicar a condi¢ao de cancelamento (corolario 2.3.0.9). O

Se considerarmos um sistema simples de raizes A = {ay, ..., @, }, vimos
que as reflexdes Sa = {s,|a € A} sdo suficientes para gerar o grupo W,
ou seja, W = (Sa). Denotemos por m («, 3) a ordem do elemento s,sg.

Obviamente, o conjunto Ra = {(saswm(a’ﬁ) =1|a, 3 € A} ¢ um conjunto
de relagoes validas para o grupo W. As condig¢oes de cancelamento e de troca
nos permitem dar uma passo fundamental para a classificacao dos grupos

finitos de reflexao: mostrar que estas sao as tnicas relacoes necessarias para
determinar W, ou seja:
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Teorema 2.3.0.12 Dado um sistema simples A de raizes de um grupo de
reflexoes finito W, entao W = (Sa|Ra), ou seja, W € sugeito apenas as
relagoes

(sas3)™ P =1; «a,f€A. (2.3)

Demonstragao: Faremos uma demonstragao direta (e um tanto informal)
de que toda relacao

$189+ -8, = 1;  8; = 84, para algum «; € A (2.4)

em W decorre das relagoes dadas, no sentido de poderem ser expressas como
produto das relagoes 2.3 ou conjugadas a estas. Comegamos observando que
r deve ser par, pois det (s;) = —1 para cada i. Escrevendo r = 2¢, podemos
demonstrar o resultado por indugao sobre q.

Para ¢ = 1 obtemos s1s5 = 1 e, como s1 = 51_1, temos que sy = 1, ou
seja, temos na realidade a equacao s;s; = 1, uma das relacoes definidas em
2.3.

Vejamos o que acontece no caso r = 2q. Naturalmente, a relacao

51"'8q+18q+2"'57':1

é equivalente a relagao
W= 81" Sqp1 = S Sg+2- (2.5)

Observe que a palavra da direita que representa w é a composi¢ao de ¢ —
1 geradores de modo que, a palavra da esquerda s;---s,1 nao pode ser
reduzida. Podemos entao aplicar o item (b) da proposicao 2.3.0.8: existem
indices 1 <17 < j < g+ 1 tais que

Si+1 "'8]' = Si"'sj—b (26)

ou seja,
Sit 85155 Sip1 = 1. (27)
Se substituirmos 2.6 na equagao 6.6, obtemos

81-..Si(8i+1...8j)8j+1---Sr pr— 81"'Si(Si"'sj—l)sj—f—l"'sr

= Sl”'si—lsi—‘,-l"'sj—lsj—&-l"'ST:]-'

Observe que, por hipétese de indugao (esta equagdo envolve no maximo
r —2 = 2(q—1) geradores), esta relacdo decorre das relagoes bésicas em
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2.3. Se além disto a equacao 2.7 também decorrer das relagoes basicas, pode-
mos concluir a demonstragao. Mas, se esta envolver menos que r geradores,
podemos usar novamente a hipétese de indugao, de modo que resta apenas o
caso em que 2.7 envolve exatamente r = 2¢ simbolos, ou seja, quando ¢ = 1
e j =q-+ 1, de modo que 2.6 se escreve como

Syt Sgp1 = S1° - Sq. (2.8)

Para resolvermos este impasse, consideramos a relagao ss - - - 5,51 = 1, obvia-
mente equivalente a relacdo original (para tanto, basta conjugar por s; = 5]
ambos os termos da igualdade s1s5 -+ s, = 1). Repetindo os mesmos passos,
poderemos concluir o resultado a menos que tenhamos

83 Sqg42 = S2°* Sg41- (29)

Se este for o caso, reescrevemos esta relagao como

S3 (82 s Sq+1> Sq+2S8¢+1 -S4 = 1.

Repetimos o mesmo argumento e resolvemos nosso problema a menos que
tenhamos
Sy Sgr1 = S35283 - Sy (2.10)

Mas, das equagoes 2.8 e 2.10 decorre que
518283+ Sq = 535253+ S¢q

donde segue que s; = s3.
Prosseguimos deste modo, repetindo os passos ja feitos, mas considerando
as permutacoes ciclicas subsequentes da relacao inicial

$983...8.81 = 1, 8384...5189 = 1,...,8,51...8,_1 = 1

Feito isto, em cada uma das etapas procedemos como anteriormente, colo-
cando, na etapa k,

/ / / /
81 = Sky ey Sy = Spy Sp_jy1 = Sy -er Sp = Sp—1
e obtemos que, ou podemos escrever a relagdo s)s,...s. = 1 (obviamente
equivalente a relagao inicial 6.6) como combinagao das relagdes originais, ou,
obtemos que s} = sj, isto €, s, = s4. Prosseguindo desta forma temos que,
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ou em alguma etapa conseguimos mostrar o pretendido, ou entao completa-
mos todas as r = 2¢q permutagoes ciclicas de 6.6 sem conseguirmos concluir.
No entanto, este impasse é resolvido se notarmos que, nesta circunstancia
obtemos que

S1 =83 =+ "8-1, S2=84="""8p,

e a nossa relacao original 2.4 adquire a forma
q_ _
(5182) = 515951525182 = 1, (211)

e segue que, colocando o = a e f = a, ¢ deve ser multiplo de m (v, 3), ou

seja, a relacao 2.11 decorre da relacao bésica (sasﬁ)m(o"ﬁ ), O

Observacao 2.3.0.13 Dadas duas raizes a e 3, podemos considerar o plano
H, 3, gerado por o e 3. Claramente, este plano é invariante por s, e sz. Nao
é dificil ver que m (o, B) € nao apenas a ordem de sosg como também a de
sua restricao ao plano H, . Restringindo-nos a este plano nao é dificil ver
que, a menos de substituirmos alguma destas raizes por sua oposta, temos
que m/m (o, B) =7 — ZL(«, 8), onde £ («, ) € o angulo entre as raizes.

2.3.1 Exercicios

1. Seja ® um sistema de raizes em R"” e H um hiperplano tal que HN® =
(). Sejam H* e H~ os semi-espacos definidos por H, " = PN H' e
®~ = &N H~. Mostre que existe ordem lexicografica em R" tal que
®* ¢ sistema de raizes positivas e @~ sistema de raizes negativas.

2. Mostre que {£e; +¢;|1 <i < j < n} ésistema de raizes de D,,. Deter-
mine sistema simples associado.

3. Mostre que al (3) = 1 se e somente se f € A.

4. Seja A sistema simples de raizes de W. Mostramos que W = (s,|a € A),
ou seja, que A gera W. Mostre que este conjunto é um conjunto mini-
mal de geradores de W, ou seja, se A’ C A e W = (s,|a € A'), entao
A= A.

5. Demonstre o ultimo item do lema 2.3.0.7.

6. Mostre que det (w) = (—1)"™).
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7. Mostre que n (ww') = n (w) + n (w') mod2.

8. Dadas duas raizes positivas a e 3, mostre que m («, 3) = 2r—22 («, 3).

2.4 Classificacao dos Grupos Finitos

Seja W = (S|R) um grupo finito de reflexoes, sendo S é um conjunto gerador
de reflexoes. Cada reflexao é determinada por um hiperplano, que por sua
vez é determinado e determina dois vetores unitarios ortogonais. O conjunto
destes vetores forma um conjunto invariante por W, chamado de sistema
de raizes ®. A priori, podemos incluir em S todas as reflexoes de W, mas
vimos na se¢ao anterior(teorema 2.3.0.6) que W é gerado pelas reflexdes

determinadas por um sistema simples de raizes A. Além disto, vimos que o
grupo é completamente determinado pelas relagoes (sasﬁ)m(a’ﬂ ) = 1, a8 €
A.

Para classificar os grupos finitos de reflexao, consideramos trés objetos
associados a estes. Na realidade, estes objetos sao equivalentes, um clara-
mente determinado pelos outros, mas por conveniéncia técnica e mneumonica
definimo-os como objetos distintos.

O primeiro deles é a matriz de Coxeter de W, definida por M = My, =
(m (a, 8)), gen- Esta matriz depende da escolha do sistema simples de raiz
A e quando houver necessidade de explicitar o sistema de raiz, denotaremos
My = My, a. Obviamente, esta matriz determina completamente as relacoes
do grupo e portanto, dado um sistema de geradores, W esta bem determinado
pela matriz M. A matriz de Coxeter tem as seguintes propriedades®:

5Na realidade, matriz semelhante pode ser definida para qualquer grupo finitamente
gerado, onde m («a, #) é o menor inteiro positivo tal que (aﬁ)m(a”g) = Id e convencionarmos
que m (a, 3) = oo no caso de ndo existir tal inteiro, ou seja, se af for um elemento de
ordem infinita. O fato de o grupo ser gerado por reflexdes implica em termos os elementos
da diagonal m (o, @) = 1 e, como consequéncia, em termos m (o, 5) = m (8, «), ou seja,
na matriz ser simétrica. O fato de o grupo ser finito implica em todo elemento ter ordem
finita, de modo que em nenhuma entrada da matriz aparece o simbolo co.

De modo geral, um grupo abstrato finitamente gerado G, que admite uma apresentagao

)m(a7ﬁ) =1

da forma G = (sq;a € Al (saSs > com m (a, ) satisfazendo as trés pro-

priedades citadas é chamado de Grupo de Coxeter: finito se m (a,3) € N, infinito
se algum m (a, 3) = co. Os grupos de Coxeter finitos sdo exatamente aqueles que apre-
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1. M é simétrica, pois sgs, = (SQSQ)il e elementos inversos tem a mesma
ordem.
2. A diagonal é igual a 1, pois (s48.)" = 1.

3. Os elementos fora da diagonal sao estritamente maiores do que 1, pois
(sasp) = 1 implica em termos a = f3.

Antes de apresentarmos os exemplos, lembramos que vimos na observacao

2.3.0.13 que 7/m (o, B) = 1 — £ («, ).

Exemplo: [A,] Consideremos o sistema de raizes simples dado por A =
{e; — e;41|i = 1,...,n}. Verificamos diretamente que

(€i — €is1, €401 — €ig2) _ —1

4 . . = -
COS (az; Oéz+1) |€i _ €i+1| |ei+1 - 6z‘+2| 2

(ez‘ — €i41,€5 — €j+1) -0

4 . A -
CcOoSs (aw Oé]) ’ei — €i+1| |€j - ejiJrl’

se |j — ] > 1 de modo que
m(a;, 1) =3, m(oy,a;) =2se |j—i|>1

e a matriz de Coxeter do grupo A,, é dada por

1 3 2 2 2 2
3 1 3 2 2 2
2 3 1 3 2 92
Ma, =1 5 3 1 2 2
2 2 2 2 3 1

Exemplo: [B,|Considerando base usual de R" e o sistema simples de raizes

A= {ei — 6i+1,€n‘i = 1, = 1},

sentaremos neste capitulo, de modo que nao se acrescenta muito a teoria partindo-se do
caso de um grupo abstrato, apesar de a classificacao ser possivel sem considerarmos os el-
ementos absolutamente terrenos que temos aqui: planos euclidianos, hiperplanos, angulos
entre vetores.
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constatamos que
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(€ — €ir1, €5 — €j41) —lse |j—1=1
(ei —ei—1,65 —€j_1) Ose |j—i|>1
(en_1 —e€n,e,) = —1
(e; —eir1,6n) = 0sei<n—1

de modo que

cos (v, iy1)
cos (o, a;)
cos (vp—1, v

Consequentemente,

m (ai7 Oéz‘+1)

e obtemos
1
3
Mg, =
Exemplo:
ralzes

A:{ei—

SRR

(€i — €it1,€ip1 — €it2) _ 1 seitl<n
lei — €iv1]l€ir1 — €iyal 2

Ose |i—j]>1

(En—1—€nsen) 1

|en—1 — €nl |en| V2

3sei+1<n, m(a,_1,0n)

= 4, m(voj)=2se [i—j|>1

2 2 2 2
2 2 2 2
2 1 3 2 2
2 3 1 3 2
2 2 3 1 4
2 2 2 4 1

[D,,] Considerando base usual de R" e o sistema simples de

€i11,€En—1 —+ €n’2 = 1, = 1},
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constatamos que

) —1lse |j—il=1
(ei—eip1,6j—ejp1) = Ose |j—i|>1
(én—1+e€n,€n1—€,) = 0
) = -1
)

= 0Osej<n-—2

(en—l + €n,n—2 — €n—1

de modo que

o e 1
cos (a, ait1) (€1 — €1, €iv1 — €iva) =——sei<n—1
‘61 - €i+1’ ’€i+1 - €i+2| 2
cos (o, a;) = 0Ose |i—j|>1

(en—l + €n, n—1 — en)

€os (Qup, Qupy— = =0
( 1) ‘enfl + en’ ’enfl - en’
CcoS (OA a ) — (6n—1 + €n, n—2 — 6n—l) — _1
w2 |en—1 + en’ |6n—2 - 6n—1| 2
Consequentemente,
m(an-2,0n) = m(a;ait1)
= 3seit+1l<n, m(w,q))
e obtemos
1 3 2 2 2 2
3 1 2 2 2 2
Mp, =1 2 2 1 3 2 2
2 2 3 1 3 3
2 2 2 3 1 2
2 2 2 3 2 1

O

A esta matriz, e portanto ao grupo W, associamos uma forma bilinear
de Coxeter definida pela matriz A = Ay = (a (o, ), gea com entradas

™

m (o, 3)

a(a, 3) = cos
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Esta matriz é obviamente simétrica e afirmamos que é positiva definida, ou
seja, se considerarmos um vetor 7 = (xy,...,x,) € R" (com n = dimV =
|A]), entao Q (z) := 27 Az > 0 para todo € R" e Q (z) = 0 se e somente se
x = 0. De fato, podemos considerar nossas raizes como tendo norma 1. Feito
isto, temos que a (a, 5) = (o, ) (veja observagao 2.3.0.13), de modo que A
nada mais é que a matriz que representa, relativamente a base A, o produto
interno euclidiano usual, ou seja, se ordenarmos as raizes simples colocando
A ={aq,...,a,} e expressarmos

L= Zfﬂi, Y= ZQ%
=1 =1

entao
a(a,ar) - alo, o) G
<$,y> = (517 7571) :
a(ap,ap) -+ alay,ap) ¢,
Por analogia, diremos que uma matriz quadrada M = (m;;) é posi-

tivo definida (positiva semi-definida) se a forma bilinear associada A =
(cos (m/my;)) for positiva definida (positiva semi-definida).

Este fato é importante para vermos que na realidade, a matriz de Coxeter,
ou a forma bilinear de Coxeter determinam o grupo em um sentido bastante
forte:

Teorema 2.4.0.1 Sejam Wi, e Wy grupos finitos de reflexoes de Vy e Vs
respectivamente, ambos com ac¢ao essencial. Sejam A; sistema simples orde-
nado de raizes, My, a matriz de Coxeter de W; determinada por A; e O (V)
o grupo das transformacgoes ortogonais de V; para 1 = 1,2. Se existe matriz
C € O (W) tal que CMy, A,CT = My, entao, existe isometria T : Vi — Vs
que induz um isomorfismo de Wi em Wi.

Demonstracao: Se denotarmos por {o; 1, @2, ..., @} as raizes ordenadas
de A;, definimos 7" como sendo a transformacao linear tal que 7' (a4 ;) = a5,
para cada raiz a;; € A;. Se considerarmos as reizes como tendo norma 1,
temos que o angulo entre duas raizes distintas «; j e a;  é T—7/m (09 j, 01 ;)
de modo que

s T

<0417j7051,k> = — COoS m, <Oé2,j7062,k> = — COS m
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Mas por defini¢ao, C' My, o,CT = My, c(a,) € como C € O (V;) temos que
(C(a1,),C (1)) = (1,5, Cr k) e como My, ca,y = Mw, a, concluimos que

(g, 01k) = (Cary),C(arg)) = (o, aon) = (T (1), T (a1r))

ou seja, T é uma isometria entre V; e V5. Obviamente, T induz um iso-
morfismo entre os grupos Wy e Wi. O

Temos entao que, para determinarmos os grupos finitos de reflexao, basta
determinarmos as matrizes (a;;), ., simétricas de tipo positivo com entradas
naturais, e tais que a; = 1 e a;; > 1 para todo 7,j = 1,...,n. Esta missao
parece ser mais dificil do que realmente é. Para podermos classifica-las va-
mos introduzir um terceiro objeto, equivalente a matriz de Coxeter ou a
forma bilinear associada, chamado de grafo de Coxeter ou diagrama de
Dinkyn.

Definigao 2.4.0.2 Um grafo de Coxeter é um grafo (ndao orientado), com
arestas ponderadas por inteiros m > 3 ou pelo simbolo oo

Observe que grafos e matrizes de Coxeter sao objetos equivalentes, ou
seja, podemos construir um tnico grafo a partir de uma matriz e esta matriz
pode ser reconstruida de modo unico a partir do grafo. Também podemos
associar a um grafo de Coxeter uma forma bilinear simétrica de Coxeter.
A associacao entre matrizes de Coxeter e grafos é feita do seguinte modo:
Dada matriz M = (m (o, o)), ;_, ,, construimos um grafo com n vértices,
um para cada «;,7 = 1,...,n. dois vértices associados a «; e «; sao ligados
por uma aresta se e somente se m (a;, ;) > 3. Ponderamos cada aresta por
m = m (o, ;). Como o caso m (o, ;) = 3 acaba sendo muito freqiiente,
omitimos o simbolo m = 3 na representacao grafica do grafo. Obviamente,
podemos de modo similar associar uma matriz a um grafo de Coxeter pelo
processo inverso: Numeramos os n vértices do grafo e construimos a matriz
M = (mij)z‘,j:l,...,n onde m;; ¢ o peso da aresta ligando o ¢-ésimo ao j-ésimo
vertice, m;; = 2 se nao existe aresta ligando estes vértices e m;; = 1.

Podemos resumir estas correspondéncias do seguinte modo:

Objeto\ Objeto associado e isomorfismo | Matriz Forma Grafo
Matriz de Coxeter M; Id A Qur | Tars Que
Forma de Coxeter M 4; QX}F A; 1d I's; Qpg
Grafo de Coxeter Mr; Q]TjG Ar; Q;é I'; Id
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e estas associagoes sao canoOnicas e unicas, definidas por bijecoes de modo
que

Qur o Qe = Qua; Qe o Qg = Qe Qra o Ve = Ufp-

Por analogia ao que ocorre com formas bilineares, dizemos que um grafo de
Coxeter I' é positivo definido (ou positivo semidefinido) se M assim
o for. Diremos que o grafo é do tipo positivo se este for positivo definido
ou semi-definido. Como as formas de Coxeter associadas a grupos finitos
de reflexao sao sempre positivo definidas, os grafos de Coxeter associados a
grupos finitos de reflexao sao sempre positivo definidos. Esta bijecao entre
grafos e matrizes, junto com o teorema 2.4.0.1, nos dizem que, classificar os
grupos finitos de reflexao é equivalente a classificarmos os grafos de Coxeter
de tipo positivo.

Dizemos que um grafo de Coxeter é conexo, se o for no sentido topoldgico
usual, bastando considerarmos cada aresta isométrica a um intervalo, ou
seja, se dados dois vértices quaisquer estes puderem ser ligados por uma
sequiéncia de arestas. Suponha que o grafo de Coxeter de um grupo W tenha
duas componentes conexas I'; e I'y. Dados vértices «; € I';, i = 1,2, entao,
devemos ter m (a1,a3) = 2, de modo que o angulo entre as raizes, dado

por cos (m/m (aq,as)) € igual a /2. Temos entdo que a forma bilinear de
Coxeter associada a W é dada pela matriz Ay = 1%1 122 >ou seja, as
raizes pertencentes a I'; e a I'ys geram subespagos complementares ortogo-
nais, que denotamos por (I';) = {Zaen Taa|z, € R}. Se denotarmos por
W; = (sq]a € T';) 0 subgrupo de W gerado pelas reflexoes associadas a raizes
em I'; (i =1,2), temos que (I'1) é invariante pela acao de I'; e de I'y, assim
como o espaco I'y. Temos entao que, na realidade, o grupo W pode ser identi-
ficado isomorficamente com o produto direto Wy & Wj. Assim, ao tentarmos
classificar os grupos finitos de reflexao, basta classificarmos os grupos ide-
componiveis, ou seja, 0s grupos que nao podem ser expressos como soma
direta de grupos nao triviais. Antes de procedermos a classificacao propria-
mente dita, devemos introduzir uma familia de grafos de tipo positivo:
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A, (n>1) o o oo 5
B,(n>2) o o S S
Dy(n>4) o 4
o
Eg o o
o
Er o
o
Es o
Fy o 4 o
Hs oio—o
H, o0 o
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Antes de mais nada, devemos demonstrar que estes diagramas sao de
fato diagramas positivo definidos. Conforme observamos anteriormente, um
diagrama associado a um grupo finito de reflexdes W é positivo definido.
Vamos entao demonstrar que estes sao de fato grafos associados a grupos
finitos de reflexoes.

As trés primeiras familias sao associadas respectivamente aos grupos
A,, B, e D,. Para vé-lo, basta comparar os grafos com as matrizes de Coxeter
nos exemplos 2.4,2.4 e 2.4 respectivamente. Vamos realizar os grupos rela-
tivos aos outros casos de modo um tanto que esquematico, exibindo sistemas
simples de raizes. Apenas lembramos que, assim como feito anteriormente,
consideramos {ey, ..., e, } uma base ortonormal de R™. Lembramos ainda que,
dadas raizes « e 3, vale a igualdade

E¢ Consideramos base ortonormal {ey, ...,eg} de R® e as raizes

a = 5(61+€2+€3—€4—€5—€6—€7—€8), gy = ey — e,

Q3 = €3 — €3, Oy =¢€4—6€3 (Q5=~C65—€, Qg=C— E€5.
Obviamente, para i, j > 2, temos que

—1/2 seli—jl=1
—Cos ———— = L
m (a;, o) 0 seli—j|>1
de modo que

[ 3 seli—jl=1
m(o‘“o‘ﬂ>{ 2 seli—j|>1

De modo similar, verificamos que

~eos ™ B 0 sei#4
m(ar,a;) | 1/2 sei=4
de modo que
2 sei#4
m<a17ai):{3 seiiél :
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Obtemos assim a matriz de Coxeter

12 2 3 2 2
213 2 2 2
2313 2 2
3231 3 2
222313
222 2 31

e o grafo correspondente ¢é de fato o grafo & da figura 2.4.

Segue quase que do mesmo modo que no anterior. Apenas que, no
caso F7; acrecentamos a raiz a; = e; — eg e no caso Fyg, além desta,
acrescentamos a raiz ag = eg — er.

Consideramos base ortonormal {ey, ...,e4} de R* e as raizes simples
1
o = —§(€1+€2+€3+€4), Q9 = €1,
3 = €2—€1, Q4 =¢€3— 6

obtendo que

™ { —-1/2 i=2

— COS —m (a17 al) — 0 , — 3’ 4
s V2/2 i=3
—Cco0S ——— =
m (ag, ;) 0 =4
T
—cos———— = 1/2
m (o, o) /

de modo que

( ) = 3 1=
A B
4 1=
m(az i) = {2@:&4
m(az,aq) = 3
obtemos a matriz
1 3 2 2
3 1 4 2
241 3
2 2 31
e o grafo correspondente F, (figura 2.4).
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H3 Tomando um sistema de coordenadas em R3 definido por uma base
ortonormal, consideramos o sistema de raizes

] = €1 — €9, 042:—261+€2+63, 043:€1+62—2€3

— cos = —
m (a1, az) 2
T
—cos——— = 0
m (o, az)
T
—cos —— = —1/2
m (02, 3)
I, (m) Consideramos as raizes
7r .
o] = €], Qg = —COS—e; + sln —ey
m m
e obtemos que
7r 7r
— C0S ———— = — COS —
m (a1, az) m

de modo a termos m (ay, ag) = m e de fato, o grafo de I (m) é o grafo
7, (m) da figura 2.4.

Tendo visto que todos estes grafos estao associados a grupos finitos de re-
flexao, para classificar os grupos finitos de reflexao, devemos apenas mostrar
que estes sao todos os grafos de Coxeter positivo definidos. Para fazé-lo,
precisamos como construcao auxiliar, determinar uma familia de grafos de
Coxeter positivos semi-definidos. Considerarmos os grafos representados pe-
los diagramas a seguir.



Ay
An(n>2)
s,
B, (n>3)
C, (n>3)
D, (n>4)
Eg

Er

Eq

F4
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Oo——©O
4 4
Oo——0O0——O
>_@ 4
O——O0—0O
4 4
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Teorema 2.4.0.3 Os grafos da figura 2.4 sao todos positivos semi-definidos,
ou seja, a forma bilinear associada a eles € positiva semi-definida.

Demonstragao: Os grafos na figura 2.4 sao todos obtidos a partir dos
grafos da figura 2.4 pelo acréscimo de um tinico vértice ou, equivalentemente,
se excluirmos um vértice conveniente de um grafo da lista 2.4 obtemos um
grafo da lista 2.4. Em termos da forma bilinear Ar, estamos afirmando que,
com a escolha apropriada de algum i € {1,2,..n + 1}, a exclusao da i-ésima
linha e da i-ésima coluna da forma Ar associada a um grafo da lista 2.4 nos
leva a uma forma de Coxeter associada a um dos grafos da lista 2.4. Como
as formas associadas a primeira lista de grafos sao todas positivas definidas,
para mostrarmos que uma forma associada a um grafo da segunda lista é
positiva semi-definida, basta demonstrar que seu determinante ¢ 0.

A forma bilinear associada a A, tem determinante nulo pois a soma das
colunas de A, é nula, ou seja, os vetores coluna sao linearmente independente.
Ja no caso A;, temos que a forma bilinear associada é determinada pela

matriz
cosm cosO ) ([ —1 1
(cosO cosw)_< 1 —1)

onde estamos assumindo, por defini¢ao, que uma ligagao com peso oo corre-
sponde a um angulo nulo. L

Seja entao I' um grafo da segunda lista distinto de A; e A,,. Podemos
enumerar seus vértices de modo que o ultimo vértice seja aquele que necessi-
tamos retirar para obter um grafo da primeira lista. Podemos constatar que
esta escolha pode ser feita de tal modo que este vértice se conecta a apenas
um outro vértice adicional, ligado por uma aresta de peso 3 ou 4 (no caso
de 571) Se considerarmos a forma associada 2Ar obtemos entao que ela é do
tipo

0
/ :
2AF: <2AF) 0 ’
C
0 --- 0 ¢ 2

onde 2A} é forma bilinear associada a um dos grupos [ da primeira lista,
obtido a partir de I' pela exclusao do vértice apropriado e ¢ = 1 se este vértice
estiver ligado por uma resta de peso 3 e ¢ = 2 no caso de estar ligado a I
por um vétice de peso 4. Expandindo o determinante pela tltima linha ou
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coluna e examinando-o caso a caso, verificamos que de fato det (2Ar) =0 e
concluimos que os grafos correspondentes sao de fato positivo semi-definidos.
O

Entendemos por subgrafo um grafo IV obtido a partir de I' através da
composi¢ao de uma ou mais vezes das duas operacoes seguintes:

1. Podemos excluir um vértice de I' e junto com este vértice as arestas
que lhe sao adjacentes.

2. Podemos diminuir o peso de alguma aresta de I'.

A classificagao dos grafos de Coxeter pode ser feita utilizando-se repetidas
vezes a seguinte proposicao:

Proposigao 2.4.0.4 Seja I' um grafo de Coxeter de tipo positivo. FEntdo,
todo subgrafo T distinto de T' é nao apenas do tipo positivo, mas positivo

definido.

A demonstragao desta proposicao nao chega a ser dificil, mas a omitiremos
neste texto. Pode ser encontrada em [Hu, Secao 2.6].

Teorema 2.4.0.5 (Classificagao dos Grafos de Coxeter Positivos) Os
grafos das figuras 2.4 e 2.4 sao os unicos grafos de Coxeter conexos do tipo
Ppositivo.

Demonstragao: Suponha que exista um grafo de Coxeter conexo I' que
nao conste das figuras 2.4 ou 2.4. Mantenha as duas figuras a vista. Iremos
utilizar a proposi¢ao acima em diversos pequenos passos de modo a obter-
mos uma contradicao. Iremos utilizar esta proposicao tantas vezes que nos
daremos a liberdade de se referir a ela simplesmente como ”a proposigao ”.

Vamos entao supor que I' possui n > 1 vértices e que o peso maximo de
suas arestas € m < 0o. Siga os passos com atencao:

1. O tnico grafo possivel com um vértice é o grafo A;. Os tnicos grafos
possiveis com dois vértices também constam das listas exibidas, sao
5 (n) ou A;. 0, 0 numer vértices de I' é n > 3.
I ou A;. Logo, o o de vértices de I >3

2. Nao podemos ter 111 como subgrafo de I', pois ;{1 nao € positivo
definido, e isto contradiria a proposicao. Temos entao que m < oo.
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. Como A, nao é positivo definido, nao pode ser um subgrafo de I', pois

contradiriamos a proposi¢ao. Logo, como assumimos que I' # A,, I’
nao contém circuitos fechados, ou seja, é uma arvore.

Observe que I' nao pode ter nenhuma aresta com peso maior ou igual
a seis. De fato, se isto ocorresse, lembrando que n > 3, eliminando
vértices e subtraindo peso, teriamos G5 como subgrafo de I', con-
tradizendo a proposicao. Logo, m < 5.

Suponha agora que m = 3. Estamos supondo que todos os vértices
tem peso 3.

. I' deve ter algum ponto de bifurcacao, pois do contrario teriamos I' =

A,

. I pode conter no méaximo um ponto de bifurcacao, pois do contrario

possuiria um D,, como subgrafo, contradizendo a proposicao.

. Como a proposicao garante que I' nao contém 154 como subgrafo, I' nao

pode possuir ponto de bifurcagao com 4 ou mais arestas. Temos que o
ponto de bifurcacao de I' é ponto de encontro de exatamente 3 arestas.

Temos entao um tnico ponto de bifurcacao em I' e deste ponto partem
3 arestas. Suponha que na direcao de cada uma destas arestas I' tenha
respectivamente a, b, c vértices. Vamos assumir que a < b < c.

Nao podemos ter Eg como subgrafo de I', de modo que ao menos em
alguma destas 3 direcoes existe apenas um vértice, ou seja, a = 1.

De modo similar, nao podemos ter E7 como subgrafo de I', de modo
que b < 2.

Se b fosse igual a 1, teriamos I' = D,,, um absurdo. Logo, b = 2.

Recordemos que, partindo do ponto de bifurcagao temos, em uma
primeira dire¢ao exatamente a = 1 vértice e numa segunda direcao
b = 2 vértices. Como Eg nao pode ser subgrafo de I', devemos ter
c<A4.

Como 2 =b < ¢ < 4, temos que ¢ = 2,3 ou 4. Estes casos correspon-
deriam a I' ser Ejg, 7 ou Eg respectivamente, um absurdo. Logo, nao
podemos ter m = 3.



2.4. CLASSIFICACAO DOS GRUPOS FINITOS 51

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Vamos assumir agora que m = 4, ou seja, que ' possui ao menos um
vértice com peso 4 e nenhum vértice com peso maior do que 4. Lembre
ainda que estamos assumindo que I' possui ao menos 3 vértices. Além
disto I' nao possui circuitos fechados.

I ndo pode possuir trés vértices, pois os unicos grafos com trés vértices,
com uma aresta de peso 4 e a outra de peso 3 ou 4 sao os grafos Bs e
B5 contidos nas nossas listas. Logo, n > 4.

" nao pode ter duas arestas com peso 4, pois isto implicaria em termos
By como subgrafo de I', no caso de estas arestas serem consecutivas, ou
C,_1 no caso de estas nao serem consecutivas, ambas as possibilidades
contradizendo a proposicao.

Temos que I' possui ao menos 4 vértices, exatamente uma aresta com
peso 4 e todas as outras com peso 3.

Suponha que a aresta com peso 4 seja uma aresta extrema.

Se I' nao possui bifurcacao, I' = B,,, um absurdo, pois I' nao pertence
a nenhuma das listas.

Se I' possui alguma bifurcacao temos que I' = By se n = 4 ou I
possui algum By, como subgrafo, no primeiro caso contradizendo nossas
hipdteses e no segundo a proposicao.

Suponha que a aresta com peso 4 nao é extrema.

Neste caso, temos que I' é igual ou contém F); como subgrafo, novamente
um absurdo.

Concluimos assim que nao podemos ter m = 4.

Supomos agora que m =5 e n > 3.

Se existe uma aresta de I' com peso m = 5 que nao seja extrema, entao
I' possui um subgrafo

Z4 O 5 O
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o que é impossivel pois a forma bilinear determinada por este grafo é
dada pela matriz

1 -1/2 0 0

| —1/2 1 —cosg 0
Az = 0 —cos? 1 —1/2

0 0 ~-1/2 1

que é indefinida pois possui auto-valor negativo
9 1 1
A=—o—=\5—= (22 2 5).
< 3Vo- g +2V5

Se n > 5, I" possui subgrafo igual a

Zs o2 o

o que ¢é impossivel, pois a forma bilinear associada a Z5 é determinada
pela matriz

1 —cos % 0 0 0

—Cos ¢ 1 -1/2 0 0

Az, = 0 ~1/2 1 -1/2 0
0 0 -1/2 1 —1/2

0 0 0o -1/2 1

que nao ¢ do tipo positiva, pois tem —1 como autovalor.

Mas, se n = 3 ou 4 temos I' = H3 ou H, respectivamente, contradizendo
nossa hipotese.

Como excluimos todas as possibilidades, chegamos a um absurdo, ou seja,
todo grafo de Coxeter do tipo positivo esta listado nas figura 2.4 ou 2.4. O



Capitulo 3

Estrutura Simplicial

Seja W um grupo finito de reflexoes, agindo em V' de modo essencial. Con-
sidere ® um sistema completo de raizes. Cada hiperplano H,,« € ® divide
V' em dois semi-espagos abertos. O conjunto

U Ha

acp

é constituido de varias componentes conexas (mais adiante poderemos dizer
com seguranca quantas), cada uma delas um conjunto aberto e poliedral’.
Comecaremos este capitulo estudando propriedades genéricas de conjuntos
poliedrais construidos deste modo e mais tarde voltaremos aos grupos de
finitos de reflexao.

De modo mais geral, sejam f; : V — R,i =1, ..., k funcionais lineares nao
nulos. Para cada i, a equacdo linear homogénea f; (r) = 0 determina um
hiperplano H?, conjunto de solugdes da equagao, o qual delimita dois semi-
espagos: H; e H; , os semi-espago em que f; assume respectivamente valores
positivos e negativos. Sob o ponto de vista topolégico, HY é o bordo de cada
um dos H;* e o fecho de cada semi-espaco é denotado por ch = H;UHF.

Note que cada hiperplano H? determina um funcional f; e este funcional é
unico a menos de multiplos por escalares nao nulos. Observe que, cada com-
ponente conexa de V\ U¥_, H? é perfeitamente caracterizada pela a escolha

!Neste contexto, podemos assumir a definicio (mais fraca) de ser conexa or caminhos,
ou seja, uma componente conexa C' é um conjunto maximal relativo a seguinte propriedade:
dados x,y € C, existe caminho continuo ¢ : [0,1] — C tal que ¢(0) =z e ¢(1) = y. Neste
caso particular, teremos que estas componentes serdo convexas o que nos permite afirmar
a posteriori que o segmento de reta ligando os dois pontos estd contido em C, ou seja, o
caminho ¢ (t) = tx + (1 — t) y estd contido em C.

93
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de k simbolos + ou —, feita do seguinte modo: a um ponto x associamos
o conjunto ordenado de simbolos (e1,e9,...,;) com g; = + se f;(z) > 0 e
g; = — se fi(x) < 0. Outro modo de enunciar esta afirmacao é que cada

componente conexa de V\ U UH; é imagem inversa de um ponto do con-
junto {+, —}" pela aplicacao acima. Cada uma destas componentes conexas
¢é chamada de célula de dimensao n = dim (V'), também chamada de célula
de dimenao méaxima ou codimensao 0. De modo geral, uma célula é deter-
minada pela escolha de sinais (1, €9, ..., £¢), com &; = +, — ou 0. O conjunto
dos pontos ao qual associamos o mesmo conjunto de sinais é a interseccao
NY_,H" e tem dimensao n—r, onde r é o nimero de ¢; nulos. Dizemos entao
que A =¥ H é uma célula de dimensao n — r, ou codimensio r. Se
os vetores ortogonais aos espacos HY formarem um conjunto gerador de V,
temos que existe uma e apenas uma célula de dimensao minima, A = {0}.
As células determinam uma particao de V' em cones, conjuntos convexos de
vetores, fechados pela soma e pelo produto por escalares positivos.

O suporte de uma célula A é o menor subespaco L4 que a contém,
que é nada mais que o subespagos determinado pelas equagoes f; (z) = 0,
com ¢ percorrendo o conjunto I4 de indices para os quais €; = 0. Note que,
como sub-conjunto de L4, A é determinado por desigualdades estritas e; # 0,
i €{1,....k}\Ia, de modo que A é um subconjunto aberto de L 4°.

Dizemos que uma célula A é face de uma aresta B se A puder ser obtida
de B a partir da substitui¢do de um conjunto (eventualmente vazio) de de-
sigualdades f; = ¢;, ¢; # 0 por igualdades f; = 0. Em outras palavras,
dizemos que A é face de B se Ig C I4. Denotamos esta relacao por A < B.
O ndmero de novas igualdades introduzidas, § (/4 — Ip), é a codimensao de
Aem B.

O fecho A de uma célula A é obtido substituindo-se todas as desigualdades
estritas f; > 0 ou f; < 0 por desigualdades nao estritas f; > 0 ou f; < 0
respectivamente. Chamamos A de célula fechada. Segue da definicio que
A =p<s B. Como as células sdo disjuntas, temos que B < A se e somente
se B C A. Em particular, B = A se e somente se B = A e temos que a
associacdo A — A é uma bijecdo.

Exemplo: Considere o grupo I (n), o grupo de simetrias de um poligono
regular de n lados. Este grupo determina n retas de reflexao. Temos entao

2 Abusamos da notacdo e dizemos que f; = &; é uma desigualdade, sempre que g; # +, —,
assumindo que a desigualdade é f; (z) > 0se ¢, = + e f;(x) < 0se ¢ = —. De modo
similar, entendemos que f; = ¢; significa f; (z) = 0 se g; = 0.
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n células de dimensao 2, 2n células de dimensao 1 e uma célula de dimensao
0. O

Proposicao 3.0.0.6 Seja A uma célula aberta. Entao:

1. A € o fecho topoldgico de A em V.

2. Considerado como subconjunto do fecho L, temos que A € o interior

de A.

Demonstragao: Exercicio. O

Uma descri¢ao ingénua das faces é dizer que cada uma delas é consti-
tuida pelos pedagos de plano (de dimensao n — r) que formam a fronteira
topolédgica da célula dada. Uma descrigao geométrica mais acurada ¢ dada
pela proposigao:

Proposicao 3.0.0.7 Seja A uma célula. Dois pontos y,z € A pertencem a
mesma face de A se e somente se existir um segmento aberto contido em A
e contendo ambos y e z.

Demonstragao: Suponha que y,z € B < A. Cada igualdade f; = ¢; é
vélida em todo o segmento fechado [y, z|, pois cada uma delas determina um
conjunto convexo contendo tanto y como z. Mais ainda, cada uma destas
equagoes continua valida em um intervalo aberto (y;z;) suficientemente pe-
queno contendo [y, z]. Como o niimero de equagoes é finito, se considerarmos
a interseccao ¥, (y;, 2;), obtemos um segmento aberto contendo [y, z] e con-
tido na mesma face B. Reciprocamente, suponha que y e z estejam em faces
distintas de A. Existe um 7 relativo ao qual os pontos se comportam de
modo distinto, ou seja, apenas um dos pontos anula a funcao f;. Suponha
que fi(y) > 0 e fi(x) = 0. Se prolongarmos o segmento [y, z] na diregdo
de y, este muda imediatamente de sinal, ou seja, se [y,z] & [y, 2], entdo
fi (') < 0, de modo que y' ¢ A, ou seja, A ndao contém qualquer segmento
aberto que contenha [y, z]. O
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3.1 Estrutura de Comodos

Considere um sistema de células construido como na secao anterior: consid-
eramos ¢ um sistema de raizes e H = {H,|a € ®}. As células de dimensao
maxima sao entao as componentes conexas de V\gep H.

Dentre outras coisas, introduziremos nesta secao uma linguagem arquitetonica,
apropriada ao estudo de edificios de Tits. Chamaremos uma célula de di-
mensao maxima de comodo. Dado um comodo C', dizemos que um sub-
conjunto H' C H define C' se pudermos defini-lo apenas pelas desigualdades
fi = ¢ com H; € H'. Dado um coémodo C, existe um conjunto minimal
H' C H que define C. Enumeremos estes hiperplanos ‘H' = {Hq, ..., Hy}.
Consideramos H; € H' e supomos, sem perda de generalidade, que C' é
definido por inequacoes f; > 0, j = 1,...,k (se alguma das inequagdes for
f; < 0 substituimos f; (x) por —f;(z)). Dado i € {1,...,k}, o conjunto
definido pelas equacoes f; = 0, f; > 0,5 € ki = {1,...,%,...,k} é ndo vazio.
De fato, da minimalidade de H’ segue que as desiguladades f; > 0,7 € ki
definem um conjunto C” estritamente maior do que C. Assim, se tomarmos
reCeye C'\C, devemos ter f; (z) > 0e f;(y) <0. Logo, podemos tomar
z € [z,y] para o qual f; (z) = 0. Ao tomarmos todos os pontos obtidos desta
maneira, obtemos uma face A do comodo C. Provamos assim a seguinte
proposicao:

Proposigao 3.1.0.8 FExiste um unico subconjunto minimal H' C H que de-
fine um comodo C. Os elementos de H' sdo os planos suportes de faces de
codimensao 1 de C.

Chamamos entao os elementos de H' de paredes de C. De modo geral,
chamaremos cada elemento de H de parede. E facil verificar que um hiper-
plano H € H é uma parede de C se e somente se estiver contida em um
tinico semi-espaco definido por H e se C N H, como subconjunto de H,
tiver interior nao vazio. Assumiremos, a menos de mencao em contrario,
que se ‘H' for o conjunto de paredes de C', entao C' ¢é definido pelas de-
sigualdades f; > 0,7 = 1,...,r e os hiperplanos H; de H' sao definidos por
fZIO,Z: 1. k<.

Diremos que H ¢é essencial se W = (sy|H € H) for essencial, ou seja, se
tivermos Vp :=_, H; = {0}. Podemos sempre assumir que H ¢ essencial, pois
se isto nao ocorressse teriamos que os funcionais f; estariam bem definidos
no quociente V; = V/V;, definindo hiperplanos e células em bije¢ao com os
hiperplanos e células de V.
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Assumimos pois H essencial. Se considerarmos a interseccao apenas das
paredes de um comodo dado, devemos ter yeyr H = {0}, pois esta é a tnica
célula de dimensao 0, portanto, deve ser uma face de C', podendo entao ser
determinada pelas paredes que determinam C.

Temos assim que o nimero k de paredes de um comodo é maior ou igual
a dimensao n de V. Diremos que o cone C' ¢é simplicial se n = k.

Proposigao 3.1.0.9 AssumaH essencial e C um comodo. Sao equivalentes
as sequintes afirmacoes:

1. C é simplicial.
2. Existe uma base ey, ...,e, de V tal que C' = {7 | Nie;| A1, ..., A, > 0}

3. Os funcionais fi, ..., fr formam uma base do espaco dual V*.

Demonstragao: Como estamos assumindo que H ¢ essencial, temos que
merw H = {0}, ou seja, as equagdes f; = fo = ... = fi, = 0 admite uma unica
solucao e a equivaléncia entre 1 e 3 é imediata.

Assumimos entao a validade das afirmacgoes 1 e 3. Temos que {fi, ..., fu}
uma base de V* e considramos a base dual {ey, ..., e,}. Segue que

filher + ...+ \ey) = A >0

para todo i se e somente se tivermos C' = {> " | \ie;| A1, ..., A, > 0}, ou seja,
a afirmacao 2 ¢é valida.

Reciprocamente, se assumimos que C' = {>_1" , \ie;| A1, ..., A, > 0}, fica
facil constatar que suas faces (de codimensao 1) sao determinadas pelas igual-
dades \; = 0, de modo que C' tem exatamente n faces e portanto n paredes,
ou seja, C' é simplicial. O

Considere entao um comodo C' e suas paredes H;,7 = 1,...,n, determi-
nadas pelas desigualdades f; = ;. Sem perda de generalidade, podemos as-
sumir que €; = +, ou seja, que as inequagoes que determinam C' sao f; > 0.
Se C for simplicial, temos que {fi,..., fn} ¢ uma base de V. A base dual
{e1,...,e,} € determinada pelas equacoes f; (e;) = d;;, € a menos de multi-
plicar cada f; por uma constante positiva, podemos assumir que ||e;|| = 1.
Temos entdo que cada e; é um vetor unitrio perpendicular a H?, apontando
na dire¢ao do semi-espaco que contém o comodo C.
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Proposition 1 Assuma H essencial. Entao, se (e;,e;) <0 parai # j;i,j =
1,....k, o comodo C' ¢é simplicial.

Demonstragao: Devemos mostrar que {ey, ..., e;} é linearmente indepen-
k . <

dente. Suponha que ). ; Aie; = 0 com coeficiente nao todos nulos e separe

os coeficientes postivos dos negativos, obtendo

v = Z /\iei = Z (—)\J) €4,

iel jeJ

onde assumimos A\; > 0 e \; < 0. Temos entao que todos os coeficientes
devem ter o mesmo sinal, pois do contrario teriamos

0 < (v,v) = Z — XA (e, e;) <0.

leL,je

Vamos entao supor que todos os coeficientes sao nao negativos. Se algum
deles for nao nulo, podemos escrever

)\

€; = E ——€;
ielitj 7

com cada —\;/A; < 0. Mas isto é incompativel com termos f; (e;) positivo,
pois f; (e;) = (ej, €;). O

Corolario 3.1.0.10 Todo comodo determina e € determinado por um con-
Jgunto simples de raizes.

Demonstragao: Devemos apenas constatar que um conjunto de vetores
unitarios A = {ey,...,e,} ortogonais aos hiperplanos H; € H, linearmente
independente e satisfazendo as desigualdades (e;,e;) < 0 é um sistema sim-
ples de raizes. O

Corolario 3.1.0.11 Se C' for um comodo determinado por um grupo finito
de reflexoes essencial W, entao C' é simplicial.
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3.2 Propriedades Basicas de Células

Consideramos como antes um conjunto H de hiperplanos em um espago ve-
torial V' de dimensao n, nao necessariamente essencial. Denotamos por X o
conjunto de células determinado por H, parcialmente ordenado pela relacao
<, 7ser face de”. Chamamos o par (X, <) de um complexo. Lembramos
que A < B se e somente se A C B, de modo que podemos considerar o
conjunto de células fechadas parcialmente ordenado pela relacao de inclusao.
Algumas propriedades basicas de (X, <):

Proposicao 3.2.0.12 Dados duas células A, B € %, existe um limitante
inferior mdzimo.

Demonstracao: Considere as células fechadas A e B. A interseccao AN B
também é uma célula fechada. Seja H' o conjunto de todos os hiperplanos
que contém AN B e H' =peyy H 0 menor plano que a contém (H' =V se
A = B). O interior de ANB em H' é a maior célula que é face de A e de B. O

Abusamos da notacao para denotar por AN B o maior limitante inferior
de A e B (a maior célula menor que A e B).

Proposicao 3.2.0.13 Toda célula A € face de algum comodo. Se A for de
codimensao 1, entao A € face de exatamente dois comodos.

Demonstragao: A célula A é determinada por um conjunto de sinais
(€1, .., €k), com &; € {+,—.0}. Seja y € V\ Ugey H e considere o conjunto
de sinais (o7y,...,0%) definido do seguinte modo: Se ¢; # 0, 0; = &; e do
contrario, o; = f; (y), onde entendemos por f; (y) os sinais +,— ou 0 de
acordo com f; (y) ser >, < ou = a 0 respectivamente. Assim, para cada
r€AeyeV\Uyen H ei €{1,....k}, existe z; € (z,y] tal que f; (2) = 0y
se z € (x, z]. Logo, o comodo C definido pelos sinais (o7, ..., 0%) tem A como
face, ou seja, A < C.

Se A tiver codimensao 1, apenas um dos sinais €; se anula, digamos e; = 0.
Assim, no maximo dois comodos podem ter A como face, aqueles substituindo
o sinal e; = 0 por £ = +. Mas sabemos que existe um comodo C' do qual A é
face, obtido pela substituigao de ey = 0 por &1 = f; (y), com y € V\Ugen H.
Se tomarmos —y, podemos aplicar o mesmo raciocinio, pois —y € V\Upgen H
e com isto obtemos o outro comodo do qual A é face. O
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Dizemos que dois comodos C' e C’ sao adjacentes, se possuirem uma face
em comum A de codimensao 1, incluindo, por razoes técnicas, a possibilidade
de termos C' = C’. Se C' # (', o plano suporte de A é a tnica parede H
que separa C' de C'. Em qualquer um dos casos, diremos que C' e C’ sdo
adjacentes pela parede H.

Uma galeria é uma seqiiéncia finita I' = (Cy, C1, ..., Cy), cada qual adja-
cente ao seu sucessor. Dizemos neste caso que I' conecta o comodo Cj ao
comodo Cy e que d é o comprimento da galeria I'. Novamente, por razoes
técnicas, admitimos a possibilidade de termos C; = Cj4 1.

Dados comodos C, D € ¥, denotamos por [ (C, D) o nimero de planos
H € 'H que separam C' e D, ou seja, o numero de indices para os quais o
sinal em C' e D difere. Definimos [ (C, D) =0se C' = D.

Proposigao 3.2.0.14 Dados comodos C, D € ¥, existe uma galeria de com-
primento | (CD) conectando-os.

Demonstracao: Demonstraremos por indugao sobre [ =1 (D,C). Se C =
D nada temos a demonstrar. Se C' # D, afirmamos que existe uma parede
de C' separando-os. De fato, C' é determinado pelas inequacgoes definidas por
suas paredes e se D satisfizesse estas mesmas inequacoes teridmos D C C,
um absurdo, pois sendo C # D, temos que C' N D = ).

Tomamos entdo H uma parede de C' que separa C' e D. Seja A a face (de
codimensao 1) de C contida em H e C’ o inico outro comodo que tem A como
face. Todos os planos de H separam C' de D separam C’ de D, com excecao
de H, o unico elemento de H que separa C' de C’. Logo, [ (C',D) =1—1
e, por hipétese de indugao existe galeria IV = (D = Cy, C4,...,Ci—1 = ")
conectando D a C’. Temos entao que a galeria I' = (Cy,...,C,_;,C; = C)
conecta os comodos D e C. O

A distancia combinatdrica entre dois comodos C' e D, denotada por
d(C, D), é o comprimento da menor galeria conectando os comodos. Uma
galeria de comprimento d = d (C, D) conectanto C' e D é chamda de galeria
minima. Se H; é uma parede comum aos comodos C;_; e C;;; de uma
galeria ', dizemos que I' atravessa ou cruza a parede H;.

Propriedade 3.2.0.15 1. Dados comodos C,D € ¥,1(C,D) =d(C, D).

2. Uma galeria minima ligando C a D atravessa exatamente uma vez cada
parede que separa C' de D.
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Demonstragao: Obviamente, em uma galeria minima I' = (Cy, ..., Cy) nao
podemos ter C; = C;,1, de modo que para todo 7, existe um hiperplano H;
separando C;_; de C; Como para cada ¢ a parede H; é unica, temos que
H,, ..., H; sao as unicas paredes que separam C' de D, e consequentemente

1(C,D) < ${H,...Hs} <d=d(C,D).

Mas a propriedade anterior nos garante que d (C, D) < 1 (C, D) e concluimos
que [ (C,D) =d(C, D). O

Proposicao 3.2.0.16 Se C e C’ sao dois comodos distintos adjacentes,
entao d(C,D) = d(C',D) £ 1. O sinal + ocorre se e somente se C' e
D estiverem do mesmo lado da parede que separa C de C'.

Demonstragao: Segue de modo inteiramente andlogo a demonstracao da
propriedade anterior. O

O diametro de X é a distancia maxima entre comodos de >:
diam (¥) = max{d (C, D) |C,D € X}.

Como dois comodos podem estar separados por no maximo k = §(H),
temos que diam (X) < k. Este limitante é de fato atingido, pois C' e —C
sao separados por todas as paredes de ‘H. Dizemos que dois comodos sao
opostos se distarem diam (). Dado um cémodo D # C, existe uma parede
que os separa, de modo que d (C’, D) < k. Podemos resumir estes fatos na
seguinte proposicao:

Proposicao 3.2.0.17 O diametro de ¥ € dado pork = §(H). Dados comodo
C, o unico comodo oposto ¢ —C'.

Em termos de sistema de raizes, como cada hiperplano determina (é de-
terminado) por duas raizes {a, —a} € ®, temos que diam (3) é o nimero de
rafzes positivas (em alguma ordem).

3.3 A Acaode W em X

Como o complexo (X, <) foi definido em termos dos hiperplanos H = {H,|a € ©},
a acao de W em V preserva a estrutura de células e a relagao de ordem entre
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estas, ou seja, dado w € W e A, B € ¥, temos que w(A) € Y e A< Bsee
somente se w (A) < w (B). Em outras palavras, W age como automorfismos
de (3,<). O préximo teorema estabelece a relacao precisa entre W e X.
Os dois ultimos itens ja foram na realidade demonstrados, mas optamos por

enuncia-los em um unico teorema, devido a importancia deste para o restante
do trabalho.

Teorema 3.3.0.18 1. A acao de W € simplesmente transitiva sobre o
congunto de comodos. Em particular, o nimero de comodos é a ordem

de W.

2. dado um comodo C, o grupo W é gerado pelas reflexoes nos hiperplanos
que determinam C'.

3. O conjunto de das paredes de ¥ € o conjunto de todos os hiperplanos
de reflexao de W.

Demonstracao: Considere C' um comodo. Mostrar que a acao de W
é transitiva significa mostrar que, dado um comodo D existe w € W tal
que w(C) = D. Considere A = {ay,...,a,} um sistema simples de raizes
definidas pelas paredes que determinam o comodo C. Se H = H,, é uma
parede de C, e s = s,, é a reflexdo determinada por esta entao e s,, (C) sdo
adjacentes pela parede H. Mais ainda, para todo w € W, temos que wC' e
wsC' sao adjacentes pela parede wH.

Considere agora uma familia de reflexoes sq, So, ..., s4 com s; = s, reflexao
determinada por raiz simples «; € A. Temos entao que

C,51C,518C, ..., 5189...54C (3.1)

é uma galeria (pois sy...5,_1C e s1...85_15,C sao adjacentes através da parede
$1...85—1H,, ) e dois comodos consecutivos sao distintos. Reciprocamente, se

I'= (C = COa Cla "'>Cd)

for uma galeria com comodos consecutivos distintos, temos que I' é da forma
3.1. Demonstramos esta afirmacao por inducao sobre ¢. De fato, C'; deve ser
da forma s,,C, pois as paredes de C' sao as paredes H,,a € A. Suponha
entao que C; = Sq,...5,,C e C;y1 adjacente a C; através da parede H,.
Temos entao que Sq,...50,Ci € Sa,...5q4,Ci+1 sa0 adjacentes através da parede



3.3. AACAODEW EM ¥ 63

Sa;---Say Hi. Mas s,,...54,C; = C, de modo que devemos ter s,,...So, H; uma
parede de C', ou seja, existe a;;1 € A tal que

8i+1C = 8,4150;+-50,Ci = Sa;---Say Cit1

e multiplicando-se ambos os lados por s, ...S4,, obtemos que de fato, C;41 =
Sa1---Sa;,C-

Assim, esta demonstrada a transitividade da acao de W sobre os comodos.
De fato, consideramos uma galeria

I'= (C — OQ, 017 ceey Cd — D)

conectando C' a D e obtemos que existem «ag,...,aq € A tais que D =
S5q,---8q4,C, ou seja, a agao ¢é transitiva.

Para mostrarmos que a acao é livre, vamos considerar w € W. Seja
Sa;---Sa, decomposi¢ao minima de w em termos das reflexdes determinadas
por raizes simples. Obtemos como antes galeria C, s,,C, 54, 50,C) ..., Sa; Sag-+-Say,C-
A cada uma destas etapas uma parede de X é cruzada. Assim como fizemos
anteriormente, se C; e ;1 sao adjacentes através de uma parede H;, deve-
mos ter que s, ...Sq, H; parede de C. Suponha que uma parede é atravessada
duas vezes pela galeria I, ou seja, que existem ¢ < j tais que C; e Cj; 1, assim
como C; e Cj;; sao adjacentes através de uma mesma parede H. Temos

entao que Sq,...Sq, H = Sq4;...8a,-+-54, H, donde segue que,

(Sar--Sai) (Say---Sassr) (Say-Say) H = H,

ou seja, (Sa,-.-Sa;) (Sa;--Saisr ) (Sas---Sa,) fixa a parede H. Consequentemente,
(Sar---Sa;) (Sa;--Sass1) (Sas--Say) ¢ uma reflexdo determinada por uma raiz
simples e segue que S, ...Sq4,,, nao ¢ palavra reduzida, impossibilitando ter-
mMos S, ...Sq, palavra reduzida para w, contradizendo nossa hipétese. Temos
entao que cada parede é cruzada uma tunica vez pela galeria I', donde segue
que d(C,wC) =1 (C,wC) = d, ou seja, C' = wC se e somente se d = 0, isto
é, w=1Id. O

Proposicao 3.3.0.19 Seja C' comodo, A sistema simples de raizes determi-
nado por C' e Sq,...54, palavra reduzida. Entao a galeria

C, 50,C, 50,505C vy Say Sag-+-Say, C (3.2)

¢ uma galeria minima ligando C a Sy, Say---Sa,C. Reciprocamente, se a gale-

ria 3.2 for minima, entao S, ...Sq, € uma palavra reduzida.
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Demonstracao: Na realidade, a demonstracao foi feita ao demonstrarmos
que a acao de W é simples sobre os comodos. O

3.4 Exercicios

1. Demonstre a proposi¢ao 3.0.0.6.

2. Mostre que a distancia combinatorica é de fato uma funcao distancia,
ou seja, VO, D, FE € :

(a) d(C,D)>0ed(C,D) =0 seesomente se C' = D.
(b) d(C,D) =d(D,C).
(¢) d(C,D)<d(C,E)+d(E,D).

3. Considere os grupos finitos de reflexdo de posto menor ou igual a 3 e
determine o seu diametro.

4. Dados dois comodos C, D € ¥, mostre que:

(a) Existem pontos x € C' e y € D tais que o segmento [x,y] nao
intercepta qualque célula de codimensao maior do que 1.

(b) Se x e y satisfazem a condigao do item anterior, entao as paredes
interceptadas por [z, y] sdo precisamente as paredes atravessadas
por qualquer galeria minima ligando C' e D.

5. dado um comodo C' e célula A € 3, considere galerias I' = A <
Co, ...,Cy = C. Enucie e demonstre resultado analogo ao da proposi¢ao
??, considerando d (A, C') como sendo o comprimento da menor galeria
conetando A e C.

6. Um subcomplexo ¥’ C ¥ é um subconjunto de células que contém todas
as subfaces de toda célula A € ¥, Seja >’ um subcomplexo de ¥ que
contém ao menos um comodo e considere o conjunto X = Ugesv A C V.
Mostre que as seguintes condigoes sao equivalentes:

(a) X é convexo.
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(b) Dados A, C € ¥/, com C comodo, ¥’ contém toda galeria minimal
conectando A a C.

(c) Para todo A € ¥/, existe um comodo C € ¥’ tal que A < C e ¥/
contém toda galeria minimal ligando dois de seus comoods.

(d) X éaintersecgao de subespagos fechados determinados pelas pare-
des de 3.
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Capitulo 4

Edificios Esféricos

Quase tudo o que foi feito até o momento poderia ter sido feito de modo
axiomatico, abstrato. Os grupos de reflexao poderiam ter sido substitui-
dos por grupos de Coxeter abstratos: grupos finitamente gerados por um
conjunto Sa = {sa|or € A}, sujeito apenas as relagdes (sos5)™*” = 1,
com m(a,3) € NU {0}, tais que m(a,3) > 1 se a # 5, m(a,a) = 1
em(a,B) =m(f, ).

Também a estrutura de células pode ser descrita de forma abstrata. Um
complexo simplicial com conjunto de vértices V é uma familia ¥’ de sub-
conjuntos finitos de V), chamados de simplexos, tal que:

1. Todo subconjunto unitario {v} C V é um simplexo.

2. dado um simplexo A, todo subconjunto B C A também é um simplexo.
O simplexo B ¢é dito ser uma face de A.

Se um simplexo A € ¥’ tem r elementos, dizemos que A tem posto r e
dimensao r — 1. Observe que Y’ é um conjunto parcialmente ordenado pela
relacao de inclusao.

E imediato constatar que o conjunto de células ¥ de um grupo de re-
flexoes W, ordenado pela relagao de ordem < - 7¢é face de” - é um complexo
simplicial, no sentido de (X, <) satisfazer as seguintes condigoes:

1. Dadas duas células A, B € X, existe um maior limitante inferior AN B.

2. Dadacélula A € ¥, existe uma bije¢ao entre o conjunto { B € ¥|B < A}
e o conjunto de todos os subconjuntos de um conjunto {0, ...,r} (r é a
dimensao de A) preservando a ordem, se no contra-dominio consider-
armos a ordem definida pela relacao de inclusao.

67
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A relacao entre o grupo W e o complexo simplicial associado é rigida,
podemos resgatar toda a estrutura do grupo apenas a partir da estrutura do
complexo simplicial. Vamos explicar como estabelecer esta relacao, sem en-
trar em detalhes acerca das demonstracoes. Apenas para facilitar a colagem
final de todos estes dados, apresentaremo-os de forma numerada.

1. Dada uma célula A € 3, é possivel demonstrar que um elemento
w € W que mantém A invariante deve manter os pontos de A (e
por continuidade, também os pontos de seu fecho A) fixos, ou seja,
se w(A) = A entdao w (x) = x,Vr € A. Denotamos o conjunto de tais
elementos, o estabilizador de A, por W 4.

2. Também é possivel demonstrar que se A é face de um comodo C', entao
W4 é gerado pelo conjunto das reflexdes {s,|a € A, A C H,}, ou seja,
pelas reflexoes de W que fixam algum (e portanto todos) ponto de A.
Observe que sendo A o conjunto de raizes determinadas por C', todas
estas reflexoes sao determinadas por raizes simples.

3. Os subgrupos de W gerados por subconjuntos de Sa = {s,|a € A} sdo
ditos subgrupos especiais. Assim, construimos no item anterior uma
aplicacao entre o conjunto das faces de um simplexo S e os subgrupos
especiais de W. Nao ¢é dificil constatar que esta aplicacao é uma bijecao.

4. Se considerarmos em Y a ordem usual < e no conjunto dos subgrupos
de W a ordem da inclusao, a bijecao definida anteriormente reverte a
ordem, ou seja, A < B se e somente se Wy C Wy.

Considere o exemplo dado na figura abaixo. Consideramos o caso em
que o comodo C' é um cone sobre um triangulo. Ilustramos a interseccao
deste cone com um hiperplano afim e nomeamos as faces com os subgrupos
especiais associados.
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(s1,83) (s3) (52, 53)

(s1,82)

Falta apenas nomear a célula {0}, que identificamos com o subgrupo ().

5.

Assim, se considerarmos no conjunto {subgrupos especiais} a ordem
<op, Oposta a inclusao usual, temos um isomorfismo entre o complexo
{faces de C, <} e {subgrupos especiais, <,}.

Ampliamos nosso universo considerando por um lado todas as células
de X, nao apenas aquelas que sao faces do comodo C, e por outro
lado considerando nao apenas os subgrupos especiais, mas também
classes laterais wWW’ destes subgrupos, chamadas de classes laterais
especiais. Estendemos o isomorfismo acima a um isomorfismo

[ {%, <} — {classes laterais especiais, <} .

Este isomorfismo é compativel com a agao de W, ou seja, dada célula
ACC,we W, temos que [ (wA) =wf(A).

Para conseguirmos resgatar a estrutura de grupo a partir da estru-
tura de um complexo simplicial, falta definir um nocao de rotulamento.
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Um rotulamento de um complexo simplicial (X, <) é uma aplicagao
p:V —1={1,..,n} de modo que a restricdo de p a cada simplexo
maximal é uma bijecao. Dado um rotulamento, temos que cada sim-
plexo de codimensao 1 é obtido pela exclusao de um vértice, rotulado
digamos por i € I, de um simplexo maximal C'. Dizemos entao que o
simplexo tem tipo I — {i}. Dizemos entao que dois simplexos maxi-
mais sdo i-adjancentes se possuem uma face em comum de tipo I\ {¢}.
Com o rotulamento e a estrutura de adjacéncia, é possivel reconstruir
o grupo associado ao complexo simplicial dado.

Exemplo: De modo geral, consideramos um grupo G, um subgrupo B, um
conjunto de rotulos I e para cada i € I um subgrupo P; com B < P; < G.
Os cémodos de ¥ sao entao definidos como sendo as classes laterais de B.
Dizemos entao que gB e hB sao i-adjacentes se e somente se g, = hP;. No
caso especifico em que

G=W= <sa; a € Al (sqs5)™ ) = 1>

¢ um grupo finito gerado por reflexoes em hiperplanos associados a raizes
simples A = {ay,...,a,}, tomamos B = {1} como sendo o grupo trivial,
P, = (s,,) e obtemos o complexo simplicial definido nas se¢oes anteriores. O

Dado um complexo simplicial (3, <) definido por um grupo finito gerado
por reflexoes W, ele se realiza geometricamente como uma estrutura simpli-
cial na esfera unitéria S"' C V. De fato, identificamos cada célula com
sua interseccao com a esfera unitaria. Se considerarmos apenas as células de
dimensao 1 em ¥, estas interceptam S” ! em um conjunto finito de pontos.
Os simplexos de dimensao maxima serao entao aqueles os subconjuntos de
pontos associados a faces de dimensao 1 de algum comodo de . Os outros
simplexos serao subconjuntos destes.

Observe que também na esfera temos uma relagao de adjacéncia, induzida
pela relacao os comodos e faces. A partir deste momento, podemos considerar
>} como sendo o complexo simplicial determinado por W em V' ou, preferen-
cialmente, sua realizacao geométrica: sua imagem, também denotada por
¥, na esfera unitdria S™~!. Alids, ao considerarmos a estrutura simplicial
na esfera, os termos comodos, paredes e afins, tornam-se mais justificaveis,
pois finalmente os comodos e companheiros tornam-se finitos, compactos,
definidos por pontos que representam nada mais que os “cantos“ do comodo.
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Podemos entao definir, axiomaticamente um edificio, terminando por jus-
tificar a nomenclatura inspirada em conceitos bésicos de construcao civil. Os
objetos bésicos para construirmos os edificios sao apartamentos, complexos
simpliciais associados a grupos finitos de reflexao em um sentido mais gen-
eralizado (associagao a posteriori de modo geral, mas apriori no nosso caso).
O termo edificio se justifica pelo fato de este ser construido pela justaposicao
de apartamentos. Passemos pois a definicao:

Definicao 4.0.0.20 Um edificio é um complexo simplicial =, que pode ser
expresso como uniao de subcomplexos A (chamados de apartamentos), sat-
isfazendo os sequintes axiomas:

(A 0) Cada apartamento é um complexo associado a um grupo finito de re-
flexaoes.

(A 1) Dados dois simplexos A, B € =, existe apartamento ¥ € A contendo
ambos.

(A 2) Dados apartamento ¥ e ¥/ contendo os simplexos A e B, existe um
isomorfismo de complexos : ¥ — Y que fira A e B pontualmente.

Antes de exibirmos alguns exemplos, facamos algumas observagoes impor-
tantes. Antes de mais nada, poderfamos exigir no axioma A2 que o isomor-
fismo fixasse ndo apenas os simplexos A e B mas toda a interseccao ¥ N X',
Apesar de parecer mais forte, esta condigao é equivalente a condicao original:
suponha f,g : ¥ — XY/ isomorfismos, com f fixando a A e B pontualmente
e g fixando pontualmente toda a interseccao. Temos entao que g~ ' o f é um
automorfismo de ¥ que fixa os comodos A e B. Mas é possivel mostrar que
um automorfismo que fixa um comodo ¢é a identidade, de modo que f = g.

Além disto, é possivel rotularmos um edificio =: Considramos um cémodo
C' e o rotulamos de modo arbitrario por um conjunto I = {0, 1,...,n}. Um
comodo C” adjacente a C' divide com C' uma face A de codimensao 1, ou seja,
C' e C' partilham n dentre os n 4 1 vértices. Assim, se o vértice de C\ A é
rotulado por i,, rotulamos o vértice de C"\ A também por i,, e rotulamos, de
maneira similar, todo comodo adjacente a algum comodo ja rotulado. Assim,
dado um comodo qualquer D, tomamos um apartamento > contendo D e C
e escolhemos em ¥ uma galeria I' = (Cy, ..., Cy) ligando C' a D. Do modo
como feito acima, rotulamos sucessivamente os comodos Ci, Cy,...,Cy = D.
Este rotulamento nao depende da escolha do apartamento Y, pois o rotula-
mento de um apartamento é completamente determinado pelo rotulamento
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de um tnico comodo dado. Assim, o isomorfismo postulado no axioma A2
preserva o rotulamento. Em particular, todos os apartamentos sao complexos
simpliciais associados a um mesmo grupo finito de reflexoes.

Assim, podemos definir uma galeria ligando comodos C' e C’ como uma
seqiiéncia de comodos

C= COa 017027 7Cn = C/

onde C; é adjacente a C;,1, para todo ¢ = 0,1, ...,n — 1. Dizemos neste caso
que a galeria tem comprimento n e tipo (g, 71, ...,7n—1) se C; é r;-adjacente
a Cip1. Se definirmos dz (C,C") como sendo o menor inteiro 0 < n para o
qual exista galeria de comprimento n ligando C' e C’, ndo dificil demonstrar
que temos uma métrica em =.

Passemos entao a um exemplo fundamental, bastante ilustrativo.

Exemplo: Seja V um espago vetorial de dimensao 3 sobre um corpo F. O
plano projetivo FP? é um espaco com uma geometria de incidéncia definida
do seguinte modo. Os pontos de FPP? sao os subespacos vetoriais de dimensao
1 de V. As retas de FP? os subespacos vetoriais de V' de dimensao 2. Det-
onamos os pontos de FP? por letras A, B,C, ... e as retas por I,m,r,s, ....
Dizemos que um ponto A e uma reta [ sao incidentes se, como subespacos de
V, tivermos A C [. O conjunto de pontos e retas de FP?, com a relacdo de
incidéncia, satisfaz os seguintes axiomas:

1. Dados dois pontos, existe uma reta incidente a ambos.
2. Dadas duas retas, existe um ponto incidente a ambas.
3. Existem trés pontos nao incidentes a uma mesma reta.

4. Existem ao menos tres retas incidentes a um ponto e ao menos trés
pontos incidentes a uma reta.

Dizemos que trés retas distintas em FP? estdao em posicio geral se estas
nao sao incidentes a um tnico ponto.

Podemos dotar os espaco projetivo de uma estrutura de edificio. Os
apartamentos de = é a familia A cujos elementos sdo os conjuntos de trés retas
em posicao geral, assim como os pontos incidentes a cada par de retas. Dadas
trés retas e os pontos incidentes a cada par delas, ¥ = {l,m,n, A, B,C} em
posicao geral, elas devem se interceptar nos pontos distintos A =1Nm, B =
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mNn e C =nNl. Os comodos de ¥ sao os subconjuntos de ¥ constituidos de
uma reta e um ponto mutuamente incidente. Temos entao que os comodos
de Y sao os conjuntos

{l, A} A{l,C},{m, A} ,{m, B} ,{n,B} {n,C}. (4.1)

Cada comodo C' de ¥ possui duas faces de codimensao 1, os subconjuntos de
C' constituidos ou pela reta ou pelo ponto pertencente a C'. Dois comodos
sao adjacentes se possuem uma face em comum, de modo que a um comodo
existem dois tipos de adjacéncia: {l, A}, por exemplo, é adjacente a {I,C'}
pois tem em comum a reta [ e a {m, A}, pois tem em comum o ponto A. A
figura abaixo retrata um apartamento de FP?. Os tipos diferentes de face
estao marcadas por sinais graficos distintos.

Vamos considerarmos GL (V), o grupo das transformacoes lineares in-
versiveis do espago vetorial V. A acdo de GL (V) em V leva subespagos de
dimensao k£ em subespacos de dimensao k, para k = 0,1,2 o que significa,
em termos de FP?, que GL (V) leva pontos em pontos e retas em retas. Mais
ainda, como a agao preserva a relacao de incidéncia, ou seja, sua acao em
FP? preserva a relacdo de incidéncia, ou seja, é uma acdo simplicial. Esta
acao tem as seguintes propriedades:

1. Dados dois comodos {l, A},{m,B} € =, existe T € GL (V) tal que
T ({l,A}) = {m,B}. De fato, se considerarmos bases {ej,es,e3} ¢
{fl,fg,f3} de V tais que A = ]Fel,l = Fel ) Feg, B = Ffl,m =
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Ff; & Ffs, entao, qualquer transformagao 7' tal que T (e;) = \ie;, A\; #
0,7 = 1,2 satisfaz a condigao desejada: T (A) = B, T (I) = m.

2. Dados dois apartamentos >; e Y5, e comodos C; € Y;, existe T €
GL(V) tal que T'(X1) = X3 e T(Cy) = Cy. O apartamento %; é
determinado pelas retas [;, m;,n; e pelos pontos A;, B;,C;, i = 1,2,
tomados como em 4.1. Obviamente, os pontos dos apartamentos 3;
representam subespagos unidimensionais de V', digamos que

Ai = Fai, BZ = Fbl, Oz = FCZ'7 1= 1, 2,

com a;, b;, ¢; vetores nao nulos. O fato de termos as retas em posicao
geral é equivalente a termos {a;, b;, ¢; } linearmente independente. Temos
entao que

lz' = ]FCLZ‘ D ]FCZ', m; = FCLZ‘ D Fb“ n; = sz D FCZ'

de modo que, ao considerarmos uma transformacao linear T' definida
por
T((Il) = /\aag, T(bl) = /\bbg, T(Cl) = )\CCQ

temos que T'(X1) =3y e T (Cy) = Cs.

Exemplo: Vamos considerar uma instancia particular do caso anterior, em
F =Ty, o corpo com 2 elementos. O espaco vetorial V' = F3 possui entdo
8 vetores. Para cada v # 0, temos que {v,0} é um subespaco de dimensao
1, de modo que FyP? possui 7 pontos. E possivel constatar que existem 7
subespacos de dimensao 2 de V, de modo que também sao 7 as retas de FyP2.
Na figura abaixo, ilustramos o edificio completo de FolP2. O

4.1 Pares BN

A partir de grupos abstratos, satisfazendo determinado conjunto de axiomas
(grupos conhecidos como par BN) é possivel construir um edificio de Tits no
qual o grupo age como automorfismos, preservando o tipo de adjacéncia e com
transitividade forte. Este é o caminho feito por Tits e que iremos apresentar



4.1. PARES BN 5

Figura 4.1:

de forma meramente esquemética. Omitireos os detalhes das construgoes as-
sim com as demonstragoes das afirmagdes, que podem ser encontrados em [Br,
capitulo V]. No entanto, fazendo o caminho reverso, ou seja, considerando
um edificio dado e um grupo de automorfismos fortemente transitivo que
preserva o tipo de adjacéncia, mostraremos ao menos a plausabilidade destas
construgoes e afirmagoes.

Nesta segdo iremos considerar apenas edificios (Z,.4) gordos, ou seja,
edificios em que toda parede (simplexo de codimensao 1) é face de ao menos
3 comodos. Um grupo G de automorfismos do edificio ¢ um grupo de isomor-
fismos da estrutura simplicial que mantém o conjunto A dos apartamentos
invariante e preserva o tipo de adjacéncia. Dizemos ainda que a acao de G é
fortemente transitiva se esta for transitiva sobre o conjunto de pares (3, C'),
onde X é um apartamento e C' um comodo de .

Nesta segdo assumiremos que o grupo de automorfismos de (Z,.4) age
de maneira fortemente transitiva. Definimos W como sendo o grupo de
automorfismos do apartamento ¥ que preservam o tipo de adjacéncia e S C
W o conjunto de reflexoes associadas as paredes do comodo C' C . A acao
de G em (2, A) associamos os seguintes grupos:

B = {geGl¢gC=C}
N = {geGlgE =1}
T = {g € G|g fixa¥ pontualmente} .

Nao é dificil constatar que:
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1. T é subgrupo normal de N.
2. W= N/T.
3. T=BNN

Exemplo: Seja (Z,.A) o edificio definido no exemplo 4, em que identificamos
= com o plano projetivo (sobre o espago vetorial tridimensional V'), A com o
conjunto de triplas de retas projetivas em posicao geral e os comodos com os
pares constituidos de uma reta e um ponto mutuamente incidentes em algum
apartamento.

Temos entao que G = GL (V') age de maneira fortemente transitiva como
automorfismo da estrutura simplicial, preservando o tipo de adjacéncia. Seja
{e1, €2, €3} base de V' e considere o comodo C' determinado pela reta projetiva
Re; + Rey e pelo ponto Re; do espago projetivo. Entao temos que B pode
ser identificado com as matrizes triangulares superiores

S O ¥
S ¥ %
* X X

O grupo N pode ser identificado com as matrizes obtidas a partir de uma
matriz diagonal pela permutacao de linhas ou colunas, ou seja, matrizes que
possuem em cada linha e cada coluna exatamente uma entrada nao nula. O
grupo T é o grupo dos elementos que fixam cada um dos espacos Req, Resy
e Res, e pode portanto ser identificado com as matrizes diagonais. Logo,
W = N/T é isomorfo ao grupo simétrico S3. Verifica-se diretamente que S é
o conjunto das permutacoes associadas as matrizes

O = O

10 10
0 0 el 00
01 01

o = O

O

Propriedades do edificio (Z,.4) traduzem-se em propriedades de G e dos
grupos B, N, T e W:

1. Antes de mais nada, como GG age transitivamente sobre os comodos de
= com estabilizador B, podemos identificar G/B com {comodos de =},
associando a clase lateral gB o comodo gC.
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. Seja hC' um comodo s-adjacente a C'. Temos entao que h € Py, o

estabilizador da parede A de tipo S\ {s} de C. Entao, se gC e ¢'C
sao dois comodos s-adjacentes (s € S), se e somente se ¢’ = gh, com
h € Ps.

. Dado h € Py, seja ¥/ um apartamento contendo as camaras adjacentes

ce hC. Como a agao de G é fortemente transitiva, existe b € M tal que
o comodo bhC' de ¥ é s-adjacente a C, portanto bhC' = C ou sC, de
modo que bh € H ou bh € sB e consequentemente, h € Bou h € BsB,
ou seja,

P, = BU BsB.

. A discussao acima pode ser generalizada para paredes de tipo S\,

onde S’ é um subconjunto qualquer de S. Consideramos entao o grupos
W' = (5") C W e obtemos que

Py = | J BwB.

weWw’

. Para o caso particular de considerarmosa parede de codimensao maxima,

ou seja, quando a parede A de C' é definida pelo conjunto vazio, temos
que 8" = S, W' =W, Py = G e obtemos a decomposi¢cao de Bruhat

G = U BwB.

weWw

B possivel demonstrar ainda que o produto das classes bilaterais BwB

e BsB ¢é dado por
BwB - BsB C BwB U BwsB

podendo ser igual a esta uniao, ou exclusivamente a classe BwsB.

Considerando grupos abstratos que possuem similares as apresentadas,

Jaques Tits percorreu o caminho reverso daquele proposto por Felix Klein
em seu Erlange Program: ao invés de estudar as geometrias cldssicas a partir
de seus grupos de automorfismos, Tits associou a um grupo G, satisfazendo
seus axiomas de "par B-N" uma geometria a partir da qual podemos estudar
as propriedades do grupo G.
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Partimos de uma quadrupla (G, B, N,S) onde G é um grupo, B e N
sao subgrupos que geram G, N normaliza a interseccao T' = M NN e
S é um sistema de geradores do grupo quociente W = N/T. Definimos
C (w) = BwB e BW'B = Uyew C (w), para um subgrupo W’ de W gerado
por um subconjunto S C S (W’ é chamado de subgrupo especial de W).
Suponha que as propriedades abaixo (que sabemos ser validas no caso da
acao fortemente transitiva de um grupo G em um edificio gordo):

1. W ¢é grupo de coxeter e os elementos de S sao todos de ordem 2 e
formam um sistema simples de raizes de W.

2. BUC (s) é subgrupo de G para todo s € S.

3. BW'B é subgrupo de G para todo subgrupo especial W' C W.

4. G = UpewC (w).

5. C'(s)C(w) C C(w)UC (sw), quaisquer que sejam s € S e w € W,

6. Para todo s € S,sBs™! € B.

Na realidade, todas estas sao conseqiiéncia das duas tltimas propriedades.
Assim, definimos um par BN agregando estas propriedades:

Definigao 4.1.0.21 Um par BN € uma quadrupla (G,B,N,S) onde G ¢é
um grupo, B e N sao subgrupos que geram G, N normaliza a intersec¢ao
T=MNN eS éum sistema de geradores do grupo quociente W = N/T,
satisfazendo as sequintes propriedades

BN1 C(s)C(w) C C(w)UC (sw), quaisquer que sejam s € S ew € W.
BN2 Para todo s € S,sBs™' € B.

onde C (w) = BwB

A um par BN é possivel associar um edificio. dado um subconjunto
S" C S, consideramos o grupo W’ = (S5") e definimos o isomorfismo de classes
S’ — BW'’'B. Chamamos os subgrupos de G da forma BW’'B de grupos
especiais. E possivel demonstrar que os grupos especiais sao precisamente
os subgrupos de G que contém B. As classes laterais especiais de G sao as
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classes da forma ¢gP, onde g € G e P é um subgrupo especial. Ordenamos
as classes especiais pela ordem reversa da inclusao: P <,, P’ < P’ C P. O
apartamento fundamental ¥ é definido como o conjunto das classes wP, onde
w € W e P e subgrupo especial. Os apartamentos sao entao os elementos da
forma g3, g € G. Denotamos

= {gPlg € G, P subgrupoespecial }
{9%]g € G}

(1]
|

e é possivel demonstrar que

Teorema 4.1.0.22 ([Br, capitulo V.3]) (,<,p) € um complexo simplicial
e (2,A) € um edificio de Tits gordo no qual G age de maneira fortemente
transitiva como automorfismo que preserva o tipo de adjacéncia.

4.2 Exercicios

1. Mostre que todos os apartamentos de um edificio sao complexos asso-
ciados a um mesmo grupo de Coxeter.

2. Seja (Z,.A) edificio e A € Z um simplexo (de dimensao qualquer).
Defina o elo lk= (A) de A como sendo o conjunto de todos os simplexos
B € E disjuntos de A para os quais {A, B} possua limitante superior
em =, ou seja, exista C' € = com C' >4, A e C >4, B. Mostre que

lk= (A) ¢ edificio.

3. Seja (Z,.A4) edificio e ¥ € A um apartamento. Mostre que existe
aplicacao simplicial ¢ : = — 3, preservando tipo de adjacéncia, tal
que ¢|x = Id.

4. Mostre que a fungao dz (C,C") definida na pégina 72 é de fato uma
métrica.

5. Dados dois simplexos A, B € =, seja ¥ um apartamento contendo
A e B e dy(-,-) a métrica natural definida no apartamento. Mostre
que dz (C,C") = dx (C,C") e conclua que o diametro de Z ¢ igual ao
diametro de qualquer um de seus apartamentos.

6. Dois comodos C,C" € = sao ditos opostos se dz (C, C') = diam (Z).
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(a) Sejam C,C" € = comodos opostos, > apartamento contendo am-
bos e D um comodo de ¥. Mostre que existe galeria minima (de
comprimento igual a diam (Z)) entre C' e C’ contendo D.

(b) Conclua que ¥ = fecon (C, C"), o fecho convexo de C' e C’ (menor
subconjunto convexo de E contendo C' e C).

(¢) Mostre que os apartamentos de ¥ é precisamente o conjunto dos
fechos convexos dos pares de (C,C") de comodos opostos.



Capitulo 5

Edificios Associados a Espacos
Simétricos

Veremos neste capitulo como associar um edificio esférico a um espago simétrico
do tipo nao compacto. Na primeira secao apresentamos as defini¢oes basicas
referentes a grupos de Lie semi-simples e espacos simétricos. Na segunda
secao construiremos o edificio esférico associado a tais espagos e finalmente,
na ultima secao, esbocaremos uma demonstracao do Teorema da Rigidez de
Mostow que usa fortemente a estrutura de edificio.

5.1 Espacos Simétricos

Faremos uma apresentacao ligeira e superficial de alguns conceitos relaciona-
dos a espacgos simétricos que serao necessarios. Ao leitor que nao possui
intimidade temos algumas sugestoes. Uma introducao relativamente sus-
cinta, capaz de familiar o leitor com os principais conceitos e resultados é
o survey de Patrick Eberlein ( [Eb]). Uma referéncia bem mais completa e
recomendada é o ja classico texto de S. Helgalson ([He]). Se o interesse do
leitor for mais restrito, ao invés de um texto sugerimos um exemplo extrema-
mente significativo, o caso do espago simétrico SL (n,R) /SO (n,R), que sera
apresentado de forma esquematica no final desta secao.

Um espaco simétrico do tipo nao compacto é uma variedade riemanniana
nao compacta X em que a involucao geodésica! no ponto z, o, : X — X é

LA involucdo geodésica em um ponto x € X é definida do seguinte modo: dado y € X
consideramos 7, a geodésica por = e y, com v,, (0) =z e v,, (t,) = y. Definimos entao

81
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uma isometria para todo z € X. Assumiremos que a fatoracaod e de Rahm
de X nao possui fatores euclidianos. Nestas circunstancias, a componente
conexa da identidade do grupo de isometrias de X é um grupo é um grupo de
Lie semi-simples real G e o establizador de um ponto zy € X é um subgrupo
compacto maximal K. O espaco X pode ser canonicamente identificado com
o espago homogéneo GG/ K, onde identificamos o com a classe lateral eK.

Denotamos as algebras de Lie de G e K respectivamente por g e €. Sendo
g semi-simples, a forma de Cartan-Killing

B (X,Y) = traco (adX o adY)

¢ nao degenerada. Denotamos por p o complemento ortogonal de £ relativo a
B e obtemos a decomposi¢ao de Cartan g = €@ p. As seguintes propriedades
sao validas:

L[] Ct [pp] CE [6p] Cp.
2. B é positiva definida em p e negativa definida em €.

3. A aplicacao v : g — g cujas restrigoes a £ e a p sao rspectivamente
a identidade Id e —Id, é um automorfismo de algebra conhecido como
involugao de Cartan.

4. (X)Y) := =B (X,v(Y)) define em g uma forma quadrética positiva
definida, invariante pela representagao adjunta de K.

Esta tutima propriedade nos permite definir uma métrica GG invariante em
X, que a menos de re-escalonamento por uma constante, é a métrica original
de X.

A curvatura secional é dada por K (X,Y) = — ||[X,Y]|*, para X,Y € p,
de modo que estamos em espagos de curvatura nao positiva. Um flat em X
é definido como um subvariedade euclidiana totalmente geodésica de X. A
dimensao de um flat maximal é chamada de posto de X'. Estamos interessados
primordialmente em espagos de posto maior que 1, ou seja, espacos com
curvatura < 0, onde o limitante é atingido. Dado um flat vy € F C X
e dois vetores tangentes a F, X,Y € p, a formula da curvatura mostra
que [X,Y] = 0. Na realidade, flats maximais correpondem, através de seus
espagos tangentes no ponto zg, a subdlgebras abelianas maximais de a C p:
F = Azxy, onde A :=expa.

02 (Y) = Vuy (—ty)-
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Como subdlgebras abelianas maximais de p sdao conjugadas, temos que
dados flats maximais F, F’, ambos contendo xg, existe isometria g € K tal
que gF = F".

Dado H € a, consideramos a aplicagdo adH : g — g. As aplicagoes
adH, h € a sao simultaneamente diagonalizaveis, de modo que obtemos a
decomposicao em espacos de raizes

g:go@ZgA,

A€o

onde gy = {X €g|[H,X]=A(H)X,VH € go=a}, A € Hom (a,R) e & =
{A € Hom (a,R) |gx # {0}, A # 0}. Se considerarmos as reflexdes nos hiper-
planos Hy := {H € a|A (H) = 0}, obtemos um grupo de reflexées W chamado
de grupo de Weyl. Pode-se demonstrar que este grupo € finito, de modo que
cada grupo de Weyl é um grupo de Coxeter?. Assim sendo, toda a estru-
tura de grupos de finitos de reflexao, tais como sistemas simples e positivos
de raizes, a estrutura simplicial, paredes, galerias, fazem sentido neste con-
texto. Em particular, se considerarmos a a¢ao natural de W em Hom (a, R)
por dualidade, temos que ® é um sistema de raizes no sentido da defini¢ao
2.3.0.2. Dado um sistema simples de raizes ¥ C ®, para cada © C X, o
conjunto {H € a|]A (H) = 0seX € © eA(H) > 0 sel € X\O} estd contido no
bordo (topoldgico) da camara at = {H € a|\ (H) > 0O,para todo A € ¥} e é
chamado de parede de a*.

Os grupos de Weyl classificam as algebras de Lie semi-simples e conse-
quentemente também os espacos simétricos do tipo nao compacto. Cada
uma das componentes conexas de a\ Uyce H), assim como suas imagens por
adX, X € & é chamada de camara de Weyl aberta. Um vetor v € p é dito
regular se pertencer a alguma camara de Weyl aberta e singular do contrario.
Uma geodésica em X passando por zg é dita reqular (singular) se esta con-
tida em um unico (mais de um) flat maximal, ou equivalentemente, se seu
vetor tangente em 1z for regular (singular).

Todos os fatos e estruturas da dlgebra de Lie podem ser transpostos ao
grupo de Lie G pela aplica¢ao exponencial e ao espaco simétrico X = G/K
pela projecao ™ : G — X. Assim, dada uma camara de Weyl at C p,
e sua imagem AT := expa®, chamamos A*xg, assim como suas imagens
isométricas gATxg, g € G de camaras de Weyl de X. Paredes no espago

2g importante observar que apenas os grupos Hs, Hy e I (m) nao se realizam como
grupos de Weyl.
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simétrico sao definidas de modo totalmente andlogo. O ponto gzrg € gA™
é chamado de ponto base da camara.

5.1.1 SL(n,R)/SO (n,R)

Usando a notagao introduzida nos paragrafos anteriores, consideramos o
grupo de Lie semi-simples G = SL (n,R), agindo em

P (n,R) :={z € SL(n,R)|z" = z,z positiva definida}

por conjugagao: A (x) = AzAT. O estabilizador da identidade é, por definicao,
o subgrupo K = SO (n,R), de modo que podemos identificar P (n,R) com
o espago homogéneo SL (n,R) /SO (n,R). As algebras de Lie destes grupos
sao dadas respecivamente por

g = sl(n)={X €gl(n)|tracoX =0}
t = so(n)={Xegl(n|X"=-X}

e o complemento ortogonal de € ¢é
p={Xegl(n)|X" =X, tracoX =0}.

A forma de Cartan-Killing, a involucao de Cartan e a forma bilinear associada
sao dadas respectivamente por

B(X,Y) = traco (XY), v(X)=—-X", (X,Y) = traco (XZ") .

As matrizes diagonais de trago nulo a := {X = diag (a1, ...,a,)| > a; =0} é
subdlbegra abeliana maximal de p e A := expp = {diag (e™,...,e") | > a; =0}
é subgrupo abeliano de G.

As raizes de g sao as apliacoes \;; : a— R | \;; (diag (aq, ..., a,)) = a; —aj,
para i # j e {12, Aag, ..., An_1.,} € sistema simples de raizes que determina a
camara

at = {diag (ai,...,a,) € alay > ay > ... > az}.

O espago associado a raiz \;; é o espaco gerado pela matriz £ que possui
entrada ¢j igual a 1 e todas as restantes nulas.
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5.2 Fronteira Ideal

Estamos lidando apenas com espagos simétricos do tipo nao compacto, mas a
construcao que apresentamos da fronteira ideal, assim como de suas diversas
métricas, é valida para qualquer variedade riemanniana simplesmente conexa
e de curvatura nao positiva (variedades de Hadamard). A generalizagao
para contextos mais amplos exige a introdugao de outros conceitos ue nao
sao relevantes neste contexto. A referéncia bésica para esta segao é [BGS,
capitulos 1-4].

Neste capitulo, consideraremos apenas geodésicas parametrizadas por
comprimento de arco. dado um raio geodésico v : R —X, dizemos que
a restrigdo de v a Rt := {t € Rt > 0} é um raio geodésico. Dois raios
geodésicos v, : RT — X sao ditos assintdticos se tli}rgod (v (t), 5 (t)) existir
(e for finito), onde d (-, -) é a fungao distancia determinada pela métrica rie-
manniana de X'. A relagao de assintocidade é uma relacao de equivaléncia no
conjunto de raios geodésicos e o conjunto de classes de equivaléncia de tais
raios é chamdo de fronteira ideal 0, X. A classe de equivaléncia determinada
por um raio 7 é denotada por 7 (c0). Definiremos trés métricas distintas na
fronteira ideal:

1. Sendo X uma variedade de Hadamard, dado um raio geodésico v e um
ponto x € X, existe um e apenas um raio geodésico [ assintotico a
com ponto inicial §(0) = z. Assim sendo, podemos identificar 0, X
com a esfera unitaria no espago tangente e induzir na fronteira ideal
uma métrica que a torna isométrica a uma esfera. Denotamos esta
métrica por dg.

2. Dados 1, & € 0,,X ex € X, consideramos raios geodésicos v e (3 tais que

7(0) =3(0) =z evy(o0) =n,3(c0) =& A funcao 3d(y(t),5(t)) ¢
convexa e limitada, de modo que seu limite existe e definimos d; (1, &) =

lim ¢d (y (t) , 8 (t)).

3. Dados 1, € 0,,X e x € X, consideramos os representantes v, 3 tais
7(0) = B(0) =z e y(c0) =n,B(c0) = £ e definimos Z; (n,£) como
o angulo entre os raios geodésicos v e  em x. A métrica de Tits é
definida por

dr (n,€) = sup Z, (n,§)

zeX
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As duas ultimas métricas nao apenas determinam a mesma topologia,
mas estao surpreendentemente relacionadas ([BGS]) pelo mesmo modo que
a métrica intrinsica e a métrica extrincica de uma esfera unitaria em R™ se
relacionam:

dT (777 £)

000 =25 (209).

No entanto, estas métricas sao incompativeis com a métrica esférica, definindo
a mesma topologia apenas no caso de X ser um espaco euclidiano.

Podemos dotar X := X U 0,,X de uma topologia que coincida com a
usual em X e com dg na fronteira ideal de modo a termos X compacto, X
aberto e 0, X fechado. Fixamos xq € X e consideramos seqiiéncia (xn),o;l
de pontos de X. Para cada z,, existe um unico raio geodésico v, pasando
por x, e com ponto inicial xy. Dizemos que nh_{& Ty, = 7 (00) se d(xg, )
for ilimitada e +,, (c0) convergir para 7, (00), com a métrica dg.

Dado um subconjunto C C X, definimos sua fronteira ideal d,,C := dC N
05X, onde AC é o bordo topoldgico usual em X. Se C for convexo, entdo

O0ssD = {n(c0) |1 (s) é raio geodésico contido em C} .
Em particular, como toda camara de Weyl gZero é convexa, temos que
gZJr (00) ' =0 (gz+x0>
= {n(o0)[n(s)=g(expsX)zy, X €a’}.

Chamamos estes conjuntos de comodos (de Weyl) ideais. Nao é dificil demon-
strar que duas camaras ideais ou sao disjuntas ou coincidem. De modo sim-
ilar,podemos definir paredes ideais e flats ideais, denotados respectivamente
por gAS (00) e gA (o0). Consideraremos também comodos e paredes ideais
fechados:

g5 (00) = 0n (90 )

= {n(00)In(s) = g (expsX)zo, X €ab}.

5.3 Estrutura de Edificio da Fronteira Ideal

No ponto que nos encontramos, é possivel adivinhar quais sao os elementos na
fronteira ideal que constituem os objetos basicos da estrutura de edificio. Os
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comodos e paredes sao simplesmente a colecao de comodos e paredes ideais.
Os aparamentos sao a imagens assintéticas de flats maximais de X', ou seja,
os conjuntos da forma

F(oo) = {n(o0)|n(s) C F}
= {n(o0)[n(s) =g(expsX)zo, X € a}

onde F' = gAxg é um flat maximal em X. Cada apatamento é isométrico
(com a métrica de Tits) a ma esfera de dimensao k — 1, onde k é o posto de
X. A relacao de incidéncia é determinada pela relacao de insidéncia usual
em apartamentos.

Para sermos mais explicitos, definimos

= = {gzg (0)]g € G,O C z:}

= {Todos os comodos e paredes ideais}
A = {gA(0)|g € G}

= {Todos os flats ideais} .

5.3.1 Fronteira Ideal de SL (3,R) /SO (3,R)

Nesta secao apresentaremos com certo detalhamento a estrutura de edificio
da fronteira ideal de SL (3,R) /SO (3,R). Adotaremos a notacao da segao
5.1.1.

O espaco simétrico X = SL (3,R) /SO (3,R) pode ser identificado com o
espaco das matrizes 3 x 3 simétricas positivas definidas, através da acao de
SL(3,R) dada por A-x = AzAT. Este espaco tem dimensao 5, de modo que
sua fronteira é 4-dimensional. Como X é uma variedade de Hadamard, sua
fronteira ideal é determinada pela imagem asintética dos raios geodésicos com
ponto inicial no ponto zy = Idz«3. Dada geodésica parametrizada por com-
primento de arco 7 : [0,00) — X com 7 (0) = xy, temos seu vetor tangente
7' (0) é uma matriz simétrica A com traco 0 e norma ||Al|* = Tr (AAT) =1.
Como A é simétrica, A é diagonalizavel no grupo ortogonal, ou seja, possui
autovalores reais a, b, c com autovetores associados v,, vy € v, ortogonais. As
condicoes de traco nulo e norma unitaria se traduzem respectivamente nas
igualdades a+b+c =0 e a?+b?>+c? = 1. Podemos assumir sem perda de gen-
eralidade que a > b > c e associamos ao raio ) a faixa s, := (Rv, + [—r, 7] vp),
onde r := (b—c¢)/(a—0b) € [0,00]. A faixa degenera-se em uma reta (r = 0)
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quando b = ¢ ou num plano (r = co0) quando a = b. A aplicacao n +— s, é
uma bijecao sobre o espaco das faixas

Str := {Ru; + [—r, 7] vy C R?| ||o1]| = [Jvo]| = 1, (v1,v2) = 0,7 € [0,00] } .

O conjunto de tais faixas possui uma estrutura de edificio de Tits na qual
os comodos sao as faixas nao degeneradas. Cada comodo possui duas pare-
des, determinadas pela degeneracao da faixa em uma reta ou em um plano.
Um apartamento é definido por uma base ortonormal {vy, vs, v3}, conforme
ilustrado na figura abaixo.

5.4 Teorema da Rigidez de Mostow

Um espaco localmente simétrico é uma variedade riemanniana M em que
todo ponto z € M possui uma vizinhanca normal em que a involucao
geodésica é uma isometria. Se a curvatura de M for nao positiva, o re-
cobrimento universal de M é um espacgo simétrico do tipo nao compacto X
e M é difeomorfa a X'/, com I" isomorfo ao grupo fundamental de M. O
Teorema da Rigidez de Mostow afirma que o grupo fundamental um espaco
localmente simétrico compacto com curvatura nao popsitiva, determina nao
apenas a topoogia, mas também a estrutura métrica deste espaco:

Teorema 5.4.0.1 (Teorema da Rigidez de Mostow) Sejam M e M*
espacos localmente simétricos compactos, com curvatura nao positiva e nao
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(localmente) isométricos ao plano hiperbdlico. Suponha ainda que os reco-
brimentos universais destes sejam irredutiveis (nao possuam fatores de de
Rahm). Entdo, se existe isomorfismo ¢ : m (M) — m (M*), M e M* saio

1sométricos, a menos de uma constante multiplicativa.
Um outro enunciado equivalente deste teorema é o seguinte:

Teorema 5.4.0.2 Sejam G e G* grupos de Lie semi-simples conexos, com
centro trivial, sem fatores compactos e posto real maior que 1. Sejam I' C
G e I C G* subgrupos discretos tais que G/I' e G*/T* sejam compactos
e I' irredutivel. Suponha que ¢ : I' — I'* seja isomorfismo. Entao, existe
isomorfismo (de grupo de Lie) ® : G — G* que estende ¢.

Este resultado foi demonstrado por Mostow em 1973 e posteriormente
estendido por Margulies para o caso em que M (ou G/I') possui volume
finito, sem ser necessariamente compacto. Na realidade, esta versao decorre
do Teorema da Super-Rigidez de Margulies [Zi, capitulo 5.

A demonstragao de Mostow é longa (todas as 190 pdginas de [Mo]) e trata
em separado o caso de posto 1 e posto maior ou igual a 2. Apresentaremos
aqui um mero esbogo da demonstracao para ilustrar a importancia utilizagao
que este fez da estrutura de edificio da fronteira ideal de um espaco simétrico.

Seguindo o esquema apresentado em [BGS|, a demosntragao segue os
seguntes passos:

Etapa I Construir uma pseudo isometria® ¢-invariante? f : X — X*.

Etapa I Demonstrar que existe uma constante R > 0 tal que para todo flat
maximal ' C X, existe um tunico flat maximal F* C X* tal que F™*
estd contido na R-vizinhanga de f (F) assim como f (F) esta contido na
R-vizinhanca de F*. A partir deste resultado conclui-se que a pseudo-
isometria induz uma aplicacao entre os flats maximais de X e de X*.

3Uma funcdo continua entre espacos métricos f : X — X* é uma pseudo-isometria se
existem constantes positivas L, C tais que:

(a) d(f(z),f(y) < Ld(x,y),Yz,y € X;
(b) %d(m,y) <d(f(x),f(y),Vz,y € X com d(z,y) > C.

4Dizer que f é ¢ invariante significa que f (g2) = ¢ (g9) f (z),Vg € T,z € X , onde X
(X*) é o recobrimento universal de M (M*) e a acéo de w1 (M) (w1 (M*)) em X (X*) é
a acao usual por transformacgoes de recobrimento.
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Etapa III Demonstrar que esta aplicacao entre flats maximais induz um isomor-
fismo entre os edificios O, X € O, X™.

Etapa IV Utilizar uma variagdo do ” Teorema Fundamental de Tits” (equivalente
ao Teorema Fundamental da Geometria Projetiva, [Ti, segao 5.8]) que
um isomorfismo do edificio é induzido por uma isometria (a menos de
constante) entre os espagos simétricos.



Capitulo 6

Apeéendicel: Teoria de Grupos

Conforme dito anteriormente, revisamos neste apéndice alguns conceitos basicos
sobre Teoria dos Grupos. Como apoio bibliografico, sugerimos os livros tex-
tos [Her, Capitulo 2] e [Rot, Capitulos 1 a 3] para a primeira segao e os textos
[MKS] e [Ly] para as outras.

Como é natural de se esperar em um apéndice desta natureza, as demon-
stracoes das proposicoes sao geralmente omitidas. No entanto, mais do que
uma lista de definicoes e proposicoes utilizadas ou referidas nos capitulos
anteriores, este apéndice pode ser visto como um resumo, ou panorama, dos
principais conceitos envolvidos, nem todos explicitamente mencionados ante-
riormente. Mais ainda, com o intuito de permitir que se adquira um minimo
de intimidade com os objetos em questao, apresentamos diversos exemplos
cujos detalhes podem ser trabalhados pelo leitor.

6.1 Generalidades sobre Grupos

Nesta secao, faremos uma revisao dos conceitos realmente basicos de Teoria
de Grupos. Todo este contetido pode ser encontrado nos primeiros capitulos
de qualquer livro texto sobre o assunto, de modo que nos daremos o direito
de fazer uma apresentagao extremamente suscinta do assunto, economizando
inclusive nos exemplos que podem ser encontrados a fartura em qualquer um
dos textos sugeridos.

Lembremos que um grupo (G, -) é um conjunto nao vazio de elementos G

91
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e uma operacao binaria (chamada de produto do grupo)

GXG—>G
(g,h) — gh

satisfazendo as seguintes propriedades:

1. Propriedade associativa: (gh) k = g (hk) ,VYg,h,k € G

2. Elemento neutro: Existe um unico elemento e := eg € G (chamdo de
elemento neutro de G) tal que eg = ge = g,Vg € G

3. Elemento inverso: Dado g € GG, existe um unico elemento em G, deno-
tado por ¢g~! tal que gg ! =g lg =e.

Um subgrupo H de G é um subconjunto H C G que, com relagao ao
produto definido em G, é um grupo per si. dado um subgrupo H C G e
g € G, os subconjuntos

Hg:={hglhe H}, gH :={ghlh € H}

sao chamados de classes lateral a direita (respectivamene esquerda) de H
determinada por g. As classes laterais a direita e a esquerda estao em bijecao
e cada uma destas familias determina uma particao de GG: duas classes laterais
a direita (esquerda) ou coincidem ou sao disjuntas. O indice de H em G,
denotado por [G : H]|, é o numero de classes laterais de H em G.

A ordem de um grupo G, denotada por |G|, é a cardinalidade de seu
conjunto de elementos. Ja a ordem de um elemento g € G, denotada por
lg|, é o menor inteiro positivo m tal que g™ = e. Caso nao exista tal nteiro,
dizemos que g tem ordem infinita.

No caso de um grupo finito G for grupo finito, entao valem os seguintes
resultados:

1. dado um subgrupo H C G, [G : H| = |G|/ |H|;
2. Para todo g € G, |g| divide |G|;

3. Para todo g € G, ¢I%l =e.
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dado um subgrupo H C G, podemos operar com suas classes laterais (a
direita ou a esquerda) definindo o produto usual de subconjuntos

(aH) (bH) := {ahibho|hy, hy € HY . (6.1)

De modo geral, este produto de classes laterais nao é necessariamente uma
classe lateral, de modo que nao podemos definire uma estrutura de grupo no
conjunto de classes laterais. No entanto, se para todo a € G as classes laterais
a direita e a esquerda coincidirem (aH = Ha), teremos que (aH) (bH) =
abH. Esta condicao que acabamos de apresentar é resumida no resultado
abaixo:

Proposigao 6.1.0.3 Um subgrupo N de G € dito subgrupo normal de G se
satisfizer qualquer uma das condigoes abaizo, todas equivalentes:

1. Para todo a € G,aNa™! = N;
2. Para todo a € G,aN = Naj;

3. O conjunto de classes laterais {aH|a € G}, com a operac¢ao definida
em 6.1, é um grupo.

Neste caso, o grupo das classes laterais de H em G é chamado de grupo
quociente e denotado por G/H ou H\G, dependendo de considerarmos classes
laterais a esquerda ou a direita.

Intmeros grupos sao obtidos através deste mecanismo, ou seja, como
quociente de um grupo por um subgrupo normal. Mencionamos a titulo de
exemplo um 1nico caso, os grupos Z, (n inteiro positivo), definidos como o
quociente do grupo aditivo Z pelo subgrupo normal (verifique) nZ, formado
pelos miiltiplos inteiros de n. O quociente Z := Z/nZ é um grupo finito com
n elementos, que denotamos por 0,1,...,n — 1, com i representando a classe
dos inteiros que, divididos por n tem resto i.

Ao tratarmos de grupos, assim como em qualquer teoria matematica,
identificamos objetos que diferem apenas na natureza dos objetos mas nao
em suas propriedades ou relagoes. Para isto introduzimos a nogao de homo-
morfismo:

Uma aplicagdo ¢ entre grupos G e G’ é dita um homomorfismo se para
todos a,b € G tivermos ¢ (ab) = ¢ (a) ¢ (b), onde fica subentendido que no
primeiro termo estamos considerando o produto em G e no segundo o pro-
duto de G'. Um homomorfismo bijetor é inversivel e seu inverso também é
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homomorfismo e é o que denominamos isomorfismo de grupos. Grupos iso-
morfos (que est@o relacionados por isomorfismos) sdo essencialmene idénticos
e o conhecimento que se busca através da teoria de grupos ¢é aquele que se
aplica a classes de grupos isomorfos.

Homomorfismos estao intimamente ligados a grupos quocientes. De fato,
se N C @ for subgrupo normal, a aplicacao

G—>G/N
g gN

¢ um homomorfismo sobrejetor. Reciprocamente, se ¢ : G — H for homo-
morfismo sobrejetor, entdo H é isomorfo a G/ ker ¢ onde ker ¢ := {g € G|¢ (g)
chamado de ntcleo de ¢, é sempre um subgrupo normal de G (note que ey
¢ a identidade do grupo H).

6.2 Apresentacao de Grupos

Dado um grupo G, dizemos que G é gerado por um subconjunto S C G (e
chamamos S de um conjunto gerador) se todo elemento g € G puder ser
expresso como produto g = gy - - - gp, COM gy, ..., gp € S.

Exemplo: O Grupo de Klein Ky é o grupo de fungoes reais

{h@=sn@-or0in6@-1},

onde a operagao é a composicao de fungoes. Se preferir, pense no grupo
constituido das matrizes

10 -1 0 01 0 -1
7)o 2)-(a)(5 )
com a operagao usual de matrizes. E imediato verificar que de fato, temos
um grupo definido com esta operagao. O elemento neutro é obviamente a
fungao identidade f (z) = x. O grupo é gerado pelas fungoes fi, fo pois
obtemos f3(z) = fio fo(z) e fo(x) = f#(x). Se representarmos fy, fi e
f> respectivamente pelos simbolos e, g e h, teremos entao que e = ¢, e =
h?,gh = hg. Existem outras relacoes algébricas envolvendo estes simbolos,
por exemplo as relacoes ¢° = g e (gh)2 = e. No entanto estas sao todas

:eH}a
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derivadas das trées primeiras, utilizando-se apenas as propriedades garantidas
pelos axiomas de grupo. Por exemplo

(gh)* = (gh) (gh) = g (hg) h = g (gh) h = (9g) (hh) = g°h® = ee = e.

De fato, seja
gAML = ¢ R g O (6.2)

ou, equivalentemente,
G g TR h g AT = e,

Usando o fato que g*> = h? = e, obtemos que g = g~' e h = h™!, de modo
que podemos supor que todos os expoentes sao positivos. Mais ainda, como
"= ()" =e"=ce g = (¢*)"g = eg = g (e similarmente para h),
podemos assumir que todos os expoentes sao 1 ou 0, de modo que a expressao
se reduz a

g'h"=e, v,n=0,1, (6.3)

e a Unica possibilidade para esta relagao valer é termos v = n = 0, ou seja,
e = e. Revertendo os passos a partir de 6.3, podemos obter a relacao 6.2,
utilizando apenas as propriedades de grupo e as relagoes iniciais

e=g% e=h%gh=hg. (6.4)

Assim, podemos descrever o grupo de Klein como o grupo abstrato gerado
pelos elementos g, b, sujeito apenas as relagoes 6.4, no sentido que dois gru-
pos que podem ser descritos deste modo sao isomorfos. O

Exemplo: O grupo S3 das permutagoes de trés objetos z,y, z é um grupo
de seis elementos gerado pelos ciclos (zyz) e (zy). De fato,

e = (
(zyz) = (wyz
(zzy) = (xy2)°
(zy) = (vy)
(zz) = (wyz) (zy)
(yz) = (2y) (zy2)



96 CAPITULO 6. APENDICEI: TEORIA DE GRUPOS

Novamente, se denotarmos (zyz) e (zy) respectivamente por g e h, temos
que S5 é gerado pelos elementos g e h sujeito apenas as relacoes g5 = h? =
(gh)* =e. 0

Podemos proceder de modo abstrato. Partimos de um conjunto de simbolos
S = {al,afl, ...,an,a,jl}, que chamamos de alfabeto. Uma palavra w com
alfabeto S é uma seqiiéncia finita qualquer w = 0;1...01?:, ondei; =1,...,ne
e; = £1. Dizemos que L (w) = k é o comprimento da palavra w. A palavra
vazia, inica palavra de comprimento 0, é denotada por e. Denotamos o} sim-

plesmente por o; e costumamos abreviar blocos consecutivos de k simbolos

o; (o;71) por a¥ (o;™). Por exemplo
4.3 5 —92 —1_-1
01090109 = 01010101020202010101010109 049 .
Definimos o produto por justaposi¢ao de duas palavras u = afll...af: ew =
5
a?ll...ojll como a palavra
_ €1 €k 01 &
Uw = 0.0, 050
e a palavra inversa
-1 _ =4 =41
w =04 04
Obviamente, L (uw) = L (u) + L (w) e L (w) = L (w™).
Se assumirmos por conveniéncia que o = e (a palavra vazia) para todo

1, temos que, o conjunto
F (S) = {Todas as palavras escritas com o alfabeto S},

com o produto por justaposicao, tem a estrutura de um grupo, chamado de
grupo livre gerado por n elementos (simbolos). Obviamente, a palavra vazia
e é o elemento neutro e o inverso de w é a palavra w™!. Como grupo, F (.5)
é gerado pelos palavras de comprimento 1: oy, ...,0,,07 ", ...,0,". Note que
este grupo é altamente ndo comutativo: o7 ajj = a;j o' se e somente se i = j,
ou seja, qualquer gerador comuta apenas com si mesmo e com o seu inverso.

Dado um grupo G gerado por um conjunto S” = {¢i, ..., g, }, consideramos

o grupo livre F = F (S) gerado pelo conjunto S = {0y, ...,0,}. A aplicacdo

o : F -G

771'1 nzk
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¢ um homomorfismo de grupos, obviamente sobrejetor. Seu nticleo é o con-
junto

R =ker¢p = {a?fl - '0?:“ € IE“L(]Z1 . gZ:k = e}
e temos, pelo teorema do isomorfismo que G ¢ isomorfo a F/ ker ¢ (resultado
conhecido como Teorema de Cayley).
Dizemos entao que o par (S, ker ¢) é uma apresenta¢io de G. A notagao
usualmente adotada é G = (S|R). Se ker ¢ for finitamente gerado por uma

familia . . .
i i i i
/ L1 1,kq L1 Lk
R = {Uim 0i1,k1 ""’Uiz,1 giz,kl }

entao temos que todas as relagoes de R podem ser obtidas a partir destas
e neste, dizemos que G = (S|R') é uma apresentacdao finita de G. Observe
que nesta situacado, R é o fecho normal de R’, ou seja, o menor subrgrupo
normal de F que contém R’

Exemplo: Frequentemente, abusamos da linguagem e ao invés de escrever-
mos os conjuntos S e R, omitimos os parénteses e simplesmente listamos os
elementos destes conjuntos. Obtemos assim:

Ky = (g,hlg> =h* = (gh)" =)

Sy = (g,hlg*=1* = (gh)* =e)

7? = {g,hlghg”'h"" =¢).

A apresentagao de um grupo nao é unica. Se, por exemplo, considerarmos
os geradores (xy) , (yz) de S3, obeteremos a apresentagao

Sy = (g,hlg® = h* = (gh)’ =¢).
O

Conforme vimos no exemplo acima, um grupo pode ser apresentado de
diversos modos. Existem quatro operagoes elementares que nospermitem
passar de uma apresentacao a outra, conhecidas como transformacoes de
Tretze:

1. Substituir a apresentacao (S|R) pela apresentacao (S|R U {r}), onde r
é uma conseqiiéncia de R, ou seja, r pertence ao fecho normal de R;

2. A operagcao oposta da anterior, ou seja, substituir a apresentacao (S|R U {r})

pela apresentagao (S|R), onde r é uma conseqiiéncia de R;
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3. Substituir a apresentacao (S|R) pela apresentagao (S U {s}|RU{r}),

onde s é um elemento novo, nao pertencente a S, e r é uma relacgao
da forma s~'w, com w uma palavra definida em termos dos geradores
em S;

. A operagao oposta de (3), ou seja, substituir a apresentacao (S U {s} |[R U {r})

pela apresentacao (S|R), sob as mesmas condigdes do caso anterior.

Obviamente, duas apresentacoes que diferem por transformacgoes de Ti-

etze definem grupos isomorfos. A reciproca também é verdadeira, ou seja:

Teorema 6.2.0.4 [Ly, pag. 16/Duas apresentagoes finitas definem grupos
isomorfos se e somente se € possivel passar de uma para a outra através de
um numero finito de transformacoes de Tietze.

Exemplo: Considere as apresentagoes (ala® = ¢e) e (b, c|b*> = ¢ = beb~ 17! =¢)
do grupo ciclico com 6 elementos Zg. Vamos mostrar como passar de uma a
outra através de transformacoes de Tietze:

por

(observe que temos b = a

Utilizamos a trasformacao do tipo 3 e substituimos

(ala® =e) (6.5)

{(a,b,cla® =b""'a® = c'a® = ¢) (6.6)

3 3

e ¢ = a?). Destas relagoes segue que b = ¢ =

beb~ e = a~tbe ! = e. Assim, através de uma relacao do tipo 1, substitu-
imos a apresentacao 6.6 pela apresentacao

(a,b,cJa® =b"'’ =cla? == =beb ¢ =abc =€), (6.7)

Verifica-se diretamentee que as relacoes a® = b~ 'a® = ¢ 'a® = e sdo con-
seqiiéncias das relacoes b?> = ¢ = beb~le™! = a~lbe™! = e de modo que,
através de operacao do tipo 2 obtemos de 6.7 a apresentacao

(a,b,c|p> =’ =beb ¢ =a b =e). (6.8)

Finalmente, usamos uma transformacao do tipo 4 em 6.8 para excluir o

gerador a assim como a relacao a~tbc™

! = ¢, obtendo a apresentacao desejada

(bclp> =c® =beb~ ' =e). (6.9)
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O

Uma apresentagao de grupos G = (S|R) determina uma norma e uma
métrica no grupo G. Definimos a norma de um elemento ¢ € G como o
comprimento da menor palavra que representa o elemento:

|9l = min {L (w) |w = g} .

A distancia entre dois elementos g, h € G é definida como

de (g, h) = |h7 "y,

O indice ¢, frequentemente omitido, indica que estamos tratando da norma
e distancia de Cayley. E imediato constatar que esta distancia define uma
métrica ' em X e que esta métrica ¢ invariante pela acao a esquerda de G,
ou seja, d (gh, gk) = d (h, k), para quaisquer g, h,k € G. Observe ainda que
esta depende nao apenas do grupo GG mas também de sua apresentacao. Por
temos que no primeiro caso, d (2,3) = 1 enquanto no segundo, d (2,3) = 2.

Esta métrica é discreta e pode ser realizada como um espaco continuo
(conexo) através do grafo de Cayley. Os vértices do grafo sdo pontos em
bijecdo com G. Dados dois pontos (associados aos elementos) g e h, estes
sao ligados por uma aresta se e somente se h~'g € S, ou seja, se diferirem
por um gerador (ou equivalentemente, se e somente se d (g, h) = 1).

6.3 Representacao de Grupos

O conjunto GL (V) das transformagoes lineares inversiveis de um espago
vetorial V| com a operagao usual de composicao, ¢ um grupo. No caso
de V' ter dimensao finita n, ao escolhermos uma base, podemos identificar
canénicamente o conjunto GL (V') com o conjunto das matrizes n x n de
determinante nao nulo (sobre o corpo base de V'), onde a operagdo em GL (V)

'Uma métrica é uma funcao d : X x X — R tal que:

L d(z,y) =d(y,z), Yo,y € X;
2. d(x,y) > 0ed(z,y) =0 se e somente se x = y;
3. d(z,z) <d(z,y)+d(y,2),Vr,y,z € X.
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é compativel com o produto usual de matrizes, de modo que este conjunto de
matrizes, com o produto usual, é frequentemente identificado com GL (V).

Uma representa¢ao de um grupo G em GL (V) (que abusando da lin-
guagem, frequentemente diremos ser uma representagao em V') é um homo-
morfismo de grupos p: G — GL (V).

Exemplo:

Sy, = Considere o grupo S,, de permutagao dos elementos {1,...,n}. Seja V
espago vetorial de dimensao n e {eq, ..., e,} base de V. A aplicacao

p: Sp,— GL(V)
o p(o): V-V
D i1 Qi 7 D Qo)
é uma representacao. Observe que S, "age” em V por permutacao de
coordenadas.

Ky : A aplicacio p : Ky — GL (R?) definida por

B 10
t 0 1

(=10
& 0 -1

¢ uma representacao.

Z? : A aplicagao (m,n) — < 60 6(31 ) ¢ uma representacao de Z? em
GL (R?).
Ds,, : Considere o Grupo Diedral D,, = (g, h|g*> = h™ = (gh)" = e). Entao, a

aplicacao
1 0
77 Lo -1

2T .27
cos —  sin —

= B
—sin — cos —
n n
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pode ser estendida (de modo tnico) a uma representagao p : D, —
GL (R?).

O

Uma representagao p : G — GL (V) é dita irredutivel (ou essencial no
contexto de Grupos de Coxeter) se nao existe subespago {0} ¢ W ¢ V
invariante por p(G), ou seja, tal que p(g)v € V para g € Gev € V
quaisquer.

Exemplo: As representacoes dadas acima dos grupos Z? e D,, sdo irre-
dutiveis. Ja as representagoes de S,, e K3 nao o sao. De fato, o subespaco uni-
dimensional de V' gerado pelo vetor (1,1, ...,1) é invariante por permutagoa
de coordenadas. O mesmo vale para o seu complemento ortogonal

W = {(ml, ey ) | Zmz = 1} )

Sendo W invariante por p(.S,), podemos considerar a restricao desta rep-
resentagao obtendo assim uma representagao p* (g) = p(g) |w. Esta repre-
sentagao é irredutivel (demonstre!). J& para a representacao de Ko, é facil

ver que os subespacos definidos pelas equacoes © = y e £ = —y sao ambos
invariantes por p (K5). A restrigdo de p a qualquer um destes espagos é triv-
ialmente irredutivel. O

6.4 Acoes de Grupos

Comecamos o estudo de acao de um grupo com a definicao necessaria:

Definicao 6.4.0.5 Seja G um grupo e X um conjunto. Uma acao de G em
X (uma G-a¢do) é uma aplicagio ¢ : G x X — X tal que ¢(g,¢ (h,z)) =
¢ (gh,x) e ¢ (e,x) = x, para g,h € G,x € X quaisquer, onde e € G € a
tdentidade.

Se ¢ for um G-agao em X, ¢é imediato constatar que, para todo g € G,
a aplicagao ¢, : X — X, definida por ¢, () = ¢ (g,2) é uma permutacio

(bijecao) de X. De fato, se ¢, (v) = ¢, (y), entdo ¢,1¢, () = ¢,-19, (y).
Mas

P10, (x) = (97 0(9,0) =9 (97'g,2) =d(e,x) ==
G0, (y) = 0(970(9.y) =0(97"9,y) =d(e;y) =y
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e temos que ¢, ¢ injetora. Além disto, dado y € X, temos que y =
P, (¢g_1 (y)) de modo que ¢, é de fato uma permutacao de X, ou seja,
¢, € Sx, o grupo de permutagoes de X.

Assim, se considerarmos a aplicagdo ¢ : G — Sy, definida por ¢ (¢) = ¢
teremos que

®(g9) @ (h)(x) = ¢y (& (h,x)) = ¢ (9,0 (h,x)) = ¢ (gh, x) = ® (gh) (x)

para todo z € X, ou seja,  é um homomorfismo de G em Sx.
Usamos indistintamente as notagoes (G, X, ¢) e (G, X, ®), ou simples-
mente (G, X), quando a definigdo de ¢ for clara pelo contexto.

g’

Observacao 6.4.0.6 Se consideramos KX um espaco vetorial construido
formalmente tendo X como base e K como corpo base, entio Sx age em
K~ permutando as coordenadas, ou seja, se ¢ € Sy, definimos ¢ (>, a;x;) =
> a0 (z;), onde a; € Kz, € X e i € I, um conjunto finito de indices.
Temos assim que 5 € uma tranformacado linear e a aplicacdo : ¢ — 5 de Sx
em GL (KX) € uma representacao.

Denotamos a agao ¢ de G em X por (G, X, ¢). Quando ¢ for fixa e nao
houver perigo de confusdo, denotaremos g (z) = ¢ (g,2) = ®(g) (x). Com
esta notagao, temos que g (h(x)) = gh (x).

Exemplo: Sx e seus subgrupos agem de maneira natural em X. Se con-
siderarmos o caso em que X = {1,2,...,n} é um conjunto finito, denotamos
Sx = S,. Adotamos a notagao usual para ciclos em S, : (x1, %2, ..., Tx)
representa o elemento ¢ € S, tal que ¢ (z;) = ;41 (se i = 1,..,k—1) e
¢ (21) = 1. E conhecido o fato que todo elemento ¢ € S, se escreve (nao de
maneira inica) como produto (i1, j1) ... (4, ji) de transposi¢oes. Embora esta
decomposicao nao seja unica, a paridade do indice [ é bem definida. Temos
alguns subgrupos particulares de S,, que merecem um nome proprio: O grupo
alternado A,, formado pelos elementos que se descrevem como produto de um
nimero par de transposicoes e o grupo diedral D, gerado pelos elementos
(1,2,...,n) e (1,2k) (2,2k — 1) ... (k, k + 1) se n = 2k for par e pelos elemen-
tos (1,2,...,n) e (2,2k —2) (3,2k — 3) ... (k, k + 1) se n = 2k — 1 for impar. O

Exemplo: Considere V' um espago vetorial e

G=GL(V)=A{T :V — V|T é linear e bijetora} .
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G age de maneira natural em V', assim como os seus subgrupos. Se V for
um espaco euclidiano?, consideramos os seguintes subgrupos de GL (V):

U
t~

S
|

{A€GL(V)|det A =1}
OV) = {AeGL(V)|A"A=1d}
{AeSL(V)|ATA=1d}.

92
<

S
|

Exemplo: Conforme vimos, ao fixarmos uma base {e1, ..., e, } de V', temos
uma acao natural do grupo 5, em V permutando os elementos da base e es-
tendendo a aca@o por linearidade, ou seja, U (aqeq, ..., ane,) = 1o (1) + ...+
an¢ (e,). Observe que esta representacao é obtida em um espago de dimensao
n, Para o caso dos grupos diedrais D,,, podemos representd-los sempre em R2.
Identificamos o gerador a = (1,2,...,n) com a transformagao definida pela
cos 2X  sin 2

& ) eogerador b = (1,2k) (2,2k — 1) ... (k, k+ 1)

matriz A =

—sin %™ cos
n n
com a matriz B = ( 0 _1 )caum elemento a''b™...a"b" identificamos a
matriz A% B ... A%Bi . Tente verificar diretamente estas afirmacoes para os
casos n = 3, 4. O

Exemplo: Um grupo G sempre age sobre si préprio ao menos de trés
maneiras importantes:

L, (h) := gh translagao a esquerda
R, (h) :=hg translacao a direita
C, (h) := ghg™' conjugagao ou automorfismo interno

2Dizemos que V é euclidiano se for um espaco vetorial real de dimensdo finita,
dotado de um produto interno (-,-) : V x V — R, ou seja, (-,-) é uma forma bi-
linear ({(au+ fv,w) = a{u,w) + B{v,w) e (u,av + fw) = «a{u,v) + B {u,w) para
a,f € Reu,v,w €V quaisquer), simétrica ((u,v) = (v,u),Vu,v € V) positiva definida
((u,u) > OV0 #u € V e (0,0) = 0). Um produto interno induz uma norma ||u|® = (u, u)
e uma métrica d (u,v) = ||lu — v||.
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Exemplo: Dados inteiros 0 = i < 11 < ... < i1 < 1 = n, uma ban-
deira de tipo {ig, 1, ..., } em um espago vetorial V' de dimensao n é uma
seqliencia encaixante de sub-espagos Vo C Vi C ... C V}, tal que dim V; = i;.
O conjunto de todas as bandeiras de tipo {ig, i1, ..., iy } é uma variedade difer-
enciavel compacta, chamada de variedade bandeira {ig, i1, ..., it }, denotada
por Fi .- Os espacos projetivos e as Grasmannianas G (n,m) sdo casos
particulares de variedades bandeiras, respectivamente os casos Fo 1., € Fomn-
Para simplificar a notagao, frequentemente omitiremos os indices ig = 0 e
i, = n. E imediato constatar que GL (V), assim como seus subgrupos, age
em Fi i, A transformagao linear 7" leva a bandeira Vy C V4 C ... C V}

em T (Vo) cT (V1) C...CT (Vi) 0

Defini¢ao 6.4.0.7 Uma acao (G, X, ®) € dita

1. Fiel se ker® = {e}, ou seja, se g(x) = x,Vx € X se e somente se
g=-e.

2. Simples e ndo possuir pontos fixos, ou seja, se g(x) = = para algum
x € X entao g = e.

3. Transitiva se, para quaisquer x,y € X existir g € G tal que g (x) = y.
Neste caso, dizemos que (G, X) é um espago homogéneo, ou que X ¢é
um espaco G-homogéneo.

Exemplos:

1. A acaode Sx em X, assim como a de seus subgrupos A,, e D,, sdo transi-

tivas. Observe por exemplo, no caso do grupo diedral, que (1,2, ..., n)l_k (k) =
[.

2. GL(V), assim como SL (V), agem transitivamente sobre V'\ {0}, mas
nao sobre V. O (n) age transitivamente sobre as esferas S = {v € V| ||v|| = r}.

3. Consideremos um poligono regular P de n lados no plano euclidi-
ano, com baricentro na origem. O grupo diedral D,,, através da repre-
sentacdo usual (6.4), age transitivamente sobre o conjunto dos vértices
de P, assim como sobre suas arestas.

4. A agao de um grupo sobre si mesmo por translagoes é sempre transitiva.
A agado por conjugacao nunca o é (porque?).
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5. A ac@o de O (V) é transitiva sobre qualquer variedade bandeira: Dada
uma bandeiraly C Vi C ... C Vi do tipo {ig, i1, ..., i}, consideramos
uma base ortogonal {vy,...,v;,} de Vi. Completamos esta base a uma
base ortogonal de V3, ou seja, escolhemos v;, 41, ..., v;, em V5 ortogonais
entre si e ortogonais a V;. Continuando deste modo obtemos uma base
ortogonal {vy,...,v,} de V tal que {vy,...,v;,} é base de V; para todo
[ =0,1,..., k. Procedemos de modo similar para uma bandeira W, C
Wy C ... € Wy do tipo {ig, i1, ..., i}, obtendo outra base ortonormal
{wy,...,w,}. A transformagao linear definida por T (v;) = w; é uma
transformagao ortogonal que tal que 7' (V;) = W;.

6. A agao de D,, nao é simples sobre o conjunto de arestas de um poligono,
nem sobre o conjunto de seus vértices. No entanto, ela é simples no
produto cartesiano {vértices de P} x {arestas de P}

7. A acao de um grupo sobre si mesmo, por translagoes, é sempre simples.

8. A agao de O (V') é simples sobre o conjunto de bases ortonormais de V'
mas nao sobre as variedades bandeira de V. Mesmo se considerarmos
a variedade bandeira completa Fg ;2 ., cada bandeira pode ser repre-
sentada por uma base ortonormal, mas esta representagao nao é Unica:
duas bases {ey,...,e,} e {e],..., e} representam a mesma bandeira se
e somente se e; = te; para todo i —1,...,n.

Observacao 6.4.0.8 Os adjetivos fiel, transitivo e simples guardam a sequinte
rela¢ao quando avaliados em relagao a grupos e subgrupos: se H C G for sub-
grupo, com G agindo em X, entdo

a acao de H € transitiva = a acao de G € transitiva
a acao de G € fiel = a acao de H ¢ fiel

a acao de G € simples = a acao de H € simples.
Qualquer uma das reciprocas nao € necessariamente verdadeira.

Associados aos conceitos de acao transitiva e simples temos as seguintes
definigoes:

Orbitade z : G (x)={g(z)|g € G}
Estabilizador de x : G, ={g € Glg(z) =z} .
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A érbita de um ponto indica o quanto uma acao é préxima de ser transitiva,
enquanto que o estabilizador nos da a medida de quanto esta deixa de ser
simples, no sentido que (G, X) é uma acao

transitiva < G(x)=X,Vr e X
simples & G, ={e},Vz e X.

E imediato verificar que o estabilizador de um ponto (ou de um conjunto
de pontos) é um subgrupo de G. Mais ainda, se g (z) = y, entdo G, =
9G.g~".

Exemplos:

1. Seja G = GL (V). Entao, para x # 0 temos que G (x) = V\ {0},
enquanto G (0) = {0}. A acado de G ¢ transitiva sobre o conjunto das
bases de V. Dado 0 # e; € V, completamos uma base {ey,...,e,} e
obtemos que

1 ajp -+ a, o .- 0
0 axp -+ az Q22 -+ QA2

Ge, = A= o ] [rank ) ] =n-—1
0 Apo - Ann Apo - Ann

que esta em bijecao com o conjunto

{{fe, - fu}l{er, fo, .., fu} € linearmente independente} .

Se considerarmos G = O (V), para qualquer x = (21, x, ..., ,) (coor-
denadas em uma base ortonormal) temos que

G(r) = {y= (yl,.--,yn)lzy? = sz}

Ja o estabilizador G, (e; # 0) estd naturalmente em bijecdo com o
conjunto

A f2, - [u} 1{er, fa, ooy fu} € base ortonormal} .

2. Vamos considerar a a¢ao de O (V') na variedade bandeira F = Fy 12, -
Como cada bandeira é determinada por uma base ortonormal, temos
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que a acao de O (V') é transitiva em F. No entando, duas bases ortono-
mais ordenadas o = {ey,...,e,} e 0 = {f1,..., fn} podem definir a
mesma bandeira. Isto ocorre se e somente se f; = ¢;,Vi = 1,....n.
Logo, o estabilizador de um ponto é o conjunto das matrizes (na base
a)

{diag (e1,...,en) les=x1i=1,...,n} 2 Zo & ... ® Zs.

Um raciocinio similar pode ser desenvolvido para a a¢ao de GL (V') em

F. Neste caso, considerando as bases « e 3, estas definem uma mesma
. . k

bandeira se e somente se tivermos f; = > . a;e;, de modo que, na

base «, o estabilizador da bandeira definida pela base a é o conjunto

11 a2 -+ Qip
O a IR an

A=| & ' det A £ 0
0 0 - Gpn

Proposicao 6.4.0.9 Seja (G, X) um espago homogéneo. Entao eziste uma
bijecao entre X e o conjunto de classes laterais G/G,. Em particular, se G
for finito, temos que | X| = |G|/ |G.|.

Demonstracgao: Observamos antes de tudo que se g(x) = y, entao
G, = gG,g~'. Assim, associamos a classe lateral ¢G, € G/G, o ponto
g(x) € X. Antes de tudo devemos verificar que esta associagao estd bem
definida, ou seja, devemos verificar que se gG, = hG, entao g (z) = h(z).
De fato, temos que g € hGG,, de modo que g = hk, para algum k € G,. Logo
g(z) = hk(z) = h(k(z)) = h(z). Como a agado de G em X é transitiva,
esta associagio é sobrejetora. Além disto, se g (x) = h(z), entao h™lg € G,
ou seja, hG, = gG,. a

Note que até este momento considerando espagos G-homogéneos X sem
qualquer estrutura adicional. Nestas condicoes, todo conjunto X é G-homogéneo
se considerarmos G = Sx o grupo de permutagoes de X. No entanto, nes-
tas circunstancias, estamos na realidade estudando Teoria dos Conjuntos e
a propriedade de ser G-homogeéneo é de pouca valia. Assim, para se obter
beneficios da Teoria de Grupos, geralmente se considera X como um espaco
com uma estrutura adicional que deve ser preservada pela agao de GG, como
por exemplo a estrutura métrica (preservada por isometrias), a estutura ve-
torial (preservada por transformagoes lineares) e assim por diante.
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Capitulo 7

Apeéndice 2: Isometrias de
Espacos Euclidianos

E surpreendentemente dificil encontrar na literatura a construcao detalha do
grupo de isometrias dos espacos euclidianos. Assim, desenvolvemos com certo
cuidado e relativamente bastante detalhes a construgao do grupo de isome-
trias destes. O leitor atento podera observar no final da se¢ao o ressurgimento
do produto semi-direto de dois subgrupos de um grupo dado, construcao que
foi observada na definicao das classes de grupos B, e D,,. Comecamos re-
tomando a definicao ja vista em nota de rodapé:

Defini¢ao 7.0.0.10 Um Espaco Euclidiano (E™, (-, -)) € um par formado de
um espaco vetorial real de dimensao E™ e uma aplicacao bilinear simétrica
positiva definida (-,-) (ou seja, (-,-) : E"XE"— R ¢é simétrica, bilinear e
(uyuy > 0 para todo 0 # uw € E). Chamamos (u,v) de produto interno

entre u e v e |ul| = /(u,u) de norma de u. Temos também uma métrica
euclidiana associada definida por d (u,v) = ||u — v||.

Se considerarmos uma base arbitraria 5 = {ey, ..., e, }, uma forma bilinear
simétrica ¢ definida, nesta base pela matriz J = ({;, €;));,_,, ou seja, se
v=> e ew =Y (e entdo

(er,er) - fer,en) B4
<v,w>:(oz1 an) : : :
(en,€1) -+ (en,en) B

109
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’

. 7 . ’ . . ’ . . /
Sendo J simétrica, esta ¢ diagonalizavel, ou seja, existe base ' = {el, e en}
referente a qual a matriz da forma quadrética é da forma

0, 0 0

) 0 6 0
diag (01, ...,0,) = )

0 0 - 4,

Como estamos tratando de uma forma positiva definida, devemos ter neces-
sariamente todos os §; estritamente positivos. Assim, se trocarmos a base 3’

pela base
e/ el
1= /—1/7"~7fn = 7
<€17€1> <€n7en>

temos que (-, -) é definida pela matriz identidade, ou seja, a menos da escolha
de uma base conveniente, podemos assumir que (v, w) = > «;f3;. Tal base é
dita ortonormal (ortogonal, pois (f;, f;) = 0 se i # j e normal pois (f;, fi) =
1).

De modo geral, definimos o grupo ortogonal O (E") como o grupo das
transformacoes lineares que preservam o produto interno dado. Nao é dificil
constatar que, fixada uma base e determinada a matriz J do produto in-
terno nesta base, O (E™) pode ser identificado com o conjunto das ma-

a
trizes {A € Myx,|ATJA = J}. De fato, se tivermos [v] = : e [w] =
Oy,
b1
: (coordenadas na base dada entao
B

(Av, Aw) = (A[])" T (A[w])

Escolhendo v e w adequadamente, podemos constatar que
)" (ATJA) w] = [v]" T [w], Yo,w

se e somente se ATJA = J.
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Mais ainda, se for dado um outro produto interno (-,-)*, definido por
uma matriz J*, entdo J* = BJB™! para alguma matriz B e O (E™, (-,-)") é
identificado com o grupo das matrizes

{B'AB|A € O (E")} .

Resumindo, o grupo de transformacoes lineares que preservam o produto
interno é tnico, a menos de conjugacao.
Consideramos entao um espaco euclidiano E”. A métrica associada é

d(u,v) = |ju —v|| = v/{u — v,u — v). Para construirmos o grupo de isome-

trias de [E” comegamos com as seguintes observagoes:

Observacao 7.0.0.11 Cada elemento x € E™ determina uma translagao
T, (u) = z+ u. As translagoes sao isometrias, pois |T, (u) — T, (v)|| =
|(z +u) — (x4 v)|| = ||lu—v]|. Seque que o grupo de isometrias de E" age
de maneira transitiva, pois dados u,v € E",T,_, (v) = u.

Observacao 7.0.0.12 Assim, os estabilizadores de cada ponto sao conju-
gados. Logo, para conhecermos o estabilizador de qualquer ponto basta con-
hecermos o estabilizador de u = 0.

Lema 7.0.0.13 Uma tranformacao linear I preserva o produto interno se e
somente se preserva a métrica associada.

Demonstragao: Assuma por hipétese que T preserva o produto interno.
Temos entao que

IT@)I* = (T(),T ()

= (v,0) = |lo||”
e consequentemente
(T (v), T (w)) = [|IT(v) =T (w)]
= |IT(v—w)|’
= v —wl?
d(v,w),

ou seja, 1" preserva a métrica associada.
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Reciprocamente, vamos assumir que 1" preserva a métrica associada. Temos
entdo que d (0,v) =d(T(0),T (v)) = ||v|]| = ||T (v)]| e segue que

IT () =T ()| = (T (v) =T (w),T (v) = T (w))
= T @)° = 2(T (v), T (w)) + T (w)|*.

Isolando o produto interno (T (v),T (w)), temos:

_ T @I =17 (v) = T (@)|” + 1T (w)[*

(T (0),T (w) )

Como T preserva a norma, segue que

2 2 2
_ ol = v — wl]” + [Jw]
- )

(T (0),T (W) .

ou seja,

o]l — [l — wl® + lw]|”
5 = (v,w).

Lema 7.0.0.14 Seja T uma transformacgdo que preserva o produto interno
e mantém fixa a origem. Entao T é uma tranformacao linear.

Demonstragao: Para que T seja uma transformacao linear, é suficiente
termos T (A\v) = AT (v) e T (v+w) = T (v) + T (w) para quaisquer \ €
R;u,v € E™.

Como T preserva o produto interno, temos que

(T'(v), T (Aw)) = (v, \w)
= Av,w)
= MT'(v), T (w))
= (T (v), AT (w)),

e como esta relagao é valida para qualquer v, podemos afirmar que T (Aw) =
AT (w).
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Novamente, como assumimos que 7" preserva o produto interno, temos

que
(T'(v+w),T(u) = (

= (v,u) + (w,u)

(T'(v), T (u) + (T (w), T (u))

= (T +T(w),T(u),

como esta relagdo ¢ vélida para quaquer que seja u, novamente podemos
afirmar que T (v +w) =T (v) + T (w). Segue entdao que 1" ¢ linear. 0

v+ w, u)

Proposigao 7.0.0.15 Seja ¢ : R* — R"™ uma isometria. Entdo, ¢ (v) =
vo + T (v), onde T € uma transformacdo linear ortogonal. Reciprocamente,
toda transformagao da forma ¢ (v) = vg + T (v), com T ortogonal, é uma
1sometria.

Demonstracao: Seja vy = ¢ (0). Como a translacao T, é isometria, temos
que ¢ = T_,, o ¢ é isometria se e somente se ¢ o for. Assim, sem perda de
generalidade. Mas ¢ (0) = 0 e pelos lemas e observagoes anteriores, 1) é uma
isometria se e seomente se tivermos 1 (v) = T (v), onde T é trasnformagao
linear ortogonal. Segue entao que

¢ (V) =Toy 0T g0 @ (v) =Ty 0t (v) = v+ T (v).
O

Temos entao que, como conjunto, o grupo de isometrias Z (E") pode ser
identificado com o produto E™ x O (n). No entanto, este ndo ¢ um produto
direto de grupo. Para isto, basta constatarmos que, uma transformacao linear
e uma transla¢ao nao comutam: T, 0 T (v) = vy + T (v) # T (vo) + T (v) se
T (vo) # vp.

No entanto, o grupo das translagoes é normal em Z (E™): De fato, como

duas translagoes sempre comutam, basta verificarmos que o grupo das translagoes

¢ invariante por elementos do grupo ortogonal. De fato, dado vy € E" e
T € O (n), temos que
T 'oT,, oT(v) = T 'oT, (T (v))
= T '(vo+T ()
= T (vo) +v
= Tr-1(y) + 0.
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Segue entao que Z (E™) é o produto semi-direto E"xO (n).

Dados dois elementos (v,T), (w,S) € E"xO (n), seu produto é definido
como (S (v) +w,TS) e o inverso de (v,T) é o elemento (T'(—v),T1).
Verifique estas afirmagoes!
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