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1 O Importante

Neste documento vocé estd recebendo 6 listas
contendo mais de 80 exercicios, as quais
incluem questoes de provas e exames aplicados
em anos anteriores (em disciplina equivalente
no perodo diurno). Esses exercicios definem o

que vocé deve fazer para aprender o conteuido

e aprovar nesta disciplina.

O importante é que VOCE DEVE FAZER
TODOS os exercicios. Porque todos eles sao
importantes para a aprendizagem e todos
eles serao cobrados, por amostragem ou por
analogia. TODOS significa TODOS. Cada vez
que voceé tenha alguma divida a respeito desse
significado, leia novamente este paragrafo. Nao
especule pensando que vocé podera, talvez,
aprovar na disciplina sem ter feito TODOS os

exercicios. Isso ndo acontecera.

Fazer um exercicio envolve uma atividade
SUA. O exercicio ndo vai ser feito para voceé.
Mesmo que vocé precise de uma ajuda para
fazé-lo, o que serd freqliente e normal, vocé
deve ter pensado previamente nele. E pensado
muito! Essa reflexdo SUA, pessoal e intrans-

ferivel é o principal fator de aprendizagem.

Muitas vezes voce terd a necessidade de consul-

tar os monitores. Consulte-os sem hesitagao.

Eles estao ai para atender vocé. Mas nao peca
para eles fazerem o exercicio para vocé. Peca,
sim, dicas, empurroes, sugestoes. Conte para o
monitor até onde vocé chegou e peca para ele
criticar seu raciocinio. Finalmente, peca para
o monitor conferir se a solugao que vocé encon-

trou é correta ou nao.

2 Objetivos

O objetivo deste curso é aprender algumas
das técnicas mais importantes da Matemaética:
definir rigorosamente, fazer demonstracoes e
encontrar contra-exemplos. Vocé aprendera
fazendo. Seu principal mestre é vocé mesmo,
com lapis e papel, resolvendo os exercicios pro-
postos. Encare seriamente todos os problemas
sugeridos, consulte suas duvidas com os profes-

SO0TES, 0S monitores e seus colegas e use a aula

para trabalhar ativamente.
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4 Provas e Exame

Para cada duas listas de exercicios havera
uma prova. No dia correspondente a mesma,
na primeira hora da aula, os alunos pre-
sentes resolverao dois exercicios claramente
correlacionados (mas nao idénticos) com os
exercicios das listas correspondentes. O exame
conterd questoes sobre todas as listas e tera a
duracao de duas horas. Nao haverd surpresas
nem “pegadinhas” de nenhum tipo. Por
isso é fundamental que vocé faca todos os
exercicios e confira que sua resolucao esta
correta. Além das provas, estou distribuindo
os exercicios das listas entre os alunos da
turma, de modo que a cada aluno estao
sendo atribuidos quatro exercicios. Os alunos
que entregarem os exercicios corretamente
corrigidos até a data prevista, digitados em
LATEX, terdo até meio ponto adicional na
nota. O LATEX é um programa desen-
volvido especificamente para redagao de textos
matemaéticos e aprender rudimentos de LA-
TEX com certeza sera proveitoso para todos
aqueles que se disporem a estudar um pouco.

Uma breve intoducao ao LATEX, escrita por

Doherty Andrade da Universidade Estad-

ii

ual de Maringd, pode ser acessada na pagina
http://www.ime.unicamp.br/ mfirer /cursos.html.
Todo material do

O curso

pode ser acessado na pagina

http://www.ime.unicamp.br/ mfirer /cursos.html.

5 Avaliacao

Seja M a média aritmética das notas das trés
provas e E a nota do exame. A média final serd
dada por Mp = Méximo {M , (M + 2 E)/3}.
Sera, APROVADO o aluno com Mg > 5, 0.

6 Atendimento

Atenderei os alunos as tercas feiras, das 19:30

as 21:00, na sala 312 do IMECC.

7 Créditos

Esta lista de exercicios, assim como todo o con-
ceito da disciplina, foi desenvolvida original-
mente pelos professores José Mario Martinez e
Lucio Tunes Santos, do Depto. de Matemaética
Aplicada do IMECC, com grande sensibilidade
e bom gosto. Os acréscimos que fiz sao mar-

ginais e procuram preservar o espirito do curso.



8 Cronograma
07/03 Apresentagao.
09/03, 14/03, 16/03, 21/03 Aula tedrico-pratica sobre a Lista 1.
23/03, 28/03, 30/03, 04/04 Aula tedrico-prética sobre a Lista 2.
06/04 PROVA sobre as Listas 1 e 2.
11/04, 18/04, 20/04, 25/04, 27/04 Aula tedrico-pratica sobre a Lista 3.
02/05, 04/05, 09/05, 11/05, 16/05 Aula tedrico-prética sobre a Lista 4.
18/05 PROVA sobre as Listas 3 e 4.
23/05, 25/05, 30/05, 01/06, 06,/06 Aula tedrico-pratica sobre a Lista 5.
08/06, 13/06, 20/06, 22/06, 27/06 Aula tedrico-prética sobre a Lista 6.
29/06 PROVA sobre as Listas 5 e 6.
04/07 Entrega das Notas.
11/07 EXAME.
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Lista 1 P4 | Inverso multiplicativo:

Numeros Reais Para todo ntimero real a # 0 existe um

nimero real ! tal que a-a” ! = 1.
O conjunto dos numeros REAIS é munido das

operagoes SOMA (+) e PRODUTO () e pela Distributividade:

relacio de ORDEM (<). As seguintes pro- Para quaisquer nimeros reais a, be ¢, a-
priedades sao véalidas: (b+tc)=a-bta-c
Associatividade da soma: Tricotomia:
Para quaisquer niimeros reais a, b e ¢, a + Para quaisquer nimeros reais a, b e ¢ ape-
(b+c)=(a+b)+c=a+b+ec nas uma das seguintes relacoes é valida:

o a<boua=boub<a.
Comutatividade da soma:

Para quaisquer niimeros reais a e b, a+b = Transitividade:

b+a. Para quaisquer ntimeros reais a, b e ¢, se

Elemento neutro da soma: a<beb<centdoa<c.

Existe um nimero real 0 (zero) tal que . .
( ) 03| Consisténcia com respeito a soma:

para todo ntimero real a, 0+ a = a. . , .
Para quaisquer ntimeros reais a, b e ¢, se

w: a<bentaoa+c<b+ec.

Para todo ndmero real ¢ existe um nimero
04 | Consisténcia com respeito ao produto:

real real —a tal que a + (—a) = 0.
Para quaisquer ntmeros reais a, b e ¢, se

P1| Associatividade do produto: O<cea<bentaoc-a<c-b.

Para quaisquer ndmeros reais a, be ¢, a -

(bc) = (a-b) b Além disso, a seguinte notacao serd utilizada:
ce)=(a-b)-c=a-b-c

[P2| Comutatividade do produto: [N1] Subtragio:
Para quaisquer nimeros reais a e b, a-b = Para quaisquer nimeros reais a e b, a—b =
b-a. a+ (=b).

’P—3‘ Elemento neutro do produto: Divisao:
Existe um ndmero real 1 (um), 1 # 0, tal Para quaisquer nimeros reais a e b # 0,
que para todo ntimero real a, 1-a = a. a/b= % =a-b .



Exercicio 1: Sejam a, b e ¢ numeros reais.
A partir das propriedades S1, ..., O4 demon-
strar cada uma das seguintes proposicoes:

) Se a+b=c+bentdo a=c.

b) Se a4+ a = a entdo a = 0.

) < a).

d)

Q

O

) a-0=0. Sugestao: 0+0—Oe.
) Se a # 0 entdo —a # 0.

g) —(a+b) = (=a)+ (=)
h)a+b—a—(—b).
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m) a-(b—

n)Sea-b=0entdao a=0oub=0.

c)=a-b—a-c.

o)Sea-a=1lentdoa=1oua=—1.
p)Sea#0ea-b=a-centdob=c.
Ql=1"1e-1=(-1)"1.

r) Sea#0entdoa !t #0e (—
s) Se a # 0 entdo a = (a~ 1)L
t) Sea#0eb=#0entdo (a-b)~!

) 1 _ —a_l.

_ a—l . b_l.

Exercicio 2: Sejam a, b # 0, ce d # 0
numeros reais. Prove que:

(a) 0/b = 0.

(b) a/b=c/d se e somente se a-d=1"b-c.

(c) a/(b/d) = (a-d)/b.

(d) (b/d)~t = d/b.
(e) =(a/b) = (=a)/b=a/(=b) e
(—a)/(=b) = a/b.
(f) (a/b) - (¢/d) = (a-c)/(b- d).
(g) Se a/b = c¢/d entao:

() (a+b)/b= (c+d)/d,

(if) (@ = b)/b = (c - d)/d,

(iii) (a +b)/(a —b) = (c+d)/(c — d) se

a—b#0#c—d

(iv) a/b=(a+c¢)/(b+d) se b+ d # 0.

(h) (a/b) £ (¢/d) =(a-dL+b-c)/(b-d).

Exercicio 3: Sejam a, b, ¢ e d ntimeros reais.

Prove as seguintes proposicoes:

a) 0 < a se e somente se —a < 0.

b) 0 < 1.
c)Sea<bec<dentdoa+c<b+d.
d) Sea < bentdoa—c<b—c.

e) Se a +a =0 entdo a = 0.

f) Se a+a+a=0entdo a = 0.

g) 0 < a se e somente se 0 < a~ !

(
(
(
(
(
(
()

(h) Se 0 < ae0 < bentdo a < b se e somente
se bl <qat

(i) Sea # 0 entdo 0 < a - a.
(j)a-a+b-b=0 se e somente se a =b=0.
cada uma das

Exercicio 4: Enuncie

afirmacoes abaixo em portugués. Escreva a
negacao de cada uma destas afirmacoes e de-

termine (demonstrando ou fornecendo contra-

exemplos) se estas sdo verdadeiras ou nao.



a) Yn € N, n é par ou n é impar.

b) 3r € R, 22 = —1.
c)yeRVzeRx+y=0

Exercicio 5: Comente as seguintes ”demon-
stragoes”, explicitando em termos as pro-
priedades dos nimeros reais os erros existentes.
Se for o caso, corrija as demonstragoes e/ou o
enunciado das proposigoes.

(a) Proposicao: Dado a € R positivo, entao
a > a.

Demonstragao: Suponha que a > 0 e seja
b= %a. Entao a > b > 0 e consequentemente
ab > b?. Subtraindo a? de ambos os termos da
desigualdade obtemos que ab — a? > b* —a? ou
equivalentemente, a(b—a) > (b+a)(b—a).
Cancelando o fator (b — a) de ambos os termos
obtemos que a > b+ a e como b > 0 temos que
b+ a > a, ou seja, a > a.

(b) Proposicao: 4 = 5.

Demonstracao:

16 — 36 = 25 — 45
16 —36+ 8L =25 — 45+ 81

2 2
(1-9"=(-3)
4-9%=5-19

4=5

R

(c) Proposicdo: As raizes da equacio —z2 +x+
6 = 4 sao os numeros 2 e —1.

Demonstracao: Como

B-—2)(z+2)=—2’+z+6=4

Ford (3 =25 34 (3

temos que

3—xrx=4oux+2=4

ou, equivalentemente, t =3 —4 = —1 ou x =

4—-2=2.



Lista 2

Demonstracoes com Inteiros

Exercicio 1: Sejam p, g e r niimeros naturais.
Prove que:

(a) Se p e ¢ sao divisiveis por r entao p + q é
divisivel por 7.

(b) Se p é divisivel por r entdo pg é divisivel
por 7.

(c) Se p é divisivel por r entao p? é divisivel

por 7.

Exercicio 2: Sejam p, g e r niimeros naturais.
Prove que:

(a) 10p + g é divisivel por 3 se e somente se
p + q é divisivel por 3.

(b) 1007+ 10p+ ¢ é divisivel por 3 se e somente
se r + p+ ¢ é divisivel por 3.

(c) Inspirado nos itens (a) e (b) deduza o

critério de divisibilidade por 3.

Exercicio 3: Repita o processo do exercicio

anterior para a divisibilidade por 9.

Exercicio 4: Inspirado nos Exercicios 2 e 3,
prove a validade dos critérios de divisibilidade

por 4, 6 e 8.

Exercicio 5: Definimosn! = 1x2x3x---xn,
para todo n € IN. Quais das afirmacoes abaixo

sao verdadeiras:

(a) Vn € IN, n! é divisivel por todos os
nimeros pares menores que n.

(b) Vn € IN, n! é par.

(c) Vn > 100, n! é divisivel por 3.

(d) Vn > 30, existe um ndmero primo p tal
que n! é divisivel por p.

(e) Vn € IN, (n!)? é divisivel por n!.
Exercicio 6: Sejap =1x2x3 x---x 100.

Prove que p é divisivel por 10!,

Exercicio 7: Prove, usando o Algoritmo da
Divis&o, que todo numero racional tem uma
expressao decimal finita ou periédica. Prove
que o numero cuja expansao decimal é dada
por 0.101001000100001000001... nao é um
nuamero racional.
Exercicio 8: Para as conjecturas abaixo,
prove as verdadeiras e mostre contra-exemplos
para as falsas.

a) Se x € Z e 4x é par, entdo x é par.

b) Se x € Z é par, entao 4z é par.

c) Se x € Z e 2% é par, entdo x é par.

d) Se x € Z e 3z é par, entdo z é par.

e) x € Z é par se e somente se z2 ¢é par.

f) Se x,y,2 € Z e x +y + z é impar, entao um
nimero impar de inteiros em {z, y, z} é impar.
Exercicio 9: Seja {aj,as,...,a,} um con-

junto de numeros naturais. Prove que existe



um subconjunto de {aj,as9,...,a,} tal que
a soma de seus elementos é divisivel por n.
Sugestao: de que

convenga-se, primeiro,

esta proposicao ¢é verdadeira escrevendo
varios exemplos. Para fazer a prova, inspire-se
no conjunto {ai,a;+az,...,a1+as+---+an}.
Exercicio 10: Uma importante férmula da
Geometria, devida a Euler, diz que se P é
um poliedro no espago tridimensional, V ¢
o numero de seus vértices, A é o nimero
de arestas e F' é o numero de faces, entdo
V — A4+ F = 2. Suponha agora que P é um
poliedro com as seguintes caracteristicas: (i)
em cada vértice concorrem exatamente 3 faces;
(ii) cada face de P é um poligono com 6 ou 5
lados. Prove que o nimero de faces com 5
lados é exatamente 12. Como ilustracao desta
propriedade observe a estrutura de uma bola
de futebol.

Medite também sobre o poliedro

chamado dodecaedro.

Exercicio 11: Prove, por indugao em n, as
seguintes proposigoes:

a) Vn € IN, 12 +22 4+ 32 4 ... 4+ n? =
n(n+1)(2n+ 1)

: :
b)Vne N, 1+3+5+--+ (2n—1) =n?

c)Vne N, 124+22 +32 +... + n?2 <nd.
d)Vne N, 1+271 4272 4... 4277 <2,
e)Vne N, 13+25+33+.. . +n3=(1+2+
3+ +n)

f)Vn e IN,;

1 N Lo, N 1 . on
I1x2 2x3 nx(mn+1) n+1
g) Vn € IN,

nn+1)(n+2)
3

1-242-343-4+- - -+n-(n+1) =

h) O ntmero de subconjuntos de um conjunto

de n elementos é 2™.

Exercicio 12: Definimos n! = 1x2x3x---Xxn,
para todo n € IN. Prove, por inducao, que o
numero de maneiras diferentes nas quais pode
ser ordenado um conjunto de n elementos é
igual a n!. Exemplo para esclarecer o
enunciado: o conjunto {a,b,c}, que tem 3
elementos, pode ser ordenado das seguintes

maneiras: {a,b,c}, {a,c,b}, {c,a,b}, {b,a,c},
{b,c,a} e {c,b,a}.

Exercicio 13: Suponha um campeonato de
futebol com n times onde todos jogam contra

todos uma tunica vez. Prove por inducao que o
n(n—1)

numero total de jogos é 5

Exercicio 14: Numa festa ha n homens e n
mulheres. Prove, por indugao, que o nimero
de casais (homem com mulher) que podem ser

formados é igual a n?.

Exercicio 15: Prove, por inducao, que para

todo n € IN, n® — n é divisivel por 6.



Exercicio 16: Prove, por inducao, a seguinte
proposicao: “Dado um segmento de compri-
mento unitario, para todo n € IN pode-se con-
struir com apenas régua e compasso um seg-
mento de comprimento /n 7 (Pitdgoras).
Exercicio 17: Use um ou dois lemas para
provar que 53 é par se e somente se 322 é par.
Exercicio 18: Demonstre que se p é primo e p
divide ¢? entdo p divide c. Utilize este resultado
para demonstrar que ,/p ¢ irracional para todo
primo p.
Exercicio 19: Encontre os erros nas demon-
stragoes das proposigoes abaixo:
(a) Proposigao: Todos os homens sao carecas.
Demonstragao: Todos concordamos que um
homem com nenhum cabelo na cabeca é careca.
Também concordamos que a pessoa com ape-
nas um fio de cabelo também é careca. Mais
ainda, se uma pessoa € careca, entao outra pes-
soa que tenha apenas um fio de cabelo a mais
também é careca. Em outras palavras, se as
pessoas com n fios de cabelo é careca, entao as
pessoas que tem n + 1 fios te cabelo também
é careca e temos por inducdo que uma pessoa
com qualquer quantidade de fios de cabelo é
careca.
(b) Proposicao: Todos os cavalos sao marrons.
Demonstragao: Comecamos demonstrando
por inducgao que todos os cavalos sao da mesma
cor. Considere um conjunto A; com apenas 1

cavalo. Entao, todos os cavalos de A; tem a

mesma, cor. Suponha entao que em todo con-
junto com n cavalos todos os cavalos tem a
mesma cor. Seja Ap+1 = {a1,a2,...,an,ant1}
um conjunto com n + 1 cavalos. Vamos con-
siderar os subconjuntos B = {aj,ag,....,a,} e
C = {ag,...,;an,ant1} de Apii. Ambos sao
conjuntos com n elementos e por hipdtese de
inducao, todos os cavalos de B tem a mesma
cor, assim como todos os cavalos de C'. Mas
as € BN C, logo, todos os cavalos de B tem a
mesma cor que o cavalo ag assim como todos
os cavalos de C. Logo todos os cavalos de A, 1
tem a mesma cor e segue por inducao que to-
dos os cavalos tem a mesma cor. Como o cavalo
da Maria Alice (da Secretaria de Graduagao do
Imecc) é marrom, temos que todos os cavalos
SA0 marrons.

Exercicio 20: Existe um jogo chamado Torre
de Hanoi. Descubra como funciona o jogo
e determine o nimero minimo de movimen-
tos necessarios para se resolver o jogo usando
1,2,3 e 4 discos. Faga uma conjectura sobre o
nimero minimo de movimentos para se resolver

o problema com n discos e prove o resultado por

inducao.



Lista 3
Operacgoes com Conjuntos

Exercicio 1: Sejam A, B e C conjuntos.

Prove as seguintes proposicoes:
a) AC AUB.
b) ANB C A.

) B—(B—A)=ANB

f) An(B - A) = 0.

g) AU(B—A)=AUB

h) AU(ANB) = A.

i) C—(AUB)=(C—A)Nn(C - B).
j)C—(ANB)=(C—-A)U(C - B).

k) (AUB)— (ANB)=(A—B)U(B— A).

(
1) Au(BNC)=(AUB)N(AUCQC).
m) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

Exercicio 2: Sejam A, B, C' e D conjuntos.
Para cada um dos seguintes teoremas enuncie
em portugués a hipdtese e a tese. Prove cada
teorema.
a) ACBeBC(C= ACC.
b) AC (C—-B)= AnB=0.
c) AUB=CeANB=0=— B=C-A.
dAcCeBCD= AUBCCUD.
e) (ANC=ANB)e(AUC =AUB) =
C.
f) P(A) =P(B) = A=B.

ACB= An(C—-B)=0.

o
Il

g)

h) AnNC=0= An(BUC)=ANB.
i) ACB= A=B—(B-A).
jJAUBCANB=— A=B.

k) AC) <= A=0.

) AC B+<= AUB=B.

m) A C B <= P(A) C P(B).
nAcCeBCc(C<«<= AuUuBCC.
0) A—-BCB+=A—-B=|.

p) AUB# D<= A#0ouB#0.

Exercicio 3: Sejam A, B e C conjuntos.
Prove ou dé um contra-exemplo para as
seguintes afirmacoes:

(a) Se BC Centao ANBC ANC.

(b) Se ANB C ANC entao B C C.

., Agg conjuntos

,O7.

Exercicio 4: Sejam Aq, Ao, ..
tais que A; C A;y1 para todo i = 1,...
Prove que A1 U Ay U -+ U Agg = Agg.

Exercicio 5: Explique a seguinte piada:
Ansioso, o pai pergunta ao parteiro “Doutor,
O médico responde:

é homem ou mulher?”

{{S?:m 7}.

Fernando Pessoa escreveu

Em

Exercicio 6:
“Todo cais é uma saudade de pedra”.
Gendvia nao ha nenhum cais. O que acham os

Genovienses sobre o verso de Fernando Pessoa?

Exercicio 7: Sejam A, B, C' e D conjuntos.



Prove ou dé um contra-exemplo:
a) ACBeCCD=AxCCBxD.
b) AZle Ax BC AxC = BCC.

c) Ax (BUC)=(AxB)U(AxCQC).

d) Ax (BNC)=(AxB)N(AxC).

e) Ax (B-C)=AxB-AxC.

fY) (AxB)N(C xD)=(ANC)x (BND).
g) (A x B)N((C - A) x B) = 0.

h) AU(BxC)=(AUB) x (AUC).
i) AN(BxC)=(ANB)x (ANC).

Exercicio 8: Dado um ntmero real » > 0,
definimos os conjuntos A, = {z € R||z|=r}
e B, = {zreR||z|] <R} Seja I =
{r € Q|r > 0}. Descreva de maneira explicita,
como subconjunto dos reais, os seguintes con-
juntos (e demonstre a identidade entre as duas
descricoes):

a) Jlim,qer A,

b) Nlim,¢cs A,

c) Ylim,er By

d) Nlim,¢s By

Lista 4
Funcoes

Exercicio 1: Sejam A = {1,2,3,4,5,6} e f:
r+1 , z#6
1 , r=26

a) Compute f(3), f(6) e f(f(2)).

b) Ache uma imagem inversa de 2 e 1.

A — A dada por f(z) =

Exercicio 2: Para cada uma das seguintes
funcbes prove ou exiba um contra-exemplo

das afirmagoes: (i) f é injetora e (ii) f é

sobrejetora.

a) f:IR— R, f(x) =ax+b, a #0.

b) f:IR— IR— (—o0, —1), f(z) =22 —1.

c) f:IN— IN, f(x) =2x.

a) £+ (0,1] = [1,0), f(a) = 1/a.

&) f iR~ R, f(z) =z ||

f) f: R —{1} = R, f(z) =1/(1 - x).

g) [ R— R, f(z)=1/(1+2?).

h) f:R— R, f(z) = /]al.

) f:R— R, f(z)=-1/(2+ |z]).

DIZ—Z, f(n)=(3n—-1)(2-n).

K f + Z - Z @ [fn) =
(n—1)/2 , n impar
—n/2 , n par

) f:Z — NN, f(m)=m"!

m) f N —

x/2 , se x é par
IN, f(x) =4 3z+1 ,sexéimpar -



n) f: Z — IN, f(z) =22

o) f:R— IR, f(z)=2a.

p) f:RxR— R, f(z,y)=zy+z+y.
Q) f:R— Rx R, f(z)=(z,2).

r) f: Rx R— R, f(x,y) =z

s) f:R* = IR, f(x,y) =2+ [yl

t) f: Z xR— IR, f(m,z) =muxz.

w) f:R2— IR?, f(x,y) = (2% + 42 z).

v) f: RxR — RxIR, f(z,y) = (3z—y,x+y).
w) f: R — R, f(z,y) = (z° +y,x —y).
X)) [:QxR— R, f(v,y)=2+y.

v) f:R— R? f(z) = (x,0).

z) [ R® — R? f(z,y,2) = (x +y,x+ 2).

Exercicio 3: Para cada uma das funcoes
abaixo prove ou dé um contra-exemplo para as
seguintes afirmagoes: (i) f é injetora e (ii) f é
sobrejetora.

a) f:(0,1) — IN definida da seguinte maneira:
Se a expansdo decimal de x € infinita, entdo
f(x) =1. Se a expansdo decimal de x ¢é finita,
entdo f(x) € o nimero de digitos da expansdio

decimal de x. Por exemplo, f(0.472) = 3,

f(1/m) =1, etc.)

b) f: A — P(A), f(z) = {z}, para todo
x e A

c) f: PUN)—0 — IN, f(X) = soma dos

elementos de X.

reQ
-r ‘T¢Q

x ’

d) f: R— R, f(z) =

Exercicio 4: Considere os pares de funcoes
selecionados do Exercicio 2:

(a) e (b): (d) e (e); (h) e (0); (m) e (5); (p) e
(@); (1) e (w).

Para cada um deles diga se a funcao composta
estd bem definida. Lembre-se que para cada
par had duas possibilidades para formar a
composicao. Quando for possivel defina a

fungdo composta.

Exercicio 5: Sejam A, B,C conjuntos nao
vagios, f : A — B e g : B — C funcoes.
Prove ou dé contra-exemplo para cada uma das
afirmagoes abaixo:

a) Se go f : A — C é sobrejetora entdo g : B —
C também é sobrejetora.

b) Se gof : A — C é sobrejetora entao f : A —
B também é sobrejetora.

Exercicio 6: Para cada funcao do Exercicio
2 discuta se é possivel definir a fungao inversa

f~! e em caso afirmativo escreva a definicéo.

Exercicio 7: Seja f uma fungao bijetora.
Prove que a inversa de f também é bijetora.
Exercicio 8: Sejam A e B conjuntos e
f:A— B. Sejam XY C Ae Z,W C B.
Prove as seguintes proposigoes:

a) X CY = Imf(X) C Imf(Y).

b) Imf(XUY) =Imf(X)UImf(Y).

c) f Imf( X NY) =

injetora —



Imf(X)NImf(Y).
d) Exiba um exemplo de f nao injetora tal que
Imf(XNY) #Imf(X)NImf(Y).

e) ZCW = Im 'f(Z) cIm~Lf(W).

) Imf(ZUW) =Im 1 f(Z) UIm L f(W).
g) Im™ f(ZNW) =Im™ ' f(Z)NIm ™ f(W).
h) X C Im™! f(Imf(X)).

) f =Im™" f(Im f(X
)

exemplo

i) f injetora = X

))-

Mostre X

4

um onde

J
Im™" f (Im f (X)).

k) Imf(Im ™' f(Z)) C Z.

1) f sobrejetora = Imf(Im~'f(B)) = B.

A — B. Mostre um

Exercicio 9: Seja f :

exemplo onde B # Imf(Im~* f(B)).

Exercicio 10: Sejam f: A— Beg: B — C.

Prove que:

Hgof)(B) =Im™ f(Im™g(E)) ,

Im~

VE CC.
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Lista 5
Seqiiéncias

Exercicio 1: Mostre que toda seqiiéncia

convergente é acotada.

Exercicio 2: Seja (z;) uma seqiiéncia tal que
limzy = L > 0. Prove que:

(a) Existe M € IN tal que z > 0 para todo
k> M.

(b) Para todo A < L, existe M € IN tal que
x> A para todo k > M.

Exercicio 3: Sejam lima, = A e limb, = B.

Prove que:
a) lim |a,| = |A].

b) lim(ay, + b,) = A+ B.
c¢) lim(a,by,) = AB.

d) Se B # 0 entao lim(a, /b,) = A/B.
Exercicio 4: Usando o exercicio anterior, jus-

tifique a seguinte afirmacao:

3

3T —2n8 +5n3 —2m2+n—1

i
T 83 32 —on — 1

Exercicio 5: Escreva detalhadamente a
negacao de lima,, = L e prove que a seqiiéncia
(ap) definida por a, = (—1)" ndo converge a

nenhum numero real.

Exercicio 6: Mostre um exemplo de uma

seqiiéncia (a,) e um conjunto A tal que



{an |n € N} C A mas lima, ¢ A.

Exercicio 7: Sejam (a,) e (b,) seqiiéncias

L e

de numeros reais tais que lima,
lim(a,, — b,) = 0. Prove que limb,, = L.
Exercicio 8: Suponha que limz; = a e para

todo k € IN,z;, > 3. Prove que a > J.

duas

(1) e (yr)

seqiiéncias reais. Prove que se (xj) é acotada

Exercicio 9: Sejam e

e limyg = 0 entao limxy -y, = 0.

Exercicio 10: Seja (rj) uma seqiiéncia que
converge a L. Definimos uma nova seqiiéncia
(yx) por yxr = xp49 para todo k € IN. Prove
que (yg) converge a L.

Exercicio 11: Seja (xp) uma seqiiéncia

e definimos a

seqiiéncia  (yg)  por

ye = (xx + xx+1)/2. Prove que se (zy) é
convergente, entao y converge ao mMesmo
limite. E possivel que (y) seja convergente
mas que (xx) nao o seja? Exiba um exemplo

ou prove que nao é possivel.

Exercicio 12: Suponha que (zx) e (yx) s@o
duas seqiiéncias tais que xp < yi para todo
k € IN. Prove que, se ambas sao convergentes,
E possivel que, na

entao limzy < limyy.

desigualdade acima, se verifique a igualdade?

11

Exiba exemplos.

Exercicio 13: Seja (z,) uma seqiiéncia em
R tal que lim |z,42 — x,| = 0. Prove ou dé
um contra-exemplo para a seguinte afirmacao:

lim |xp41 — xp| = 0.

Exercicio 14: Sejam  (an), (by) e
(cn) seqiéncias em IR com lima, =
limb, = lime¢, = L. Defina a seqiéncia
(rx) = (a1,be,c3,a4,b5,c6,...). Prove que
limzy, = L.

Exercicio 15: Existe uma montanha dura
como o diamante e mais volumosa que o
Monte Everest. Uma vez em cada século, a
delicadissima Isolda a toca com um dedo. Esse
¢ o unico contato da montanha com o resto do
mundo. Quanto tempo se precisa para que,
devido a esse contato, a montanha se desgaste
e se reduza a nada? E se a jovem a tocasse
com um dedo apenas uma vez cada mil anos?
E se Isolda se limitasse a sopra-la suavemente

uma vez cada milhdo de anos? E se ela se

limitasse a contempla-la?

Exercicio 16: Defina rigorosamente as ex-

pressoes ’hmxk = oo‘ e ’hmxk = —00 ‘ Seja

(zx) uma seqiiéncia tal que x; > 0 para todo

k e limzy = 0. Prove que lim(1/xy) = oco.



Exercicio 17: Prove que se

(zk)

é uma seqliéncia  convergente, entao
lim |21 — x| = 0. A implicagao reciproca é
verdadeira? Analise as seqiiéncias dadas por

2 =In k ez, = Vk.

Exercicio 18: Sejam (x) e (yx) seqiiéncias
em IR tais que limz, = oo e yi > x/2 para

todo k € IN. Prove que limy; = oo.

Exercicio 19: Sejam (aj) e (br) seqiiéncias
ak/k

para todo k € IN. Prove que a afirmacao

em IR tais que limay o0 e by

Exercicio 20: Defina duas seqiiéncias em
R, (xr) e (yx), tais que limxy = limy, = 0,
yr # 0, para todo k € IN e:

=0.

=5.

= OQ.
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Lista 6
Continuidade

Exercicio 1: Escreva a mnegacao de

’f é continua em xg ‘

Exercicio 2: Exiba exemplos de funcoes
continuas em um dominio D tais que:

a) f é acotada superiormente mas nao atinge
um valor maximo.

b) f nao é acotada.

c) f é acotada, atinge um valor maximo mas

nao um valor minimo.

Exercicio 3: Considere a funcao dada por

x2 z>1

Y

, v <1 esejaa=1. Nos ca-

sos em que seja possivel, exiba uma seqiiéncia
(zx) tal que:

a) limxy = a e lim f(xy) ndo existe.

b) limzy = a e lim f(z) = f(a).

¢) limxy = a e lim f(zx) # f(a).

Nos casos em que vocé achar que nao ¢é

possivel, justifique!

Exercicio 4: Idem ao Exercicio 3 com a = 2.

Exercicio 5: Exiba uma funcdo f e uma
seqiiéncia (ax) que cumpram simultaneamente:

(i) f: IR — IR é continua em todo z € IR—{0}



e nao é continua em 0;
(ii) a seqiiéncia (ay) converge para 0 e (f(x))

converge para f(0).

Exercicio 6: Defina f : IR — IR e duas

seqiiéncias em IR, (ry) e (yx), tais que f é

descontinua em a = 5, limxy limy, = a,

lim f(z)) = f(a) mas lim f(yx) # f(a).

Exercicio 7: Sejam f: IR - Reg: IR — IR,
nao continuas em a. Prove ou dé um contra-
exemplo para as seguintes afirmagoes:

(a) f + g nado é continua em a.

(b)f - g ndo é continua em a.

Exercicio 8: Definimos

r+1
0

x>0

)

f(x) xz <0

)

A fungao f é continua em x = 0?7 Exiba uma
seqiiéncia (xy) que convirja a zero mas (f(zy))

nao convirja a 1.

Exercicio 9:

f(x)
f(z) = 0 para todo = em [a, b].

Seja f continua em [a,b] e

0 quando z é racional. Prove que

Exercicio 10: Para cada x € [0, 1] definimos

reQ
z¢Q

Y

I
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Provar que:
a) f é continua somente no ponto x = 1/2.
b) f assume todos os valores comprendidos

entre 0 e 1.

Exercicio 11: Seja

x#0

=0

1
T sen —
T

/()

Prove que f é continua em x = 0.

Exercicio 12: Seja f : IR — IR definida por

x#0

=0

1
sen x sen —
T

f(x) 0

)

Prove que f é continua em x = 0.
Exercicio 13: Sejam A C Re f: IR — IR
definida por

reA
g A

X

0

f(z) ’

)

Prove que f é continua em x = 0.

Exercicio 14: Sejam f: IR - IReg: R — IR
tais que f é continua em x e g é continua

em f(x).

h(z) = g(f(z)). Prove que h é continua em z.

Para todo x € IR definimos



Exercicio 15: Defina rigorosamente o con-

ceito | lim f(x) = oo | usando seqiiéncias.
r—a




