Lista 4 - Gabarito

1) X(t) definido através de v;, P;; Vi, j € uma CM a tempo continuo?
Precisamos: P(X(¢t) =7 | X(s) =4, X(u) = X,,0<u<s)=P(X({t)=j]|X(s)=1)
tempo no @ ~ exp(v;) = falta de memoria e quando sai de ¢ vai VI com probabilidade P;; néo
dependendo do passado.

2) Vamos considerar que o estado do processo é (na;np), onde ny é o nimero de amebas no
estado A, np é o numero de amebas no estado B.
Temos o grafico com as taxas de transicao em duas dimencgoes:

A— B

naA

na+ng
Ou seja, essa é a transicdo de uma ameba A para uma ameba B.

Por outro lado,

P("A;WB),(HA—I;nB—i-l) =

B —2A

np

nA+np
Ou seja, essa é a transicdo de uma ameba B para duas amebas A.

Pang),(na+2mp-1) =

3) Podemos observar as taxas no grafo:



Essa taxas sao devido a:

O cliente néo fica na fila com certeza. Ele entra com probabilidade «,,, dependendo do ta-
manho da fila. Ent3o:

An = Ao,

A taxa de servico permanece constante:
Hn = p

Assim,

vg = A v = Ao + [

Aag
Piv1 = o +M’Z >1
3
PO,l =1
P = ﬁ,i >1

4) O processo pode ser descrito como um nascimento-morte com os seguintes parametros:



Hn = H

An=(2—-n)\ sene{0,1}

A =0sen¢{0,1}

Dizemos que o processo estd no estado n quando temos n maquinas fora de uso.
Eq. de Kolmogorov para tras pode ser definida por P/ = QP;:
Poj(t) = 2APy;(t) — 2AFy;(t)

P (t) = APy;(t) — (A + p) Pr;(t)

Py (t) = uPrj(t) — pnP;(t)

Eq. de Kolmogorov para frente pode ser definida por P = P,Q:
Pjy(t) = pPir(t) — 2APo(t)

P}y (t) = 2X\Pio(t) + pPas(t) — (A + ) P (2)

i2(t) = AP (1) — nPi(t)

5) Seja X(t) = tamanho da populagdo no tempo t.



An =nA, paran > N

Ap=nA+0,paran=0,1,.... N
Hn = Tp
6) Queremos o tempo esperado para o processo ir do estado 2 ao estado 5.

Ai=(+DA i =ip

E(tempo para ir de 2 a 5) = E(Ty) + E(T3) + E(Ty)

1 1 opl A+p
21N + p(A + p)) BN + p(N + p(A + )
E(Tz) = 313 » B(T3) = A1\

BTy = A+ p(N? +g!(;j + p(A + 1))

7)Vamos considerar esse processo uma cadeia de Markov com os seguintes estados:(0,0), (0,1),
(1,0) e (1,1), em que (0,1) indica que o primeiro aparelho ndo funciona e o segundo aparelho

funciona.

Como os aparelhos sao independentes, podemos considerar que:



P(i,j),(n,m)(t) = P(li,n) (t)P(zj,m) (t)

em que P; é a probabilidade de transicao do aparelho i, sendo ¢ = 1, 2.

Tlustramos, a seguir, os 4 estados dessa cadeia de Markov e suas respectivas taxas de transigao:

As probabilidades de transi¢do sdo as seguintes, para i = 1,2:

PZ t) = - 6_()\-”+Hl)t =+ ‘ v t) = v — v e_(>\z+llz)t
o (?) Ai + 1 Ai + 1 o) N i A
Plo(t) = 1 = e O Pl () = T e (e

= —_ == +
DVIEETIEEND VR EH Ait i At

Vamos demonstrar para a equagdo de Kolmogorov para tras, dada pela seguinte formula:

Pli(t) = qixPrj(t) — vi Py (t)
k#i

onde ¢;x é a taxa de transicao de i para k e v; a taxa total de saida de i.

Dai, vamos calcular para P(Io,o),(o,1)(t) e demonstrar que satisfaz a equacio de Kolmogorov para

tras. Os outros estados e a equagao de Kolmogorov para frente sao analogos.



Neste caso, i = (0,0),5 = (0,1). (1,1) ndo é acessivel de (0,0)

Plooy.o)®) = X2Po1),01) ) + A Pa,0y,01)) — (A + X2)Po,0).0,1) ()
Ao P, 0) (1) P 1) () + M P oy ()P 1y (1) — (A1 + A2) P ) (1) Pt 1) (2)
= M(PFsy — PoFoy) + AP Phy — PooFoy)
= PyM(Ply — Py) + PooA(Phy — Fpy)
Pgy Poo + Poo Pot
Substituindo as probabilidades de transi¢do, dadas acima, nas equagdes acima, partindo da

primeira linha deveremos chegar na regra do produto da derivada da ultima linha e assim de-
monstramos que satisfaz a equacao de Kolmogorov.

8) Temos os estados 0, 1 e 2 que sdo a quantidade de clientes dentro do saldo

Gii+1 =3, 1=0,1
Gii—1=4,1=1,2

’110:3,’01:7,’02:4

)P21=]-

)

4
Poi=1, Pio=%, P2=

~|w

Com as equagoes de balanco:

3Py =TP %
TP =3P+ 4P,
4P, = TP 3

Ph+P+P=1



Temos que:

_ 16 _ 12 _ 9
Ph=5,Ph=5, h=x%

L:ZkPk=1P1+2P2=¥
k=0

a)Ntmero médio de clientes ¢ L = 32
b)A propor¢ao de clientes que entram no saldo é 1 — P, ja que P é a Unica situagdo em que
os clientes nao entram.Entao:

9) Como as méquinas quebram e sdo consertadas independentemente, os estados sdo: 0, 1, 2
ou 3 miquinas quebradas. E temos as taxas:

go1 = 15(3 maquinas para quebrar)
g10 = 6(1 maquinas sendo consertada)
g12 = 10(2 maquinas para quebrar)
@21 = 12(2 maquinas sendo consertadas)
¢23 = 5(1 maquina para quebrar)
g32 = 12(2 méquinas sendo consertadas)
g;; = 0, outros casos

Resolvendo as equagoes de balango, temos:

864 2160 1800 750

O~ 5574 "1 T 5574’ "2 5574 "3 5574



a) Numero médio de maquinas quebradas é:
L=0F+ 1P, +2P, +3P; = ?g% =~ 1.43
b) Com a mudanga nas taxas, temos:

Gii—1 = 12,4 =1,2,3, os outros casos continuam iguais.

Resolvendo as equagoes de balanco, agora temos:

1728 2160 1800 750
T 6438 7

P 1 2 3

T 6438 7 1T 6438 = 6438

Namero médio de maquinas quebradas é:
L=0P+ 1P + 2P, +3P; = £50 >~ 1.24
10) Estados:

0 - Lugar Vazio

A - espaco ocupado por molécula aceitével

I - espaco ocupado por molécula inaceitavel

Queremos P4 e Py

Equacoes de balanco:
APy = paPa+ prPr



paPsy = dabPy
,uIP] = )\(1 — Oz)PO
Py+Pr+Py=1

Py = 1 Ao 1 Ml —a) 1

da L Mi—a) * AT T T Aa  Mi—a) T LT da | Mi—a)
1+MA+ Hr 'uA1+HA+ KT H 1+HA+ Hr

11) Temos os estados:

(0,0) Ambas maquinas quebradas
(1,0) Maquina 1 funcionando e maquina 2 quebrada
(0,1) Maquina 2 funcionando e maquina 1 quebrada
(1,1) Ambas funcionando
Diante disso temos as taxas:
q(07 0)(17 0) = M1
Q(O’ 1)(07 0) = A2
Q(O? 1)(1> 1) =M1
q(1,0)(0,0) = A
Q(L 0)(17 1) = M2
q(17 1)(0, 1) =\
Q(]-, 1)(170) = A2

E ainda,
U(Oa O) =M
U(Oa 1) =X+ M1
’U(l,O) = A1+ K2
U(l, 1) =1+ A



Temos o sistema:
111 P(0,0) = A2 P(0,1) + A, P(1,0)
()\2 + /,Ll)P(O, 1) = /\1P(1, 1)
()\1 + [LQ)P(I, O) = mP(O, 0) + /\QP(L 1)
(A + A2)P(1,1) = pu P(0,1) + 2 P(1,0)
P(0,0)+ P(1,0) + P(0,1) + P(1,1) =1
A propor¢ao de tempo que a méquina 2 estd quebrada é dada por P(0,0) + P(1,0)

12)Temos os estados :
R - Rio
SP — Sao Paulo
Sal - Salvador

Como no enunciado fala sobre as médias, e sabemos que: ¢; ; = v; P; ;

Logo, temos as taxas:
4Sal,sP = %
qR,Sal =
qRr,sp =
qsP,Sal = 7
qspP,R =

0|—oo|ce
—

N

Temos portanto o sistema:
%Psaz =2Pr+ iPsp
¥PR = 1Psp
3Psp = 2 Psai + : Pr
Psq+ Pp+ Psp =1

Resolvendo-o obtemos:

21
Psqy = 1
Pp =3
R = 75
Pop = 16
SP = 45

Que representam as proporc¢oes de tempo em Salvador, Rio e Sdo Paulo respectivamente.

Para saber quantas viagens de Sao Paulo para o Rio sao feitas, fazemos:

116 _ 16
PsprPsp =54 = g5

Isso representa o nimero médio de viagens por semana. Multiplicamos por 52 para obter o
nimero médio por ano:
5352 =9.244

Numero médio de viagens de Sdo Paulo para o Rio por ano é 9.244.

10



13)Consideramos como estados o nimero de clientes no sistema. Desse modo temos:

1}0:)\
vy =A+p
v; = A+ 2p para i > 2
e ainda:
Po’lz].

_ _u
Py MJ)T)\
Piy= FAQ E a partir dai:
. — _cu
R,,z—l = 2pFA
A

Pt = TSy

Com isso montamos o sistema a partir da equagao: v; P; = Y, vy Py j P
APy = pPy
(+ NP1 = APy + 2P
(2u+ NP, = AP;_1 + 2uP;4q para i > 2
2ibi=1

Resolvendo:
Ph=F
P =P
Py =35 P
P = ﬁPa generalizando:

A1
-Pi:mzi_—lpo

a-) Sabemos que ), P; =1
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Logo Bhp=1->, P,

i : — A P 2\Py
Fica claro que };_; P; ¢ uma PG com ¢ = 5. Portanto >, ; P; = T e
_ 1 _ 2\P
Logo Py =1 ST
_ 2u—A
Py = 22—\

Tendo Pn = 2—: 57— P0 fica evidente que:

A" 1 2p—)
Pn - ur on—1 2U_>‘

b-) Para resolver esse Problema deveremos resolver a equagao:
P,=1-PFP—P,

Sendo P, a probabilidade de um cliente ser atendido pelo vendedor principal e P, a probabi-
lidade de um cliente ser atendido pelo auxiliar.

Sabemos que P, = P, + P,

Consideramos os estados :
0 — Nenhum cliente na loja
a — apenas atendente a ocupado
v — apenas atendente v ocupado
2 — 2 pessoas na loja

Temos:
Vo = A
Vg = A+l
Uy = A+
Vo = 2u
qo,0) = A
d(v,0) = M
qv,2) = A
q(a,0) = MK
Q(a2) = A
qew) = K
d(2,a) = M

Formulamos o sistema:
()‘ + M)Pa = pbs
()‘ +M)PU = )\R; + ,UPQ
P, + P, = P, (sendo P, a probabilidade de ter uma pessoa na loja).

Resolvendo o sistema obtemos:
P — APD(%""N)
w(A+p)

12



E resolvendo P(ajudantetrabalha) =1-P-F

(X)) = Pop(p+X)—PoA(3)

Temos P udantetrabalha) = ) que é a proporcao desejada.
0o 45
c)L=>7 kP, = e=oE
m

L
Vi = izor

14) Como todas as taxas sdo as mesmas, independe do servidor que o cliente é atendido,
dnica coisa que importa é a quantidade maxima de clientes.

Temos os estados:
0 - Nenhum cliente
1 - 1 cliente
2 - 2 clientes

E as taxas:

Qii+1 = 1 parat=0,1
gio =2

g1 =4

Usamos o sistema:
Py =2P
P, =4P,
Ph+P+P=1

E obtemos:
Py=1/13 P, =4/13 P, =8/13

A proposrcao de clientes que entram no sistema é 1 — P, =1 — % = 1—53

15)Para verificar se a cadeia é reversivel, checamos se existe um conjunto de valores que sa-
tisfaz:

Piqij = Pjgjie ), Pi=1

Calculamos tudo em fung¢ao de Ps:
P=P

Para P,:

AP, = upPs logo:

P,=5P
Para Py, analogamente: P, = 52 P,
Para Py:

%Pg = u.P, e

13



3Py = by
2
logo: Py = MPQ
A
Para Ps:
(o + pp) Py = APy
logo: P3 =
Para Pjy:
(ta + pp) Py = P3

logo: Py = 2Py = (25-)° P2

(ta+pb) Py

Verificamos que para n > 2:

P = (Haiﬂb )" 2P,

Resta verificar que >, P, =1

2
Verificando: Y, P; = Ps( ,u;,ub + B+ B+ Ei:2(ﬂa‘)‘l\‘ﬂb )" 72)

)'IL—2 — _Matpp

Sabemos que >, = X

A
BatUp
Dessa forma descobrimos que a soma converge para A < g + Ly

E descobrimos que a distribuicao estacionaria é dada por:
2fbq fip
Py= Py, Py = 8Py, Py = B Py

Py = (5357)" P2, para n > 2

16) a) P; i1 = ,uoc_):ﬁ-)\
Pi1= Mgi)\
vg=Aevy =+ pa

14



Escrevemos o sistema:
APy = paPy
(pa+ NPy = APy + paPs
(po + A) Py = APy + paP3

(,ua + )\)Pz = )\Pi,1 + MaPi+1

Resolvendo o sistema, obtemos:
A A
Po= (o)1= )
Ho o

A
Php=1——
7!
A solucao existe para A < po

b) Tempo médio de espera de um cliente ser atendido pela primeira vez =Wgy=tempo médio
de espera na fila

A
p(pee — A

c) Para o cliente ser servido n vezes ele deve entrar, ser servido e depois voltar ao final da fila
(n — 1) vezes com probabilidade (n — «), assim:
P(ser servido n vezes) = (1 — a)" Lo

Wq =

)" la & uma geométrica com

d) Sabemos pela letra c) que P(serservidonvezes) = (1 — «
média é e o tempo de servigo tem média %

Dessa forma tempo médio que o cliente passa no servidor é dado por: u%z

e) Se temos n clientes, o cliente chegou entdo temos (n+1)
O tempo de servico é exp (i), independente.

Dessa forma o tempo total é igual a soma de (n+1) exp (p) independentes.
Isso é igual a gamma(n + 1, u)

17)De acordo com o enunciado, temos que:
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7’1:5,7‘2:10,7‘3:15
p1 =10, p2 =50, pz = 100

. . . A
Namero médio de clientes no sistema L = 2?21 —

J
1y = Aj
E?:1 Pij <1
Aj =1+ 2 NPy
Onde P;; é a probabilidade de sair do servidor i e ir para o servidor j, temos:
P12 = ]./3, P13 = 1/3, P23 = 1, P32 = ]./2, o restante é 0.

Escrevendo o sistema:
A =711+ P A AP + A3Ps
A2 =712+ A Pig + Ao Pos + A3 Paa
A3 =713+ AN P13+ AoPos + A3 P33

Resolvendo o sistema, obtemos:
170
A1 =05, =40, \3 = —

95 s
L=—
13
Tempo médio que um cliente passa no sistema:
W= L 19
o Zj = 137’j N 78
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