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ME501 – PROCESSOS ESTOCÁSTICOS 

LISTA 2 – GABARITO 

1. 𝒳𝒾 = 𝑀𝑜𝑒𝑑𝑎 𝑢𝑠𝑎𝑑𝑎 𝑛𝑜 𝒾 − é𝑠𝑖𝑚𝑜 𝑙𝑎𝑛ç𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 

𝒳𝒾 =  
𝒶, 𝑠𝑒 𝑚𝑜𝑒𝑑𝑎 𝒜
𝒷, 𝑠𝑒 𝑚𝑜𝑒𝑑𝑎 ℬ

  

𝓅𝒶,𝒶 = ℙ 𝒳𝓃 = 𝒶   𝒳𝓃−1 = 𝒶 =  0.6 

𝓅𝒶,𝒷 = ℙ 𝒳𝓃 = 𝒷   𝒳𝓃−1 = 𝒶 =  0.4 

𝓅𝒷,𝒶 = ℙ 𝒳𝓃 = 𝒶   𝒳𝓃−1 = 𝒷 =  0.5 

𝓅𝒷,𝒷 = ℙ 𝒳𝓃 = 𝒷  𝒳𝓃−1 = 𝒷 =  0.5 

𝒫 =   
0.6 0.4
0.5 0.5

  

 

Π𝒶  =  0.6Π𝒶 +  0.4Π𝒷
Π𝒷  =  0.5Π𝒶 +  0.5Π𝒷

Π𝒶 +  Π𝒷 =  1

  ⇔   
Π𝒶 −  Π𝒷  =  0.6Π𝒶
Π𝒶 +  Π𝒷 =  1

 ⇔   
Π𝒷  =  0.8Π𝒶

 Π𝒷 =  1 −  Π𝒶
 ⇔  Π𝒶 =  1

1.8  

Proporção de tempo que a moeda 𝒜 é usada = Π𝒶 = 0.5556. 

 

 
𝒴𝒿 = 𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑑𝑜 𝑑𝑜 𝒿 − é𝑠𝑖𝑚𝑜 𝑙𝑎𝑛ç𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜  

𝒴𝒿 =  
𝑐, 𝑠𝑒 𝑜𝑏𝑡𝑖𝑣𝑒𝑟 𝑐𝑜𝑟𝑜𝑎
𝑘, 𝑠𝑒 𝑜𝑏𝑡𝑖𝑣𝑒𝑟 𝑐𝑎𝑟𝑎

  

ℙ 𝒴𝒿 = 𝒜𝑐 = 0.6 

ℙ 𝒴𝒿 = ℬ𝑐 = 0.5 

ℙ 𝒴𝒿 = 𝒜𝑘 = 0.4 

ℙ 𝒴𝒿 = ℬ𝑘 = 0.5

 

ℙ 𝒴3 = ℬ 𝒴1 = 𝒜  

= ℙ 𝒴1 = 𝒜𝑘 .ℙ 𝒴2 = 𝒜𝑐 𝒴1 = 𝒜𝑘 +  ℙ 𝒴1 = 𝒜𝑐 .ℙ 𝒴2 = ℬ𝑘  𝒴1 = 𝒜𝑐   

= ℙ 𝒴1 = 𝒜𝑘 .
ℙ 𝒴2 = 𝒜𝑐  ,𝒴1 = 𝒜𝑘 

ℙ 𝒴1 = 𝒜𝑘 
+  ℙ 𝒴1 = 𝒜𝑐 .

ℙ 𝒴2 = ℬ𝑘  ,𝒴1 = 𝒜𝑐 

ℙ 𝒴1 = 𝒜𝑐 
 

= ℙ 𝒴2 = 𝒜𝑐   .ℙ 𝒴1 = 𝒜𝑘 + ℙ 𝒴2 = ℬ𝑘 .ℙ 𝒴1 = 𝒜𝑐  

= 0.6 ∗ 0.4 + 0.4 ∗ 0.5 = 0.24 + 0.20 = 0.44 
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2. Sabemos que  

 𝓅𝒾𝒿 = 1 =  𝓅𝒾𝒿 

𝒾𝒿

 

Para mostrar que Π𝒾 = 1
ℳ  ∀𝒾 precisamos verificar se Πi satisfaz 

 
Π𝒿 =   Π𝒾𝓅𝒾𝒿𝒾

 Π𝒿𝒿 = 1
 . 

Supondo Πi = 1
ℳ  ∀𝒾 verdade, temos que 

Πj =   Π𝒾𝓅𝒾𝒿

𝒾

=   
1

ℳ
𝓅𝒾𝒿

𝒾

=  
1

ℳ
 𝓅𝒾𝒿

𝒾

=  
1

ℳ
× 1 =  

1

ℳ
 

Além disso, 

 Π𝒿
𝒿

=   
1

ℳ
𝒿

= ℳ ×
1

ℳ
= 1 

Logo, se a matriz de transição de uma Cadeia de Markov com ℳ estados é 

duplamente estocástica, então Π𝒾 = 1
ℳ  ∀𝒾 

 

 

3. Temos que 

𝓅𝒾,𝒿 =  ℙ(𝑇𝑒𝑟 𝒿 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎𝑠 𝑛𝑜 𝑑𝑒𝑠𝑡𝑖𝑛𝑜 |  𝑇𝑒𝑚 𝒾 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎𝑠 𝑛𝑎 𝑜𝑟𝑖𝑔𝑒𝑚 𝑒 𝑐𝑙𝑖𝑚𝑎) 

Assim. 

𝓅0,0 = ℙ 𝑁𝑎 𝑜 𝑡𝑒𝑟 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎𝑠 𝑛𝑜 𝑑𝑒𝑠𝑡𝑖𝑛𝑜   𝑁𝑎 𝑜 𝑡𝑒𝑚 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎𝑠 𝑛𝑎 𝑜𝑟𝑖𝑔𝑒𝑚)

= 0 

𝓅0,k = ℙ 𝑇𝑒𝑟 𝑘 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎𝑠 𝑛𝑜 𝑑𝑒𝑠𝑡𝑖𝑛𝑜   𝑁𝑎 𝑜 𝑡𝑒𝑚 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎𝑠 𝑛𝑎 𝑜𝑟𝑖𝑔𝑒𝑚)

= 1 

𝓅0,𝒿 = ℙ 𝑇𝑒𝑟 𝒿 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎𝑠 𝑛𝑜 𝑑𝑒𝑠𝑡𝑖𝑛𝑜   𝑁𝑎 𝑜 𝑡𝑒𝑚 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎𝑠 𝑛𝑎 𝑜𝑟𝑖𝑔𝑒𝑚)

= 0 ∀𝒿 ≠ k 

𝓅1,k = ℙ 𝑇𝑒𝑟 𝑘 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎𝑠 𝑛𝑜 𝑑𝑒𝑠𝑡𝑖𝑛𝑜   𝑇𝑒𝑚  1 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎 𝑛𝑎 𝑜𝑟𝑖𝑔𝑒𝑚 𝑒 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎)

= 𝑝 

𝓅1,k−1 = ℙ 𝑇𝑒𝑟 𝑘 − 1 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎𝑠 𝑛𝑜 𝑑𝑒𝑠𝑡𝑖𝑛𝑜   𝑇𝑒𝑚  1 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎 𝑛𝑎 𝑜𝑟𝑖𝑔𝑒𝑚 𝑒 𝑛𝑎 𝑜

− 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎) = 1 − 𝑝 

𝓅1,𝒿 = ℙ 𝑇𝑒𝑟 𝒿 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎𝑠 𝑛𝑜 𝑑𝑒𝑠𝑡𝑖𝑛𝑜   𝑇𝑒𝑚 1 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎 𝑛𝑎 𝑜𝑟𝑖𝑔𝑒𝑚) = 0 ∀𝒿

≠  k, k − 1  

𝓅k,1 = ℙ 𝑇𝑒𝑟 1 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎 𝑛𝑜 𝑑𝑒𝑠𝑡𝑖𝑛𝑜   𝑇𝑒𝑚 𝑘 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎𝑠 𝑛𝑎 𝑜𝑟𝑖𝑔𝑒𝑚 𝑒 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎)

= 𝑝 

𝓅k,0 = ℙ 𝑁𝑎 𝑜  𝑡𝑒𝑟 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎𝑠 𝑛𝑜 𝑑𝑒𝑠𝑡𝑖𝑛𝑜   𝑇𝑒𝑚 𝑘 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎𝑠 𝑛𝑎 𝑜𝑟𝑖𝑔𝑒𝑚 𝑒 𝑛𝑎 𝑜

− 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎) = 𝑝 
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Logo, 

𝓅𝒾,k−𝒾+1 = ℙ 𝑇𝑒𝑟 𝑘 − 𝒾 + 1 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎𝑠 𝑛𝑜 𝑑𝑒𝑠𝑡𝑖𝑛𝑜   𝑇𝑒𝑚  𝒾 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎

− 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎 𝑛𝑎 𝑜𝑟𝑖𝑔𝑒𝑚 𝑒 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎) = 𝑝 ∀𝒾 ≠ 0 

𝓅𝒾,k−𝒾 = ℙ 𝑇𝑒𝑟 𝑘 − 𝒾 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎𝑠 𝑛𝑜 𝑑𝑒𝑠𝑡𝑖𝑛𝑜   𝑇𝑒𝑚  𝒾 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎 𝑛𝑎 𝑜𝑟𝑖𝑔𝑒𝑚 𝑒 𝑛𝑎 𝑜

− 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎) = 1 − 𝑝 ∀𝒾 ≠ 0 

𝓅𝒾,𝒿 = ℙ 𝑇𝑒𝑟 𝒿 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎𝑠 𝑛𝑜 𝑑𝑒𝑠𝑡𝑖𝑛𝑜   𝑇𝑒𝑚  𝒾 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎𝑠 𝑛𝑎 𝑜𝑟𝑖𝑔𝑒𝑚)

= 0                𝒾 = 0 𝑒 𝒿 ≠ k   𝑜𝑢   𝒾 ≠ 0 e 𝒿 ≠  𝑘 − 𝒾,𝑘 − 𝒾 + 1  

𝓅𝒾,𝒿 = ℙ 𝑇𝑒𝑟 𝒿 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎𝑠 𝑛𝑜 𝑑𝑒𝑠𝑡𝑖𝑛𝑜   𝑇𝑒𝑚  𝒾 𝑔𝑢𝑎𝑟𝑑𝑎 − 𝑐ℎ𝑢𝑣𝑎𝑠 𝑛𝑎 𝑜𝑟𝑖𝑔𝑒𝑚)

= 1                𝒾 = 0 𝑒 𝒿 = k 

 

Temos que 

𝒫 =  

 

 
 
 
 
 
 

0 ⋯ ⋯
⋮
⋮

⋯ ⋯ ⋯

⋰

⋯ 0 1
0 𝑞 𝑝
𝑞 𝑝 0

⋮
⋮
⋮ ⋰

⋰ ⋰
⋰ ⋰ ⋰
⋰ ⋰ ⋰

𝑝 ⋰ ⋮

⋰ ⋮
⋮

⋮ ⋰ 𝑞
0 𝑞 𝑝
𝑞 𝑝 0

⋰ ⋰
⋰
⋯ ⋯ ⋯

⋮
⋮

⋯ ⋯ 0 

 
 
 
 
 
 

 

onde 𝑞 = 1 − 𝑝. 

Assim, 

 
  
 

  
 

Π0 = (1 − p) × Πk

Π1 =  1 − p × Πk−1 + p × Πk

Π2 =  1 − p × Πk−2 + p × Πk−1

⋮
Πk−1 =  1 − p × Π1 + p × Π2

Πk = Π0 + p × Π1

Π0 + Π1 + ⋯+ Πk = 1

 ⇔

 
 
 
 

 
 
 

Πk =  1 − p × Πk + p × Π1 ⇔  Πk = Π1

Π1 =  1 − p × Πk−1 + p × Π1  ⇔ Π1 = Πk−1 

Πk−1 =  1 − p × Πk−1 + p × Π2 ⇔ Πk−1 = Π2

⋮
Π𝒾 = Π𝒿 ∀𝒾, 𝒿 = 1,… ,𝑘

Π0 = (1 − p) × Π𝒾
(1 − p) × Π𝒾 + k × Π𝒾 = 1

 

⇔

 
 

 Π𝒾 =
1

k + 1 − p
,∀𝒾 = 1,… ,𝑘

Π0 =
1 − p

k + 1 − p

   

Como  
Π𝒿 =   Π𝒾𝓅𝒾𝒿𝒾

 Π𝒿𝒿 = 1
  é satisfeito, temos que a Distribuição Estacionária da Cadeia de 

Markov é Π0 =
1−p

k+1−p
, Π𝒾 =

1

k+1−p
, 𝒾 = 1,… ,𝑘. 

A proporção de tempo que Pedro fica molhado é Π0 × ℙ chuva =
1−p

k+1−p
× p. 
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4. Seja 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒫 =  

 

 
 

0 0 0
1 0 0

1/2 1/2 0

0 1
0 0
0 0

1/3 1/3 1/3
1/4 1/4 1/4

0 0
1/4 0 

 
 

 

 

 

 
 
 
 

 
 
 Π0 = Π1 + 1 2 Π2 + 1

3 Π3 + 1 4 Π4

Π1 =             1
2 Π2 + 1

3 Π3 + 1 4 Π4

Π2 =                                1
3 Π3 + 1 4 Π4

Π3 =                                                    1
4 Π4

Π4 =                                                            Π0

Π0 + Π1 +  Π2 + Π3 + Π4 =                  1

 ⇔

 
 
 
 
 

 
 
 
 
Π4 =                                                                                                      Π0

Π3 =                                                                                               1
4 Π0

Π2 =                                              1
3 

× 1
4 Π0 + 1 4 Π0 = 1

3 Π0

Π1 =             1
2 × 1

3 Π0 + 1 3 × 1
4 Π0 + 1 4 Π0 = 1

2 Π0

Π0 = 1
2 Π0 + 1 2 × 1

3 Π0 + 1 3 × 1
4 Π0 + 1 4 Π0 =  Π0

Π0 + 1 2 Π0 + 1
3 Π0 + 1

4 Π0 +  Π0 =                                   1   

  

 

Assim,

Π0 =       12
37  Π1 =         6

37  Π2 =         4
37 

Π3 =         3
37  Π4 =       12

37 

 

5. Temos que Π𝒾 =   Π𝒿𝓅𝒾𝒿𝒿 .  

Por outro lado, 

Π =  Π𝒫 |  × 𝓟

Π =  Π𝒫 =  Π𝒫2|  × 𝓟 

Π =  Π𝒫 =  Π𝒫2 =  Π𝒫3|  × 𝓟 

⋮ 

Π =  Π𝒫 =  Π𝒫2 = ⋯ =  Π𝒫𝑘  

Assim, 

 Π𝒾 =   Π𝒿𝓅𝒾𝒿
𝑘

𝒿
 

Logo, a distribuição estacionária da Cadeia de Markov com probabilidade de transição 

𝓅𝒾𝒿 é também a distribuição estacionária da Cadeia de Markov com probabilidade de 

transição 𝑞𝒾𝒿 = 𝓅𝒾𝒿
𝑘 . 

 
 

0 1 

 

2 

4 3 

1 

  

 
1/2 

1/2 1 

1/3 

1/3 1/3 

1/4 

1/4 1/4 1/4 
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6. a) Se, a longo prazo, 𝓃 × Π𝒾 é o tempo que a Cadeia de Markov passa no estado 

𝒾, 𝓃 × Π𝒾 também é (a longo prazo) o número de vezes ao longo do tempo que a 

Cadeia de Markov “chega” (entra) no estado 𝒾 (podendo diferenciar em uma entrada 

para menos se o processo começa no estado 𝒾) e o número de vezes ao longo do 

tempo que a Cadeia de Markov “sai” do estado 𝒾 (podendo diferenciar em uma entrada 

para mais se não contarmos a saída no instante 𝓃 para o instante 𝓃 + 1, se 𝒳𝓃 =  𝒾). 

Como 𝓃 →  +∞, temos Π𝒾 como a proporção para as três situações. 

b) Π𝒾𝓅𝒾𝒿 é a proporção de vezes que a Cadeia de Markov “sai” do estado 𝒾 e vai 

para um estado 𝒿 específico, pois, por a, Π𝒾 é a proporção de transições ao longo do 

tempo que a Cadeia de Markov “sai” do estado 𝒾 para algum estado 𝑘 qualquer, e por 

definição, 𝓅𝒾𝒿 é a probabilidade de transição do estado 𝒾 para um estado 𝒿 específico. 

Assim, Π𝒾𝓅𝒾𝒿 é a proporção de transições do estado 𝒾 para o estado 𝒿 (𝒿 específico). 

c)  Π𝒾𝓅𝒾𝒿𝑖  é a soma das proporções de vezes que a Cadeia de Markov sai de 

cada estado 𝒾 para algum estado 𝒿 específico, ou seja, a proporção de vezes que a 

Cadeia de Markov sai de todos os estados 𝒾 para algum estado 𝒿 específico, pois, por 

b, Π𝒾 × 𝓅𝒾𝒿 é a proporção de transições do estado 𝒾 para o estado 𝒿 (𝒿 específico), e 

assim,  Π𝒾𝓅𝒾𝒿𝑖  é a soma das proporções de transição de cada estado 𝒾 para o estado 

𝒿 (𝒿 específico). Logo,  Π𝒾𝓅𝒾𝒿𝑖  é a proporção de transições de todos os estados 𝒾 para 

o estado 𝒿 (𝒿 específico). 

d) Como, por c,  Π𝒾𝓅𝒾𝒿𝑖  é a proporção de transições de todos os estados 𝒾 para o 

estado 𝒿 (𝒿 específico), e, por a, Π𝒿 é a proporção de vezes que a Cadeia de Markov 

“chega” (entra) no estado 𝒿 (proporção de transições de todos os estados 𝑘 para o 

estado 𝒿), temos que Π𝒿 =   Π𝒾𝓅𝒾𝒿𝑖  é a proporção de transições de todos os estados 𝒾 

para algum estado 𝒿 específico. 

e) Sabemos que  

  Π𝒾𝓅𝒾𝒿

𝒿∈𝐴𝐶𝒾∈𝐴

=    Π𝒾𝓅𝒾𝒿

𝒾∈𝐴𝒿∈𝐴𝐶

 

Assim, temos  Π𝒾𝓅𝒾𝒿𝒾∈𝐴  a proporção de transições de todos os estados 𝒾 ∈ 𝐴 

para algum estado 𝒿 ∈ 𝐴𝐶 específico. Por outro lado,   Π𝒾𝓅𝒾𝒿𝒾∈𝐴𝒿∈𝐴𝐶  é a proporção 

de transições de todos os estados 𝒾 ∈ 𝐴 para todos os estados 𝒿 ∈ 𝐴𝐶. 

Além disso, 

  Π𝒾𝓅𝒾𝒿

𝒿∈𝐴𝒾∈𝐴𝐶

=    Π𝒾𝓅𝒾𝒿

𝒾∈𝐴𝐶𝒿∈𝐴

 

De forma semelhante,  Π𝒾𝓅𝒾𝒿𝒾∈𝐴𝐶  é a proporção de transições de todos os 

estados 𝒾 ∈ 𝐴𝐶  para algum estado 𝒿 ∈ 𝐴 específico. Por outro lado,   Π𝒾𝓅𝒾𝒿𝒾∈𝐴𝐶𝒿∈𝐴  é 

a proporção de transições de todos os estados 𝒾 ∈ 𝐴𝐶 para todos os estados 𝒿 ∈ 𝐴. 

Como 𝓃 → ∞, a proporção de vezes que a Cadeia de Markov passa de um estado 

𝑥 ∈ 𝐴 para um estado 𝑦 ∈ 𝐴𝐶 (está em 𝐴 e vai para 𝐴𝐶) é igual à proporção de vezes 

que a Cadeia de Markov passa de um estado 𝑥 ∈ 𝐴𝐶 para um estado 𝑦 ∈ 𝐴 (está em 

𝐴𝐶 e vai para 𝐴). 
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7. Condicionando no resultado da primeira partida e observando que esta 

contribui com +1 para o número total de partidas, obtemos: 

𝔼 ℳ0 =  0 𝔼 ℳ𝑁 =  0 

𝔼 ℳ𝒾 = p ×  𝔼 ℳ𝒾+1  +  1 +   1 − p ×  𝔼 ℳ𝒾−1 +  1 = p × 𝔼 ℳ𝒾+1 +   1 − p × 𝔼 ℳ𝒾−1 +  1

=  𝓂𝒾 

Para p = 1
2  temos que 

2 × 𝔼 ℳ𝒾 = 𝔼 ℳ𝒾+1 + 𝔼 ℳ𝒾−1 + 2  

𝔼 ℳ𝒾+1 + 𝔼 ℳ𝒾              
𝛼𝒾+1

= 𝔼 ℳ𝒾 − 𝔼 ℳ𝒾−1              
𝛼𝒾

− 2  

Assim, 

𝛼𝒾+1 = 𝛼𝒾 − 2 

Logo, 

𝛼2 = 𝛼1 − 2 =  𝓂1 − 0 − 2 =  𝓂1 − 2 

𝛼3 = 𝛼2 − 2 =  𝓂1 − 2 − 2 =  𝓂1 − 4 

𝛼4 = 𝛼3 − 2 =  𝓂1 − 4 − 2 =  𝓂1 − 6 

⋮ 

𝛼𝒾+1 = 𝛼𝒾 − 2 =  𝓂1 − 2𝒾 ∀𝒾 =  1,2,…𝑁 − 1  

Logo, 

𝔼 ℳ𝒾 =  𝛼𝑘

𝒾

𝑘=1

=   𝓂1 − 2𝑘  

𝒾

𝑘=1

= 𝒾 × 𝓂1 − 2 𝑘 

𝒾

𝑘=1

= 𝒾 × 𝓂1 − 2 ×
𝒾 × (𝒾 + 1)

2

= 𝒾 × 𝓂1 − 𝒾 ×  𝒾 + 1  

Assim, 

𝔼 ℳ𝑁 = 𝑁 × 𝓂1 −𝑁 ×  𝑁 + 1 = 0 ⇒  𝑁 × 𝓂1 =  𝑁 ×  𝑁 + 1  ⇒𝓂1 =  𝑁 + 1  

Finalmente, 

𝔼 ℳ𝒾 = 𝒾 ×  𝑁 + 1 – 𝒾 − 1 = 𝒾 ×  𝑁 – 𝒾 , 𝑠𝑒 𝑝 = 1
2  

Para p ≠ 1
2 , basta verificar se 

𝔼 ℳ𝒾 =
𝒾

1 − 2p
−

𝑁

1 − 2p

1 −  
1 − p

p  
𝒾

1 −  
1 − p

p  
𝑁 

satisfaz 

𝔼 ℳ𝒾 = p × 𝔼 ℳ𝒾+1 +   1 − p × 𝔼 ℳ𝒾−1 +  1 

Ou seja, 

𝔼 ℳ𝒾 = 1 +  p ×

 
 
 
 𝒾 + 1

1 − 2p
−

𝑁

1 − 2p

1 −  
1 − p

p  
𝒾+1

1 −  
1 − p

p  
𝑁

 
 
 
 

+  1 − p ×

 
 
 
 𝒾 − 1

1 − 2p
−

𝑁

1 − 2p

1 −  
1 − p

p  
𝒾−1

1 −  
1 − p

p  
𝑁
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8. Temos que 

ℙ 𝑔𝑎𝑛ℎ𝑎𝑟   𝒳0 =  𝒾 , 𝑐ℎ𝑒𝑔𝑎 𝑎 𝒩) =  
ℙ(𝑔𝑎𝑛ℎ𝑎𝑟 ,𝒳0 =  𝒾 , 𝑐ℎ𝑒𝑔𝑎 𝑎 𝒩)

ℙ( 𝒳0 =  𝒾 , 𝑐ℎ𝑒𝑔𝑎 𝑎 𝒩)
=
𝓅𝒾+1

𝓅𝒾
× p 

Se p = 1
2 , temos que 𝓅𝒾 = 𝒾

𝒩 . Assim, 

ℙ 𝑔𝑎𝑛ℎ𝑎𝑟   𝒳0 =  𝒾 , 𝑐ℎ𝑒𝑔𝑎 𝑎 𝒩) =

𝒾 + 1
𝒩
𝒾
𝒩

×
1

2
=
𝒾 + 1

2𝒾
 

Se p ≠ 1
2 , temos que 𝓅𝒾 =

1− 
1−p

p
 
𝒾

1− 
1−p

p
 
𝒩. Assim, 

ℙ 𝑔𝑎𝑛ℎ𝑎𝑟   𝒳0 =  𝒾 , 𝑐ℎ𝑒𝑔𝑎 𝑎 𝒩) =

1 −  
1 − p

p  
𝒾+1

1 −  
1 − p

p  
𝒩

1 −  
1 − p

p  
𝒾

1 −  
1 − p

p  
𝒩

× p =
1 −  

1 − p
p  

𝒾+1

1 −  
1 − p

p  
𝒾

× p 

9. a) Temos que 

𝜇 = 0 ×
1

4
+ 2 ×

3

4
=

3

2
 𝜋0 = 𝜋0

0 ×
1

4
+ 𝜋0

2 ×
3

4
⇔ 3𝜋0

2 − 4𝜋0 + 1 = 0

 

Δ = 16 − 12 = 4 

𝜋0 =
4 ± 2

6
=  

𝜋0
′ = 1/3

𝜋0
′′ = 1

 

Logo, 𝜋0 = min(𝜋0
′ ,𝜋0

′′ )  = 1/3. 

b) Temos que 

𝜇 = 0 ×
1

6
+ 1 ×

1

2
+ 3 ×

1

3
=

3

2
 

𝜋0 = 𝜋0
0 ×

1

6
+ 𝜋0

1 ×
1

2
+ 𝜋0

3 ×
1

3
⇔ 6𝜋0 = 1 + 3𝜋0 + 2𝜋0

3 ⇔ 2𝜋0
3 − 3𝜋0 + 1 = 0 ⇔ 𝜋0 3 − 2𝜋0

2 = 1

⇔ 𝜋0
′ = 1 ⇔  𝜋0 − 1   a𝜋0

2 + b𝜋0 + c  = 0

⇔ a𝜋0
3 + b𝜋0

2 + c𝜋0 − a𝜋0
2 − b𝜋0 − c = 0   ⇔ a = 2   c = −1    

b − a = 0
c − b = −3

 ⇔  
a = 2
b = 2

c = −1

 

⇔ 2𝜋0
2 + 2𝜋0 − 1 = 0 

 

 

Δ = 4 + 8 = 12 𝜋0 =
−2 ±  12

4
=

 
 
 

 
 𝜋0

′′ =
−2 +  12

4

𝜋0
′′′ =

−2 − 12

4
< 0

 

Logo, 𝜋0 = min 𝜋0
′ ,𝜋0

′′  = 0.366025. 
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10. Temos que. 

𝔼 𝒳𝒾 = μn  

Assim, 

 𝔼 𝒳𝒾 

∞

𝑛=0

=  μn

∞

𝑛=0

=
1

1 − μ
 

11. Queremos verificar se 

𝜋𝒿 = 
?

 𝜋𝒾Q𝒾𝒿

i

 

Por definição 

Q𝒾𝒿 = ℙ 𝒳𝑚 = 𝒿 𝒳𝑚−1 = 𝒾 = ⋯ =
𝓅𝒿𝒾𝜋𝒿

𝜋𝒾
 

Assim 

 𝜋𝒾Q𝒾𝒿

i

=  𝜋𝒾
𝓅𝒿𝒾𝜋𝒿

𝜋𝒾
i

=  𝓅𝒿𝒾𝜋𝒿
i

= 𝜋𝒿 𝓅𝒿𝒾

i     
1

= 𝜋𝒿 

12. a) 𝒳𝓃 = 𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑏𝑜𝑙𝑖𝑛ℎ𝑎𝑠 𝑏𝑟𝑎𝑛𝑐𝑎𝑠 𝑛𝑎 𝑈𝑟𝑛𝑎 1 𝑎𝑝ó𝑠 𝓃 𝑡𝑟𝑜𝑐𝑎𝑠 

𝓅𝒾,𝒿 =  ℙ 𝑇𝑒𝑟 𝒿  𝑏𝑜𝑙𝑖𝑛ℎ𝑎𝑠 𝑏𝑟𝑎𝑛𝑐𝑎𝑠 𝑎𝑝ó𝑠 𝓃 𝑡𝑟𝑜𝑐𝑎𝑠  𝑇𝑖𝑛ℎ𝑎 𝒾 𝑏𝑜𝑙𝑖𝑛ℎ𝑎𝑠 𝑏𝑟𝑎𝑛𝑐𝑎𝑠 𝑎𝑝ó𝑠 𝓃 − 1 𝑡𝑟𝑜𝑐𝑎𝑠) 

Assim. 

𝓅𝒾,𝒾 = ℙ 𝑇𝑒𝑟 𝒾 𝑏𝑜𝑙𝑖𝑛ℎ𝑎𝑠 𝑏𝑟𝑎𝑛𝑐𝑎𝑠    𝑇𝑖𝑛ℎ𝑎 𝒾 𝑏𝑜𝑙𝑖𝑛ℎ𝑎𝑠 𝑏𝑟𝑎𝑛𝑐𝑎𝑠)

=
𝒾

𝓂
×
𝓂− 𝒾

𝓂         
# 𝑏𝑜𝑙𝑖𝑛 ℎ𝑎𝑠  𝑏𝑟𝑎𝑛𝑐𝑎𝑠   𝑢𝑟𝑛𝑎 1

×
# 𝑏𝑜𝑙𝑖𝑛 ℎ𝑎𝑠  𝑏𝑟𝑎𝑛𝑐𝑎𝑠   𝑢𝑟𝑛𝑎 2

+
𝓂− 𝒾

𝓂
×

𝒾

𝓂         
# 𝑏𝑜𝑙𝑖𝑛 ℎ𝑎𝑠  𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑖𝑑𝑎𝑠   𝑢𝑟𝑛𝑎 1

×
# 𝑏𝑜𝑙𝑖𝑛 ℎ𝑎𝑠  𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑖𝑑𝑎𝑠   𝑢𝑟𝑛𝑎 2

∀𝒾 

𝓅𝒾,𝒾+1 = ℙ 𝑇𝑒𝑟 𝒾 + 1 𝑏𝑜𝑙𝑖𝑛ℎ𝑎𝑠 𝑏𝑟𝑎𝑛𝑐𝑎𝑠    𝑇𝑖𝑛ℎ𝑎 𝒾 𝑏𝑜𝑙𝑖𝑛ℎ𝑎𝑠 𝑏𝑟𝑎𝑛𝑐𝑎𝑠) =
𝓂− 𝒾

𝓂
×
𝓂− 𝒾

𝓂           
# 𝑏𝑜𝑙𝑖𝑛 ℎ𝑎𝑠  𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑖𝑑𝑎𝑠   𝑢𝑟𝑛𝑎 1

×
# 𝑏𝑜𝑙𝑖𝑛 ℎ𝑎𝑠  𝑏𝑟𝑎𝑛𝑐𝑎𝑠   𝑢𝑟𝑛𝑎 2

∀𝒾 

𝓅𝒾,𝒾−1 = ℙ 𝑇𝑒𝑟 𝒾 − 1 𝑏𝑜𝑙𝑖𝑛ℎ𝑎𝑠 𝑏𝑟𝑎𝑛𝑐𝑎𝑠    𝑇𝑖𝑛ℎ𝑎 𝒾 𝑏𝑜𝑙𝑖𝑛ℎ𝑎𝑠 𝑏𝑟𝑎𝑛𝑐𝑎𝑠) =
𝒾

𝓂
×

𝒾

𝓂     
# 𝑏𝑜𝑙𝑖𝑛 ℎ𝑎𝑠  𝑏𝑟𝑎𝑛𝑐𝑎𝑠   𝑢𝑟𝑛𝑎 1

×
# 𝑏𝑜𝑙𝑖𝑛 ℎ𝑎𝑠  𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑖𝑑𝑎𝑠   𝑢𝑟𝑛𝑎 2

∀𝒾 

b) A Distribuição Estacionária deve ser hipergeométrica, pois estamos interessados no 

número de bolas brancas na Urna 1 (com 𝓂 bolinhas) após 𝓃 trocas aleatórias entre as duas 

Urnas, cada uma com 𝓂 bolinhas, totalizando 2𝓂 bolinhas entre as duas urnas (𝓂 brancas e 𝓂 

coloridas). Assim, 

ℙ 𝒳𝓃 = 𝒾 =
 𝓂
𝒾
  2𝓂−𝓂

𝓂−𝒾
 

 2𝓂
𝓂
 

=
 𝓂
𝒾
  𝓂

𝓂−𝒾
 

 2𝓂
𝓂
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c) Para garantirmos que a Cadeia de Markov é reversível, é preciso que 

Q𝒾𝒿 = 𝓅𝒾𝒿  ⇔ 𝜋𝒾𝓅𝒾𝒿 = 𝜋𝒿𝓅𝒿𝒾 ∀𝒿 

Sejam, 

𝜋𝒾+1

𝜋𝒾
=
𝓅𝒾,𝒾+1

𝓅𝒾+1,𝒾
=

(𝓂− 𝒾)2 𝓂2 

(𝒾 + 1)2 𝓂2 
 

𝜋𝒾
𝜋𝒾+1

=
𝓅𝒾+1,𝒾

𝓅𝒾,𝒾+1
=

(𝒾 − 1)2 𝓂2 

(𝓂 + 𝒾)2 𝓂2 
 

Assim, 

Q𝒾,𝒾+1 =
𝜋𝒾+1

𝜋𝒾
𝓅𝒾+1,𝒾 =

(𝓂− 𝒾)2 𝓂2 

(𝒾 + 1)2 𝓂2 
×

(𝒾 + 1)2

𝓂2
=

(𝓂− 𝒾)2

𝓂2
= 𝓅𝒾,𝒾+1 

e 

Q𝒾+1,𝒾 =
𝜋𝒾
𝜋𝒾+1

𝓅𝒾,𝒾+1 =
(𝒾 + 1)2 𝓂2 

(𝓂− 𝒾)2 𝓂2 
×

(𝓂− 𝒾)2

𝓂2
=

(𝒾 + 1)2

𝓂2
= 𝓅𝒾+1,𝒾 

Logo, 

𝜋𝒾𝓅𝒾,𝒾+1 = 𝜋𝒾+1𝓅𝒾+1,𝒾 ⟺ 𝜋𝒾
(𝓂− 𝒾)2

𝓂2
= 𝜋𝒾+1

(𝒾 + 1)2

𝓂2
⇔ 𝜋𝒾+1 =

(𝓂− 𝒾)2

(𝒾 + 1)2
𝜋𝒾  

Assim, para 𝓂 = 2 temos 

 

𝜋1 = 4 × 𝜋0

𝜋2 =
1

4
× 𝜋1 = 𝜋0

𝜋0 + 𝜋1 + 𝜋2 = 1

 ⟺  

𝜋0 = 1/6
𝜋1 = 4/6
𝜋2 = 1/6

  

Verificando a suposição de a Distribuição Estacionária ter distribuição Hipergeométrica, temos: 

𝜋0 = ℙ 𝒳𝓃 = 0 =
 2

0
  2

2
 

 4
2
 

=

2!
0!  2 − 0 !

×
2!

2!  2 − 2 !
4!

2!  4 − 2 !

=
1 × 1

4 × 3
2

=
2

12
=

1

6
 

𝜋1 = ℙ 𝒳𝓃 = 1 =
 2

1
  2

1
 

 4
2
 

=

2!
1!  2 − 1 !

×
2!

1!  2 − 1 !
4!

2!  4 − 2 !

=
2 × 2

4 × 3
2

=
4 × 2

12
=

4

6
 

𝜋2 = ℙ 𝒳𝓃 = 2 =
 2

2
  2

0
 

 4
2
 

=

2!
2!  2 − 2 !

×
2!

0!  2 − 0 !
4!

2!  4 − 2 !

=
1 × 1

4 × 3
2

=
2

12
=

1

6
 

Assim, a suposição de que a distribuição é Hipergeométrica feita em b é verdadeira, pois o 

resultado obtido para 𝓂 = 2 pode ser estendido para qualquer 𝓂. 
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