Livrol: Exemplos de Fungbées Vetoriais de Varias
Variaveis. Campos e Parametrizacoes

Em Fisica, Engenharia e Matematica, empregamos objetos geométricos como
curvas, superficies e regides para modelar estruturas ou movimentos que ocorrem
no espago concreto de nossa percepgio. Também associamos valores numéricos
e vetores a pontos desses objetos. Veremos através dos exemplos desse capitulo
que uma unica ferramenta matemdtica nos permite descrever todos esses objetos e
associagoes. Tal ferramenta é a fungio vetorial de varias varidveis.

Nesse curso pretendemos estudar o cdlculo para as funcdes do tipo f : Dy C
R* — IR™, i.e., fun¢des vetoriais de varias variaveis. Que associam n variaveis, ou
P = (#3,%s,...2,) € D; (o dominio de f, D¢ C IR") a émupla de valores assumidos
J(P) = (y1,%2...ym) € IR™ (contradominio de f). Os teoremas e resultados de tal
Calculo terao consequéncias para a analise dos objetos e associagbes descritos.

Exemplol. Curvas Parametrizadas.

Consideremos uma mosca que voa, descrevendo uma curva no ambiente da sala.
A cada instante ela ocupa um ponto de tal ambiente. A medida que o tempo passa
a sucessao de pontos gera a curva.

Vamos adaptar um modelo matemitico a tal situagdo. Comegamos por fixar
num canto da sala os eixos £,y ¢ z. Assim cada ponto do ambiente da sala passa
a ser rotulado por trés ntiimeros. E é identificado com a tripla formada por suas
coordenadas, P = (z,y,z). Dessa forma o tal ambiente da sala passa a ser visto
como um subconjunto do I2® (que é o conjunto de todas possiveis triplas de niimeros
reais). Quanto ac tempo, empregamos um relégio para associar cada instante a um
niimero real € R}
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Nesse contexto o movimento da mosca pode ser descrito por, ou identificado
com, uma fungao f : R! — IR®. Que associa cada instante t € IR! & posigio
F(#) = (2(8), y(t), 2(t)) € sala C IR3, ocupada pela mosca naquele instante.

Analogamente empregamos aplicagdes do tipo f : R! — ERE™,t — f(t) =
(z1(t),z2(t)...za(t)) para descrever curvas no IR". O parémetro ¢ nao precisa ser
necessariamente o tempo. Pode ser interpretado como uma coordenada ao longo da
curva. Cujo valor t especifica um Unico ponto f(t) da mesma.

As coordenadas #(t),...,z,.(f) do ponto imagem f(f) podem ser pensadas
como fungdes reais de uma varidvel z; : R! — R, { — z;(t) para j = 1,2,...,n.
Tais fun¢Ges reais sao chamadas de fungGes componentes da fungdo vetorial f.

Counsideremos por exemplo a circunferéncia {(z,y) € R? t.q. z? +y* = R?}
de raio R > 0 centrada na origem do R?. Essa pode ser descrita por f: R! —

R f(t) = (Rﬁost,lﬁent).
z(t) y(b).

E & medida que t percorre R, f(t) percorre a circunferéncia.
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Dizemos que tal f ¢ uma parametrizagao para a circunferéncia. Ou que essa
foi parametrizada por f. De fato a circunferéncia ¢ a imagem de f. O parametro ¢
pode ser pensado como uma coordenada ao longo da circunferéncia, o angulo

Outro exemplo é f : IR! — R® dada por t — f(t) = (Rcost, Rsent, ——-st) que

descreve a hélice de raio 12 > 0 e passo p > (.
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E a medida que ¢ percorre R!, f({) sobe tal hélice em torno do eixo z. Tudo
se passa como se a funcao tomasse R! ¢ o mergulhasse em K?, mas de maneira a
enrolé-lo em torno do eixo z. Fabricando a hélice que ¢ um objeto unidimensional
no R3.

Reparamos que no caso da circunferéncia, dois angulos que diferissem por um
miltiplo de 27 determinariam um mesmo ponto, f(t) = f(t + 2kr) para k € Z.
Para a hélice entretanto a associagdo t — f(t) é injetora. Os pontos da hélice estao
em correspondéncia “um a um” com a coordenada angular ¢.

Exemplo 2. Campos Escalares.

Consideremos agora uma placa metdlica aquecida em seu centro por uma
chama. O ponto aquecido atinge, digamos, 100° ’. Os outros pontos da placa
também tém sua temperatura elevada, como mostramos na figura 4. Cada ponto
atinge uma temperatura que cai com a distancia ao ponto de aguecimento,
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Vamos procurar um modelo matematico que descreva a situagido. Primeiro
fixamos eixos z e y na placa. Dessa forma cada ponto da placa fica identificado com
o par de niimeros dado por suas coordenadas, P = {zy). Assim sendo, a placa se
torna um subconjunto do IR?, placa C IR?,

Quanto & temperatura, nos inspiramos na coluna de Mercirio de um
termomelro para concluir que o conjunto das possiveis temperaturas assumidas
pode ser identificade como um subconjunto do IR!. E dessa forma o “campo de
temperaturas sobre a placa” (vide figura 4) pode ser definido por, ou identificado
com, uma fungao f : Dy C R? — IR! que associa cada ponto P = (z,y) € placa
= D; asua temperatura f(z,y) € R'.

Analogamente definimos campos escalares no JR™ através de fungdes do tipo
f: Dy € R" — R que associam o valor real f{P) € IR! a cada ponto P =
(.’1?1,1:2,...,1:,1) EDf




Na figura 4 mostramos a circunferéncia formada pelos pontos que estio a 80° T,
Le., a isoterma de 80° €. Em geral para f : A — B definimos para cada y € B
o subconjunto de 4 dado por {z € A4 t.q. f(x) = y} como sendo “o conjunto de
nivel de f correspondente ao valor y”. A tal isoterma ¢ um exemplo de conjunto de
nivel, como ¢ uma curva, a chamamos de curva de nivel (notamos que a isoterma
de 100°d’ é um tinico ponto ¢ que a de 110°d é o conjunto vazio).

Podemos fazer um grafico para o nosso campo de temperaturas. Para construir
o grifico Gy de um campo escalar f : Dy C R* — R!, adicionamos a cada ponto
(zy) € D; uma terceira coordenada. Dada por f(2,y), em nosso caso a temperatura
do ponto (zy).

O grifico Gy = {(zyz) € R? t.q. (z,y) € Dy e z = f(zy)} é uma superficie
bidimensional no R® que se projeta sobre Dy (no nosso caso, a placa).
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Reparamos que a intersec¢do de Gy com o plano z = 80° 4’ é uma curva
congruente & isoterma de 80° @' que se projeta sobre ela. Em geral definimos o
grifico f : A — B como sendo o subconjunto do produto cartesiano 4 x B (do
dominio pelo contradominio de f) dado por Gy = {(z,y) € A x B t.q. y = f(2)},
que representamos esquematicamente na figura 6.
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Sempre identificaremos IR™ x IR™ com R™*". Por exemplo. !Hi‘.:’ x R = R?
através de ({z,y),z) = (z,y,2) ¢ R? x R* = R* por ({z,y),(z,w)) = (z,y, 2, w).
Com essa identificagao, a definigio que haviamos dado para graficos de campos
escalares no JR” coincide com a geral.

O potencial elétrico de uma carga pontual ¢ colocada na origem doIgR3 ¢ um
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('I'.E + yE + 22)1/2

campo escalar. Dado por f : IR?® — {origem} — R!, f(xyz) =
by

onde K > 0 depende das unidades empregadas. No caso os conjuntos de nivel
tipicos sdo esferas, chamadas de superficies de nivel de f, on de equipotenciais do
potencial f.

Notamos que é comum definirmos curvas e supetficies como conjuntos de nivel
de um campo escalar no IR? e no IR? respectivamente.

Quando definimos a circunferéncia em R” pela equagio z2+y* = 1,1.e. {(zy) €
IR? t.q. 2% + y® = 1}, estamos identificando a circunferéncia com a curva de nivel
de g : R? — IR!, g(x,y) = 2% + y*, correspondente ao valor g = 1.
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No exemplo 1, vimos que tal circunferéncia também pode ser descrita como a
imagem de f : R' — IR? f(t) = (cost,sent). Como é de se esperar, a composta
gof : R' — IR! é constante e igual a 1. De fato g(f(¢)) = g(cost,sent) =
cos?t +sen’t = 1.

Quando definimos um cone em IR pela equagio 22 = 22442 ie. {(zyz) € R®
t.q. z® = z* + y?}, estamos identificando tal cone com a superficie de nivel de
g R — R g(zyz) = 2* — 2% — 2, correspondente ao valor ¢ = 0. Veremos no
exemplo 4 que também podemos descrever superficies parametricamente, como a
imagem de uma funcio.

Finalmente notamos que por vezes curvas e superficies podem ser descritas
como graficos de campos escalares no R! ¢ no IR? respectivamente. Se uma curva
¢ dada por Gy = {(z,y) € R* t.q. y = h(z)} para b : R! — IR!, também
pode ser descrita como a curva de nivel de ¢ : IR? — R! g(zy) = v — h(z).
E a superficie Gy = {(zyz) € R® t.q. = = h(zy)} é a superficie de nivel de
g : R® — ! g(zyz) = z — h{zy). Entretanto a circunferéncia e o cone sio
conjuntos de nivel que ndo podem ser descritos como graficos.
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“Fodos os grificos sdo conjuntos de nivel, mas nem todos conjuntos de nivel
sao graficos”.

Exemplo 3. Campos Vetoriais.

Consideramos o escoamento de um fluido no plano. Em cada ponto P do plano,
denotamos por f(P) o vetor velocidade do elemento de fluido que passa pelo ponto
P.
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O “campo de velocidades” assim constituido pode ser descrito por f : Iy
R* — IR?, que associa cada ponto P = (zy) € D; i velocidade f(P)
(fl(P) f2(P)) do elemento de fluido naquele ponto. As fungdes f; : Dy C R* —
', j = 1,2, dio as componentes do vetor em cada ponto.

Em geral um campo vetorial no JR" é dado por f : Dy C JR" — R" e associa
cada ponto P € Dy ao vetor f(P) € IR"™ que representa alguma grandeza vetortal
associada aquele ponto.

A figura 9 é um exemplo de diagrama de campo. Atarrachamos uma seta
representando f(P) para cada P € Dy.

Mesmo para um campo vetorial no JR?, o seu grafico seria um subconjunto de
IR? x IR? = R*. E nio podemos vizualizi-lo diretamente, como fizemos no caso de
um campo escalar no IR,

Os diagramas de campo fazem as vezes dos graficos para os campos vetoriais.
Para designar um ponto do plano precisamos de um par de niimeros reais. E para
escolher a seta atarrachada naquele ponto precisamos de outro par. Assim sendo o
diagrama ¢ de fato um subconjunto de 2% x R? = R*. Tal espago quadrimensional
corresponde ao espago onde estdo contidos os possiveis diagramas de campo em JR?.
Ou a um plano com uma seta indefinida em cada ponto. Analogamente o I2® pode
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ser visto como o plano com um escalar indefinido em cada ponto, ou o espago onde
estao contidos os possiveis graficos de campos escalares em /R,

Na figura 9, além das setas, desenhamos uma familia de curvas. Em cada ponto
P uma curva da familia é tangente ao vetor f(P) naquele ponto. Em nosso exemplo
tals curvas representam o movimento do fluido. E sio chamadas em geral de linhas
de campo do campo vetorial f.

Consideremos agora o seguinte exemplo, f : IR® — {origem} — IR? ¢ dado por

_ -y akr
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Efetuando o produto interno de f(P) com o vetor (zy) temos que f(P) é ortogonal
em cada ponto ao vetor que liga P = (zy) & origem.
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Dado um campo vetorial f : Dy C IR® — IR"™, sempre podemos associar ao
mesmo um campo escalar ||f|| : Dy C R™® — IR! dado pelo seu médulo. Ou seja, se

P € Dy definimos || fHi(P) = || f(P)|| como sendo o médulo do vetor f(P). Dizemos
que ||f|| ¢ o mddulo de f.
Em nosso exemplo
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E o médulo de tal campo cai com o inverso da distincia & origem em IRZ.
Apresentamos entdo o diagrama de campo para f
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As linhas de campo sao circunferéncias centradas da origem. O campo des-
crito corresponde ao campo magnético gerado por uma corrente elétrica constante
percorrendo o elxo 2.

Outro exemplo é o campo elétrico gerado por uma carga ¢ colocada na origem
do R?® (supomos a carga pontual), dado por f: I*®*— {origem} — IR3,

N kqz kqy kgz |
f(a:y/-) - ((32 + y2 + 22)3/21 (1:2 + y2 + 22)3/23 (.‘1,‘2 + y2 + 22)3/2 com k> 0.

E usual denotar a tripla (zyz) por ¥ = (zyz) e seu mddulo por r = |[F]} =
. _ kqr
(=% + 7 + z%)Y/2. Entio a expressio acima pode scr abreviada, f(#) = ia
r
Notamos que tal campo é proporcional, para cada P, ao vetor (zyz) que liga
P a origem. Por essa razdo dizemos que o campo ¢ radial, Quanto ao seu modulo,

kqr k
sl = ||| = Ml

——, diminui com o quadrado da distancia & origem.
i
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As linhas de campo s&o semi-retas radiais partindo da origem.

Exemplo 4. Superficies Parametrizadas.

Dado um subconjunto @ C IR®, adicionamos um vetor fixo ¥ € R® a cada
ponto desse subconjunto. O subconjunto resultante T;0 = {P + ¢ € R® t.q.
P € O} é chamado de translagio de O pelo vetor 7.
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Se O representa um ohjeto geométrico (curva, superficie, ete...), Tp() repre-
senta um objeto do mesmo tipo e com a mesma forma de O, porém em posigao
diferente. Os subconjuntos @ e T30 sao exemplos de subconjuntos congruentes no
IR3. Definiremos mais precisamente o conceito de congruéncia no “Exemplo 5”.

Consideremos, por exemplo, a circunferéncia S'(0) = {(zyz) € R® t.q
z? + y? = 1 e z = 0} contida no plano ¢y (i.e., plano z = 0} do R3. A mesma
tem parametrizagio fo : R! — I® 5 «— fo(s) = (cos 5,sens,0). Se transladamos
tal circunferéncia pelo vetor 7 = tok = {(0,0,%0), paralelo ao eixo z, obtemos a
circunferéncia St(tp) = {(zyz) € R3tq 22+ y? = 1 e z = {o}.

St 5 ,
(s) = (Cos &, gens X o
Bt¥ to > KLronslagie Sty de
1R = (0,0 42) S) gelo vetor (o0 ito)
— -§'\ q‘uxm Y
P ) () = (s s sens 0) —

Adicionamos {0,0,#y) As coordenadas dos pontos de S*(0) para obter S*(¢5). A
partir da parametrizagao fo(s) = (cos s,sens, 0) que tinhamos para $1(0) obtemos
a parametrizacao f;,(s) = (coss,sens,fn) para S'(to).
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Agora consideremos o cilindro {(zyz) € IR?
t.g. 2% + y? = 1} = (convenga-se)

| $'(to). Tal cilindro ¢ a unido de todas
iR

translagoes S'(ty) de S*(0) para t, € RR.
Podemos vizualizda-lo como uma translacio
continua de S§(0) ao longo do eixo z. Da
mesma forma que S'(0) pode ser visto como
o movimento giratério de um ponto, o cilin-
dro pode ser visto como movimento transla-
cional de uma circunferéncia. Trocando g
por uma varidvel real ¢ em fy,(s) obtemos
f:R? — IR3, f(s,1) = (coss,sens, t), tal que
a imagem de f coincide com o cilindro.

W\'S k3

Ny

Podemos pensar que f toma o plano (s,t) e o mergulha em R?® de forma a
curva-lo. Fabricando o cilindro que é um objeto bidimensional no IR®.

Para cada t = t; fixo, a aplicagio s — f(s,#,) parametriza, através da varidvel
livre s, a circunferéncia correspondente & intersecgio do cilindro com plano z = €.
Se fixamos s = 59 a aplicagdo ¢ — f(sgt) parametriza, através da varidvel livre ¢,
uma reta vertical na superficie do cilindro. De fato, f(sot) = (cos sg,sensg,t) =
Py+tD parametnza a reta que passa pelo ponto Py = (cos sy, sensy, 0) do plano zy
e tem vetor diretor [ = (0,0,1).

5 R R
Lix) = (coss sens &)
Tenrola "
o tapats S ¢ty
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As circunferéncias e retas formam duas
familias de curvas andlogas aos “paralelos e
meridianos” sobre a superficie da Terra. Q
par de parametros (sotg) determina um dnico =1,
ponto f(spto) na superficie do cilindro. Esse 1 -S(s.t.)
ponto fica no cruzamento da circunferéncia
(“paralelo”) t = ¢y com a reta vertical (“me-
ridiano”) s = s3. Dizemos que tal aplicagio
f parametriza o cilindro. Ou que o cilindro
é parametrizado por f. Uma maneira de se
descrever superficies bidimensionais em IR3 é S—ichwf& 1+
através de aplicagdes f : Dy C R? — R3 e

iy v

apropriadas. Entdo a superficic parametrizadada é a imagem de f. Podemos en-
tender que a parametrizagio f toma uma regido do plano e a mergulha em >,
Dando-lhe a forma de uma superficie

R 2
+ A ‘ 3
CSYQQQ m\xb{’ {' ‘__'IM g. C lR3 P [P\ «
dog — >
?wrinc.\-.fu;
s p o (s,6)
> 5 *
R T O @) = (x @) 4, : ) .
EE) > ) = (88 4Usk) T L)) ¥
chau.\rn. i3 X

As curvas t = 1y constante e 5 = sp, parametrizadas respectivamente por
s et através de s — f(s,t0) = (2(s,t0),y(s,%0),2(s,%0)) e t v+ f(s0,1) =
(z(s0.1),¥(s0,1), z(s0,?)) determinam um sistema de coordenadas sobre a superficie.

Consideremos agora o cone, dado pela equagao 22 = 22 4 4? em IR®. Cujas
intersec¢des com os planos & = 0 e y = 0 sdo respectivamente os pares de retas
z=%Zye ==z,

Também podemos vizualizar tal cone como uma circunferéncia que se move ao
longo do eixo z. Mas agora com raio variavel e igual a |z, dado que 2% = 2% + 3°.
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Por analogia com a parametrizagao oblida an-

teriormente para o cilindro temos f : IR? —

IR® com f(s,1) = ({ cos 5, {sens, ) para o cone

(como para o caso do cilindro, é bom identifi-

car ¢ eixo z com o tempo). Para cadat =,

fixo, a varidvel livre s parametriza a curva s —

f(sto), 1., s — (1o cos 5, tgsens, 1g). Tal curva

corresponde a uma circunferéncia de raio {to,

centrada no eixo z, e presa no plane z = ;.

Se por outro lado fixamos s = sp,a variavel

livre ¢ parametriza a curva § — f(sot), ou

seja, t — (ftcossg,isensy,t) = Py + tD que

3 -S'La‘\k PRY: corresponde a uma reta que passa pela origem

el emm—— . Py = (0,0,0) e tem vetor diretor

D = (cossg,sensg,1). Além de f caracterizar o cone como sua imagem, através

das circunferéncias t = 1, e retas s = sq, f coloca um sistema de coordenadas (com
“paralelos” e “meridianos”) sobre o cone.

3
Rty §: Ry ®3 " 4"
e?m:. o §lsit) = (taasteans k)
pArametres m
& o Cent

% L qura 20

3t ¢ )
& 2>

Assim estabelecemos uma parametriza¢io para o cone.

Dizemos que uma superficie 5 é cilindrica-
mente simétrica com respeito a dire¢do z

- quandc as intersecgdes de S com os planos
7 2z = z constante, para z; € IR, formam uma

familia de curvas congruentes entre si. E de
-—————- 7 forma que a congruéncia entre duas de lais
curvas é sempre realizada por uma translagao

paralela ao eixo z. Entao chamamos tais
curvas de geratrizes de S, e tal superficie
pode ser gerada pela transla¢do continua de
uma de suas geratrizes ac longo do eixo z.
Podemos analogamente definir superficies ci-
lindricamente simétricas com respeito a uma
dire¢ido genérica.
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O cilindro z* + y* = 1 é cilindricamente simétrico, mas o cone z2 = z2 + ¢
nao €. S é cilindricamente simétrica com respeito ao eixo z quando sua equacio,
ou o campo escalar que a define como superficie de nivel, independente de z. Para
tanto identificamos o plano zy € B> com o espago JR%. E a interseccio 'y de S
com tal plano com uma curva no R?. Entio temos 5 = U {(z.4.2) € R® t.q

20ER
(zry) €To e z = 2z} = {(2,y,2) € R® t.q. (zy) € I'y}. Quanto & parametrizagio
de S, essa fica determinada a partir da parametrizagdo da geratriz T'y. Se Ty é
parametrizada por s +— (X(s),Y(s)), pomos f(s,t) = (z(s,1),y(s.t),2(s,1)} com
z(s,t) = X(s),y(s,8) = Y(s) e z(s,t) =t para S.

O elipséide cilindrico {{z,y, z) € R® t.q. 2?/a® + y?/b* = 1} é cilindricamente
simétrico com respeito ao eixo z e tem como geratriz a elipse {{zyz) € R3 t.q.
z*fa*+y?/b* = 1 e z = 0}. Tal elipse, vista como uma curva em 2 =plano zy, tem
parametriza¢io dada por s — (acoss, bsens). Portanto f(s,1) = (wcoss, bsens, 1)
parametriza o elipsdide cilindrico.

O cone naoc tem simetria cilindrica, mas
tem alguma simetria. De fato o cone pode ser
gerado pela rotagao de uma reta inclinada em
torno do eixo z. Mesmo o cilindro, a0 invés da
translagao da circunferéncia ao longo do eixo
z, pode ser visto como a rotagio de uma reta
vertical em torno do eixo z. Dizemos que tal
reta € uma geratriz (no sentide de rotagio)
para o cilindro. As superficies assim gera- L
das sdo chamadas de superficies de revolucio
¢ serdo melhor estudadas no “Exemplo 57.

t ttt

e
Siegura 22

Outra superficie de revolugio é o paraboléide de revolugao dado por {(zy2) €
R tq. = = z° + y*}. Se quere
mos 1nsistir que essa superficic é ge-

= rada por uma circunferéncia que se
move a0 longo do eixo z, como no
caso do cone, tal circunferencia deve

S5, dd ter o raio varidvel. E igual a /z,
o pordvela dado que z? + ¥ = r. Tor analo-
qevakriz gia com as parametrizacdes do cilin-

trr(booss, tsems,2%) dro e do cone, tomamos f @ R? —
IR?, f(s,t) = (tcoss,tsens,t?) para o
paraboldide. Fixandeo t = ty obtemos
a curva s +» (fgcoss,tosens, 1), uma
circunferéncia de raio |{y| dada pela in-

ponde b=t
Lewng o f.'-fc'.mgutnc‘.n.
S (totess,t sfemg to)

Y tersecgdo do paraboldide com o plano
— 42 ; -
-E\'.'-'-LU.TGL?.'S z = 1. Fl)Eando § = o, obtemos
uma das parabolas geratrizes do pa-
X raboléide de revolugao, dada por t —

B : (t cos sg, tsensq, 12).
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Tais circunferéncias e parabolas geratrizes determinam um sistema de “paralelos”
e “meridianos” sobre o paraboldide.

Reparamos que tal paraboldide também pode ser caracterizado como o grafico
do compo escalar g : R? — R',(z,y) — g(z,y) = #° + y*. Ou seja, paraboléide
=G, = {(zyz) € R* t.q. (z,9) € Dy = R% e z = g(z,y)}. Ademais reparamos
que todo grafico dessa forma tem uma parametrizagao natural onde os parametros
sd30 identificados com as varidveis x e y. De fato, f:R* — K® com ?(u,v) =
(z(u,v),y(u,v), 2(1,v)) e 2(u,v) = u, y(u,v) = v, 2(u,v) = g(u, v) parametriza G,.
Para o paraboldide f(u,v) = (u,v, u’+v?). Essa parametrizacao difere da anterior
e introduz outro sistema de paralelos e meridianos no paraboldide.

-&Lﬂ&ura.‘?_'-{

—_— RE

« £Gs

t)= ?(\A.U‘) W

efy

- - -

Na parametrizagho [ as curvas u = up bem como v = vy correspondem a
pardabolas obtidas por intersecgbes dos planos # = ug e y = vg com o paraboldide,
respectivamente.

_ E interessante relacionar as duas parametrizagoes, (5,) = f(s,t) e (u,v) —
f(u,v) que colocamos no paraboléide. Para tanto basta impor a condigio f(s,1) =
f(u,v) {(quando os dois pares de pardmetros correspondem ac mesmo ponto imagem,
fig. 24) que obtemos u = tcoss e v = tsens. Entdo a aplicagdo h : R? — R? dada
por (s,t) — h(s,t) = (u(s,1),v(s,t)) com
‘?\Q- f RQ. u(s,t) = tcos s,v(s,t) = tsens, tem a proprie-
dade de que foh = f,ie., f(s,1) = f(h(s,1)).
" Ea fungio A que faz a transi¢ao entre os dois
A 5 sistemas de coordenadas, transformando a pa-
\‘R?’ rametrizacdo f em f, através da “composi¢io
- com h a direita”, No prdximo exemplo trata-
'9 o%h= S' remos de fungdes similares a h; que também

vi Auva. 15 descreverao trocas de parametrizagao.
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Exemplo 5. Sistemas de Coordenadas.

Sistemas de coordenadas em IR? serio dados por aplicacdes do tipo f : Dy C
R® — R3, com (r,s,t) — f(r,s,t) = (z{r,s,1),9(r,5,1),2(r,51)); e podem ser
interpretados como reparametrizagdes de regiGes do contradominio, que corresponde
a0 espago (zyz), identificado com o espago concreto de nossa percepcao. Nesse
contexto o espaco (rst) passa a ser um espago abstrato de parametros auxiliares.

Um exemplo € o sistema cilindrico de coordenadas dado por f: Dy C R —
IR? com (r,s,t) — f(r,s,t) = (tcoss,tsens,r), na notacio acima z(r,s,1) =
tcoss, y(r,s,t) = tsens e z(rst) = r. O dominio de f é um espago de parimetros
dado por Dy = {(r,s,t) € R? t.q. t > 0} e seu contra dominio, como dissemos, é o
espago concreto de nossa percepgio.

Notamos que [z(rst)]* + [y(rst)]* = ? de forma que ¢ > 0 ¢ a distancia do
ponto imagem f(rst) ao eixo z.

g *
es‘nqo
dos

Yq.vﬁme.‘\:fos

. N ST
J fiouraqc esyage ¥uE
R

—* 'EL\'S-E) =Y ("t CaS S 3
) Jc&EV\.S)‘{')
/ PRlesE) =Y
v

noto.goo winal _ > Y
[;--‘-l-. s=¥ k=9

S beo
sislewa cilindvico de +\ X(rst) = tcoss
Coordenados. e ————
JYirek)=tens

Por sua vez r = z(rst) é a terceira coordenada do ponto imagem f(rst) e s
é o angulo formado entre a projegio do vetor f(rst) — (000) (que liga a origem
de IR® ao ponto f(rst)) no plano (zy), e o eixo z (vide fig. 26). E constumeiro
se empregar os simbolos 2, e p para os parametros 7, s e t (respectivamente). O
angulo ¢ = s é chamado de dngulo equatorial do ponto f(rst). Em alguns textos
constuma-se, além da restricdo ¢ = p > 0, impor-se uma restri¢ao sobre o angulo
equatorial. Fazendo-se 0 < s = ¢ < 27 a fungdo f torna-se bijetora para t # 0
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mas perde propriedades interessantes como veremos no livro 2, que segue. Por tais
propr.iedades que estardo ligadas as derivadas de f, ndo restringiremos s = .

E claro que para n € Z, f(rst) = f(r,s + 2nx,1), ou seja; o dngulo equatorial
do ponto f(rst) fica indefinido a menos de miltiplos de 27.

As supetficies coordenadas de um dado sistema de coordenadas sio supetficies
parametrizadas determinadas por (rst) — f(rst) quande um dos parametros ¢é
fixado.

No caso do sistema cilindrico, se fixamos r = z = 2z obtemos planos parametri-
zados por s e {, através de (s,t) — f(zost) = (f cos s, tsens, zy). Fixando s = ¢ = ¢y
temos semiplanos parametrizados por r e t,(rt) — f(rpgt) = (t cos o, tsengo, r).
Com t = p = py, temos cilindros de raio py centrados no eixo z parametrizados por
sen, (s,t)— f(s,r,po) = (pocoss, pesens,r),

sevi vreba obbida [ivando s
Vo pavametritagao do yRano,

— b z

veko oblida se Gixawos
X no pavamekeizacho
. deo plawno.
pRlane %=, Cirennfecdncia obtida N
Ce Sinomas &,

fixondo v kewot

S— |
wwa Sewiveto

-

. —>)
reXa obkida N
a6 Lixarmos € < Sewmizlaws W=
no. rotowets ta
Goe do cilindwe, {ixawndo ¥ tewos

wwa Circunlevendio .
y £ o x
. GL shpeviTeies & Cuvvoas
i Cilindro =60 Coordenados do sislewma Gilindsice .,

Quando fixamos dois parametros do sistema de coordenadas obtemos as curvas
coordenadas que sio portanto intersecgdes das superficies coordenadas. Cada su-
perficie coordenada tem duas familias de curvas coordenadas correspondentes aos
paralelos e meridianos da sua parametrizago (fig. 27).

E interessante notar que uma superficie de revolugio, como o paraboldide z =
z%+y?, tem sua equagao independente do angulo equatorial  se a mesma é reescrita
em termos das coordenadas cilindricas. No caso do paraboldide temos z = p? (ou
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r =t?). Também isso ocorre com o cone 22 = z2 4+ y? e a esfera 22+ y? + 2% = 1 que
também sao superficics de revolugao e cujas equagdes sio respectivamente 22 = p?
e 22 4+ p? = 1 no sistema cilindrico.

Como vimos, uma superficie cilindricamente simétrica tem sua equagio inde-
pendente de z, porque as intersecgtes de planos » = constante com tal superficie
ddo curvas congruentes entre si, qualquer uma delas podendo ser usada como curva
geratriz (tais congruéncias so efetuadas através de translagdes paralelas ao eixo z).

Analogamente uma superficie que apresenta simetria de revolugio tem sua
equagao (em coordenadas cilindricas) independente do angulo equatorial ¢ = s,
pois as intersec¢bes dos semi-planos dados por ¢ = constante com tal superficie
dao curvas congruentes entre si, qualquer uma delas podendo ser a geratriz (as
congruéncias serao agora efetuadas através de rotagdes em torno do eixo z).

Observagao Sobre Congruéncia

Dada uma dire¢ao (i € R? ||7|| = 1) podemos escolher nosso sistema de
eixos r,y,z, de forma que A = k. Ou seja, de forma que 7 fique na diregao do
eixo . Associamos entao um sistema de coordenadas cilindricas aos eixos ryz. De
forma que todo ponto P = (zxyz) € R? pode ser escrito como P = f(p, ¢, =) com
f i R® — IR® dada por (p,¢,2) — f(p, g, 2) = (pcosy, pseny, 2).

Definimos dai a rotagio por um angulo @ na dire¢ao 7 do ponta P = f(p, v, 2)
como sendo o ponto P’ = R; P = f(p,v+a,z2).

‘S’\'-%U-WL 1% ? z
A Yolagho de & Y.-'-?(g‘{i)ﬁ(____‘/

oF um Gwvaulo o, l'
1

1

1

!

1

/|

]

: '

N dive (o R, cesulia
Lwn PY




21

Se O C IR® definimos a rotagio de O por um angulo o na diregio # como sendo

RaoO ={Rz.P € IR’ tq. P€O).

Esse ¢ outro subconjunto do IR* formado pelas rotagdes Rg o P de todos pontos
P € 0. Se O representa um objeto geométrico (curva, superficie, ctc...), Ri.o0
representa um objeto do mesmo tipo e com a mesma forma de O, mas numa posicio
diferente. Dizemos que O é congruente a Rz o0 através da rotagio Rs,. No
“Exemplo 4” haviamos definido a translagic 7;0 de O por um vetor 7. Também
haviamos dito que O era congruente a T;O através da translagio Ty.

3 ._:‘\"3 LR'“'\',-l A) E'm geral se A ¢ B sao subconjuntos do IR3:
dizemos que A é congruente a B quando A é

b levado em B por uma sequéncia de rotacdes
A< mmobrue_nﬁ efou translagdes. A congruéncia de subcon-
~ 3 Yeonslo Co Jl.lﬂjLOS.dO IR? & um exemplo de re]aga,g de equi-
1 valéncia. Para saber do que se trata isso e en-
tender melhor o conceito de congruéncia, faga
S—iok\,\ra. 29 o exercicio 13. Voltamos agora as superficies
— de revolugao.
R‘n." a &
A Totodps !

Na figura 30 mostramos as intersecgoes do paraboléside de revolugio com os
—

semiplanos ¢ = 5 p=0ep= -g

Sewipardbolo

> (o,-% ) ,.\._-,, o Semiyaxaipolo

ewi &b 7
Ki>(k okdy ty0  onoRavdbola

Yvrlo,£,2%) %30
%L%u.fﬂ. 20
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Lembrainos (fim do “Exemplo 4”) que a parametrizagao de uma superficie
cilindricamente simétrica pode ser obtida a partir da parametrizagdo da geratriz
s — (X(s),Y(s)) no plano (zy) com a adigdo de um parametro livre na terceira
coordenada, (s,t) — f(s,t) = (X(s),Y(s),t) ou seja z(s,1) = X(s),y(s,t) = Y(s)
e z(s,t)=t.

Analogamente a parametrizacao de uma superficie de revolugao pode ser obtida
a partir da parametriza¢io da geratriz. Se a parametrizagio da geratriz correspon-
dente ao semiplano ¢ = 0 é dada por z = u{t),z = Z(1), a parametrizagio da
geratriz é y = wu(t),z = Z(t) no semiplano ¢ = /2 e y = —u(t),z = Z(t) no
semiplano ¢ = ~7/2 (no caso do paraboldide u(t) = ¢, Z(t) = ¢?).

= A

W (L) sens

" —,

semiplano

> 9=5
S
()
W(t)Cos S
_ wit) Cuwera
v W Qixp T Ge ez
% _ auwxiliav
§ L % uva i
—_— i,

Num semiplano genérico ¢ = s temos a curvat — (u(t) cos s, u(t)sens, Z(1)) que
mostramos na figura 31. Fazendo s variar como um parametro livre obtemos (s, t) —
(u(t) cos 5, u(t)sens, Z(t)); isto & f : R® — IR com f(s,1) = (z(s5,1),y(s, 1), 2(s,1))
e z(s,1) = u(t)coss,y(s,t) = u(t)sens,z(s,1) = Z(t), é a parametrizagdo da su-
perficie de revolugao.

O cilindro 2? + 3 =1 {ou p? = 1), o cone z° + y* = 2* (ou p* = 2} e a esfera
2?2+ y? + 2% = 1 (ou p? + 2% = 1) sdo superficies de revolugao cujas geratrizes estdo
parametrizadas na figura 32.
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Portanto essas superficies tém parametrizacoes (s,1) — (cos s,sens, ), (s, t)

+ (L cos 5, tsens, t) e (5,1) — (seni cos s, sentsens, cos t) respectivamente. A esfera
de raio R,z? + y* + z* = R? tem portanto a parametrizagio f : Dy C R> —
IR3, com (5,1) — f(s,t) = (z(s,t),y(s,1),2(s,1)),z(s,t) = Rsent coss, y(s,1) =
Rsentsens, z(s,t) = Rcost. O pardmetro s = ¢ é o angulo equatorial do ponto
f(s,1), que ja aparecia no sistema de coordenadas cilindricas. O parametro ¢ é
restrito entre 0 e m, ou seja, Dy = {(s,¢) € R? t.q. 0 <t < 7}. A esfera fica
parametrizada por dois angulos, ¢ é chamado de dngulo ezimutal do ponto f(s,t) e
denotado por 8,t = 8.

As curvas # = fy sdo os
equadores da esfera, e corres-
pondem as intersecgOes da es-
fera com planos z = Rcoséy =
constante. Essas circunferéncias
sdo parametrizadas pelo angulo
equatorial através de ¢ —
(Rsenflg cos ¢, Rsenfigseny, R cos fg).
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O raio do equador é Rsenfy (figura 33) dependendo do angulo azimutal fixado
{nos polos os equadores colapsam virando pontos).

Fazendo ¢ = ¢y obtemos se- F' S
micircunferéneias parametrizadas .
N . . %\oaura 34
pelo angulo azimutal através de —
# — [ Rsenf cos g, Rsenfsenyg
Rcosf). Essas semicircunferén- 4\
cias 830 os meridianos da esfera
e tém raio R, visto que o seu cen-

tro coincide com o da esfera (vide
figura 34).

?ﬂ-rﬁtltv

Os paralelos e meridianos formam
um sistema de coordenadas sobre a es-

WEC &) oo

fera = Imf. Cada ponto f(yg,60) da
S.; wra 35 esfera fica no cruzamento do paralelo
Rt A f = 8y com o meridiano ¢ = g

Fazendo K variar como se fosse um pardmetro livre r na parametrizagio da
esfera, obtemos o sistema de coordenadas esféricas f : Dy € IR? — R3, com
(rf) — f(rép) = (rsenf cos g, rsendseny,rcosf) e Dy = {(rfp) € B> t.q. r 20

#(réy) y(rop)  =(rfe)
e <6<}

E facil ver que r > 0 é a distancia do ponto imagem f(rf) & origem, ¢ é o
angulo equatorial e # é o Angulo azimutal do ponto f(rép). O angulo azimutal é o
angulo entre o vetor (z(rfp), y(rfe), 2(r8¢)) (que liga a origem ao ponto f(rfy)),
e o eixo 7. Por motivos que veremos no proximo livro costuma-se ordenar a tripla
de coordenadas esféricas da forma (rfiyp).
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A superficie coordenada correspondente a 7 = »; constante é a esfera parame-
trizada por (f,p) +— (rosenf cosy,rosenfiseng, rocosf).  Fazendo 8 = 6

obtemos um semicone parametrizado por r e @, através de (r,p) —

(rsenfly cos ¢, rsenfpsen, r cos by ).
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Essa superficie coordenada é metade do cone dado por 22 = tg%84(2? + 47), a
outra metade é obtida quando fixamos § = 7 —é,. Esse cone tem abertura g e nio
7/4 como a do cone 2?2 = £? + y® estudado anteriormente.
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Finalmente se tomamos ¢ = ¢y obtemos um semiplano. Com a parametrizagio
(r,8) +— (rsend cos g, rsenfsenyg, rcos f), diferente daquela dada ao semiplano
@ = o no sistema cilindrico.

Assim como o movimento do ponto gera a curva e o da curva gera a superficie,
o movimento de uma superficie gera uma regiao do espago. A parametrizagdo do
movimento do ponto dé origem a uma curva parametrizada (“Exemplo 1”) e se pa-
rametrizamos o movimento de tal curva por um segundo parametro obtemos uma
superficie parametrizada (“Exemplo 4”). E o movimento dessa superficie, se pa-
rametrizado por um terceiro parimetro, dd origem a um sistema de coordenadas.
(Que parametriza uma regiac do espago.

Foi a expansdo/contracio da esfera parametrizada pelo seu ralo que emprega-
mos para construir o sistema de coordenadas esféricas. O tal raio, ou distancia a
origem, é um terceiro parametro além dos angulos azimutal e equatorial.

E interessante relacionar os sistemas esférico e 3 'e\_, %
cilindrico.  Pondo fe.s(rfp) = fui(ppz) (mesmo
ponto imagem) obtemos p = rsenfl e z = rcos f. De-
finimos entéo h : R* — IR? por (rfp) — h(rfy) = 'E'
(rsend, P orees ). A aplicagio h definida entre esy.
Plrde) o(rpg) #(r9e)
os espagos de parametros (rfy) e (ppz) estabelece a
transigao entre os sistemas cilindrico e esférico. Te-

mos feaf(rfp) = feit(h(rfp)), isto &, fos; = faroh. —S‘L Ob_ufa.. 39

O préprio sistema de eixos {(zyz) pode ser associado com um sistema de
cootdenadas no K2 O sistema de coordenadas dado pela aplicagio identidade
f:R® — R® f(2,y,2) = (2,9, 2) no qual 2,y e z sdo os préprios parametros. Tal
sistema é charnado de sistema cartesiano de coordenadas. As superficies coordena-
das sdo dadas pelos planos x,y ou z = constante.

Para finalizar a discussdo sobre sistemas de coordenadas, notamos que também
podem ser interpretados como deformagtes de objetos geométricos. Da mesma
forma que interpretainos as curvas e superficies parametrizadas como deformagdes
de objetos uni e bidimensionais, interpretamos os sistemas de coordenadas como
deformagses de objetos tridimensionais

'g' (% ,‘?,1.) = (? Cos+? ) ‘§ S?Aﬂ‘-?,'?;) Mostrames na figura 39 como a fungao as-

sociada ao sistema de coordenadas cilindricas

? = transforma o dormente dado por 0 < z < 1,
1<p<2e0<p<27noespago (p,p, 7) na
—_— S manilhadadapor 0 <z <lel<z®+y? <4
—¥ encola no espago (ryz). Faga uma analogia da figura
o c:\o-t\m?,v{te_ 39 com as figuras 3, 16 ¢ 19.

E para finalizar nosso livrinho faremos
uma observagao,
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Observacio Final

As curvas e superficies parametrizadas bem como os sistemas de coordenadas
(exemplos 1, 4 e 5) s3o exemplos de parametrizagdes. O contradominio das parame-
trizagdes é o espago real de nossa percepgio, suas imagens sio objetos geométricos.
Objetos nos quais as parametrizagbes determinam sisternas de coordenadas. Obje-
tos que também podern ser vistos como o resultado de deformacdes efetuadas pelas
parametrizagbes.

Por outro lado os campos escalares e vetoriais (exemplos 2 e 3) tém seu dominio
como sendo uma regido do espago concreto de nossa percepgio. E associam valores
reais ou vetoriais a esses pontos. Podem definir objetos geométricos contidos em
seu dominio como conjuntos de nivel.

ESY&CO Contrelo Jde wocsia
Percapqao
ob,tto '

Q"sPGS‘QS Eowve’cr-
de :\)o.rame.
QO\(&MQ_“CCDJ Evizacoes stac‘n: ae
villores ogsuwwidos
LY :
- A de Conjunto de &ioéu.ro. Lo
Weao. ou wluel_
Qo.ro;mc.kﬁq:m;&n de wm CLamgo
Figura 40

Asas & imaginagio. Por vezes trocamos o “espago concreto de nossa percepgao”
por espagos um tanto quanto abstratos. Em Termodinamica, ao invés do tridimen-
sional (zyz) empregamos o (k + 2) dimensional espago (£,V, Ny, N2, ..., Ni). Tal
¢ 0 espaco dos possiveis estados de certos sistemas termodinimicos (em equlllbrlo)
Cada estado é entdo designado pela energia, pelo volume e pelos nfimeros de moles
de cada elemento quimico componente do sistema. A entropia é um campo esca-
lar em tal espago, S$ : Dg C H""‘z — IR!, e associa o estado (E,V,Ny,...,Ni) &
sua entropia S(E,V,N1,...,N;). O conjunto dos estados com uma dada entropia
¢ um conjunto de nivel de S ¢ pode ser interpretado como um objeto geométrico
em R**2. Caso o estudante se interesse, esse enfoque a Termodinimica é bastante
enfatizado no texto Thermodynamics de H. B. Callen (J. Wiley € Sons, 1985).

Bom, voltemos ao IR? para fixar idéias, Chamamos a atencido para o carater
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dual dos campos e parametrizagies. Os campos partem do, e as parametrizagoes
chegam ao espago concreto de nossa percepgao. E natural pensarmos na composigao
das fungdes associadas aos campos e parametrizagoes.
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Consideremos por exemplo uma curva parametrizada f : IR — R t — f(t} =
(z(), (1), 2(t)) representando o movimento de uma particula no JR*. Entao t € R!
é um dado instante ¢ f(t) € R® é a posigao da particula nesse instante.

Supomos ainda mais que Imf C D,, e a particula se move dentro do dominio
de um campo de forgas g : D, C IR? — R3,(zyz) — g(zyz) € IR, que age sobre a
mesma.

Entio a composta g o f : R' — IR? dada por g o f(t) = g(f(t)) =
g(z(t), ¥(2), z(1)) associa cada instante t € IR' & forga g(f{t)) agindo na particula
naquele instante (quando a mesma ocupa a oposigao f(t) = (z(t),y(t), z(1)))-

Se a particula é um elétron que percorre a hélice ¢ — f(I) =

. 2mv .
(R cos wt, Rsenwt, vt) de raio K > ( e passo p = — (v ¢ w sao constantes corres-
pondentes respectivamente 4 componente da velocidade da particula na diregao z,
e A frequéncia angular com que a particula gira em torno do eixo z). E o campo

ao qual tal elétron esta submetido é aquele gerado por um préton, suposto fixo na
origem de 2, dado por
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(ey2) = v = = o(z2)
ryz (22 +y? + 22)3/2 " (22 + y2 + 22)3/2° (22 + y2 + 22)3/2 ] glryz).

Entao go f: R' — IR® go f(t) = g(f(1)) = g(R cos wt, Rsenwt, vt) =

_ kR cos wt k Rsenwt kvt
- (RZ + v2£2)3/2° (RZ + v242)3/2° (R? + v2t2)372

da a forca exercida pelo proton sobre o elétron no instante f. —

Tais composi¢des de curvas parametrizadas com campos vetoriais, serac im-
portantes no 4° livro do nosso curso, quando estudaremos as integrais de linha. As
integrais de linha irdo calcular a energia recebida de, ou cedida a, um campo de
forcas. Por uma particula que transita no dominio de tal campo, e sofre sua agao.

Além de sua importancia evidente em Fisica, as integrais de linha serao um im-
portante instrumento da Matematica para o estudo dos campos vetoriais. O calculo
de integrais de linha ao longo de vérias curvas contidas no dominio de um campo
vetorial trari informagdes importantes a respeito do campo em questao.

Para dar uma idéia do que esti por vir, notamos que se um campo de forgas
tem linhas de forgas circulares como o campo magnético da figura 11, ocorrem dois
fatos:

(i) uma particula sob a agaoc de tal campo de forgas ganharia energia indo do
ponto inicial P; = (1,0) ao ponto final P, = (—1,0) pela curva t — (cost,sent)
com t entre o e 7 (convenga-se disso observando a figura 11). Essa curva seria a
semicircunferéncia unitiria no sentido anti-horario.

(11) tal particula perderia energia (convenga-se) indo de P; até Py pela curvat —
(cost,—sent) com ¢ entre 0 e m. Isso ¢, pela semicircunferéncia unitdria percorrida
no sentido horério. ey de
'Q,mex%{a__

“No 4° livro relacio-
namos'a dependéncia da
energia cedida pelo campo
a particula com o caminho .
que liga dois pontos dados E .
4 existéncia de “redemoi- e
nhos” ou de linhas circu-

lares no campo. ownha ewecaia

Vamos a outro exemplo de composi¢dc. Entdo consideramos uma superficie
S = Imf parametrizada por f : Dy € IR* — IR? (s,t) — f(s,t). E também um
campo vetorial ¢ : D, € R? — IR® tal que S = Imf C D,. Podemos definir
a composta g o f : R? — JR3 que associa cada par de pardmetros (s,t) ao valor
g(f(s,1)) do campo vetorial no ponto f(s,t) da superficie.

Tal composta descreve os valores vetoriais do campo ao longo da superficie
(vide figura 43).

figuealtn
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Se a superff('ie ¢ aesfera 22 4 y° + 22 = R? a menos dos polos norte e sul, N =
(O 0,1) e § = (0,0, -1). Cuja parametrizagio ¢ dada por f : D; C R* ~ Bs com
Dy = {(8, go) € IR* t.q. 0< 8 < 7} e f(#,p) = (Rsend cos , Rsenfseng, Rcosf). E
se g IR¥*— eixo 2 — IR® é o campo magnético dado por uma corrente constante ao
224y pl 2

longo do eixo z, g(zyz) =

R? — I3 ¢ dada por

. Entao a composta go f : D; C

go f(8,9) = g(f(8, ) = g(Rsenf cos p, Rsenfsenyp, Rcosd) =

_ (—cosgo seny O)
~ \ Rsenf ’ Rsenfl’
expressao que descreve o campo magnético ao longo da esfera sem os polos em fungio
dos angulos azimutal e equatorial (tiramos os polos da esfera para que Imf C D )
As composigbes de campos vetoriais com superficies serio dteis no 52 livro de
nosso curso quando estudaremos as integrais de superficie. Tais integrais calcularao
o fluxo, em litros por segundo (1/seg), de um fluido através de uma superficie.
Nesse contexto o fluido € representado por um campo vetorial g : D, ¢ R — R?
chamado vazao vetorial. Para cada ponto P ¢ Dg,g(P) é um vetor com diregdo
¢ sentido dados pclo movimento do fluide. E cu_}o mddulo, [[g(P)||, ¢ medido em
litros por segundo por metro quadrado ({/seg.m?). E de forma que se ||g(P}|| = 10
litros/seg.m?, teriamos um fluxo de um mililitro por segundo (10=31/seg) num
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quadradinho de lem x lem colocado no ponto P, ortogonalmente a g{ P). Teriamos
porém um fluxo nulo em tal quadrado se o mesmo fosse girado de forma a ficar
paralelo ac movimento do fluido (vide figura 44)
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Além de serem naturalmente interessantes para a Fisica, as integrais de su-
perficie (que calculam fluxos através de superficies) serdo também uma ferramenta
matemadtica importante no estudo das propriedades dos campos vetoriais.

Sempre podemos supor que um campe vetorial dado representa a vazio de uin
fluido imaginario e questionar gual o seu fluxo em uma dada superficie. Na figura
45 tentamos mostrar como o calculo de fluxos de um campo vetorial dado ao longo
de superficies que tenham uma mesma fronteria, nos permitira avaliar existéncia de
fontes e/ou sorvedouros do fluido associado ao campo.
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Figura 45

Tais fontes e/ou sorvedouros do fluido associado ao campo correspondem ao
aparecimento ou desaparecimento de linhas do campo (no ponto concernente).
Quando nao existem fontes e sorvedouros, as linhas do campo sao continuas. No
52 livro de nosso curso precisaremos melhor essas idéias. No 62 livro trataremos da
ligagao entre integrais de linha e superficie.

Finalmente notamos que ¢ importante a composigio de um campo escalar g :
D, C IR? —» R' (z,y,2) — g(2,y,2), com um sistema de coordenadas fiDf €
R — R®,(u,v,w) = f(u,v,w) = (2(u,v,w), y(u, v, w), 2(x, v, w)).

Definimos a composta § = go f : D; C R? — R! por glu,v,w) =
9(f(u, v, w)) = g(2(u,v,w), y(u, v, w), 2(u, v, w)). Tal § representa a mesma gran-
deza que g, mas em termos das coordenadas (u,v,w) ao invés de (z,y, z).

Embora g contenha a mesma informagao dada em g, pode ter forma funcional
muito mais simples. Eo que ocotre quando

k
22§ y? + £2)1/2

g: R — origem — R', g(z,y,2) = (

€ o potencial de uma carga pontual na origem, e f : Dy C R® — R3, f(rip) =
(rsent cos ¢, rsenfsene, r cosf) com Dy = {(rfp) € R3t.q. r>0e 0 <8 < r}, é
o sistema esférico (com r # 0 para que Imf = D,). Temos

g(rp) = g(rsenf cos ¢, rsenfseny, r cos ) =
k k

((rsend cos )2 + (rsenflseny)? + (rcos 6)2)1/2 ~ ¢
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e g depende apenas da coordenada radial. O fato de g ter simetria esférica faz com

que g tenha uma forma simples no sistema de coordenadas esféricas. Definiremos cv -l

_melhor simetria esférica de um campo escalar no livro 9.
Bom, vamos aos exercicios

Ex. 1 Considere o véo
da mosca da figura 46 pa-
rametrizado por W\
f: R — R f(t) = C
(2(2), %(1), 2(1))- Faga um = ) 4
esbogo do gréifico de =z

em fung¢io de t, o mesmo /

para y e z. Coloque os X

graficos um sob o outro de S}iﬂiun. ue
forma que instantes iguais T
fiqguem na mesma vertical.

i

[

Ex. 2 Uma bicicleta percorre o eixo y com velocidade constante, também é cons-
tante a frequéncia angular com que o ciclista pedala. Suponha que o planc de
simetria da bicicleta coincide com o plano yz. Defina as constantes necessarias e dé
as equagdes paramétricas de um ponto do pedal da bicicleta.

Ex. 3 Curvas no R? dadas por t — (A coswt, Bsenwyt) sio exemplos de figuras
de Lissajous. Para wq = w, mostre que tais curvas sio circunferéncias ou elipses.
Para A = B = 1,wy = nw, e n € Z, mostre que sio graficos de polinémios (chama-
dos polindmios de Chebichev). Para wy/w2 € @ (racional) mostre que sio curvas
fechadas. Ache a equagao para wy/w, = 2/3.

Ex. 4 Seja f : R' — R? uma curva. Explique porque o grafico de f,G;,
€ uma curva no R®. Qual o grifico da circunferéncia {(zy) € R? tal que
# = cost,y = seni,t € R}? A curva do pedal, no exercicio 2, pode ser consi-
derada como uma curva no R?. Qual o grafico dessa curva?

Ex. 5 Considere agora g : IR* — IR? dada por g(zyz) = (91(zyz), g=(xyz)).

(a) quando g, (zyz) = 22+ 3% e ga(zyz) = 22 — 22 —y?, estude os possiveis conjuntos
de nivel de g.

(b} caracterize a reta t — (2£,¢ — 1,¢) como o conjunto de nivel de uma tal g.

Ex. 6 Faca o diagrama de campo para os segnintes campos vetorials, e trace suas
linhas de campo:

(a) I R? - {(_170)1 (1,0)} - lR"’,f(a:y) = (fl(:ny),fz(ry)) com

-y -y
hen = Y e g
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x4+ (z-1)
folzy) = (z+1)2+y2  (z—1)2+4y*

(b) f: R~ {(0! 0,-1),(0,0,1)} — R,

flzyz) = (fi(zyz), fo(xyz), fa(xyz)) com
fi(z,y, 2) ! + 2 p 7372
(224 2+ (2 - 1)1)%2 " (22 4+ +(z+ 1)2)¥
y (—¥)
fa(z,y,2) (22 4+ y2 + (z — 1)2)3/2 + (22 + 32 + (z + 1)2)3/2
fs(3.7) 1) (=D

(22 + 42+ (2 —1)2)3/2 " (22 +y? + (2 + 1)2)3/2

Interprete fisicamente os dois campos dados

Ex. 7 Como vocé acha _ 4\1

que deve ser a parame-

trizagao da folha de papel :
que enrolamos ao lado?
Especifique para o
Caso em gque o nimero F a
de voltas é proporcional &

distincia ao eixo z.
Encontre os “parale-
los e meridianos” associa- V

dos & parametrizagao.

Ex. 8

A torre de Pisa parece
um cilindro, mas faz um
ingulo @ com o eixo z
(fig 1.30). Parametrize a
torre de Pisa e ache sua.
equagao (i.e., caracterize-
a como uma superficie de
nivel). Sugestdo: mou-
menio
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Observacao Sobre Fungoes Hiperbélicas
Seja f : R!' — R!, definimos as partes par e impar de Fife fi R! — R por

J(z) + £(=2) _ J@) - f(=2)
I TG e

de forma que fp(z) = fo(—z), fi(~2) = —fi(2) e f(z) = [p(2z) + fi(x).
As partes par e {mpar da fun¢io exponencial sio chamadas de cosseno hi-
perbdlico e seno hiperbélico respectivamente. E denotados por

folz) =

e? +e* et — =%
coshe = —— senhx = ————

2 2

O cosseno hiperbélico ¢ sempre malor ou igual a 1 e atinge esse valor em 2 = 0,
essa fungio par tende assintticamente para e*/2 quando r — oo e para e~ /2
quando ¢ — —oo.

A ‘
Y g
re
rd
R y= senhr
. ~T
lh_c, '_‘_,..v
’7)(
—x ‘f"’-'-
’K /,
//
/
‘ ’
fiquea U3 ’
- [

Figura 49
O seno hiperbélico vai de —co a +o0o passando pela origem em z = 0. Essa
fun¢do impar tende assintoticamente a —e~? /2 quando £ — —co e a €% /2 quando

T — 00.
d cosh dsenh

Temos que % = senhz, %ﬁ = coshz. E a relagdo (coshg)? —
T T

(senhg)? = 1 permite que parametrizemos um dos arcos da hipérbole unitaria dado
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por {(zy) € R? t.q. £? —y® = 1,z > 0} através de ¢ — (cosh ¢, senhy) com ¢ indo
de —oc a +o00.

t
\r _____________ V4
: Sevwyp
i |
1
—p X —
Cosh'e Coshup
Coytey oyt=y fiqura S0
LTie LZo

O outro arco pode ser parametrizado por ¢ — (— cosh o, senhg). Analoga-
mente ao fato do seno e cosseno usuais serem as coordenadas da circunferéncia
unitaria, os hiperbdlicos sdo da hipérbole unitdria. O “4ngulo” ¢ é chamado de
angulo hiperbélico, e vai de —0o a 400,

Também temos as férmulas de adigao

cosh{e + 3) = cosh & cosh 5 + senhasenhf
senh(a + #) = senha cosh 3 + senh? cosh a,

senhyp
—, elc...
cosh

Vocé ja devia conhecer muilo bem tais fungdes hiperbélicas do seu primeiro
curso de Cilculo, se ndo as conhece sugerimos a leitura urgente do capitulo con-
cernente do vol. 1 do texto “Célculo com Geometria Analitica” de L. Leithold
(tradugao de Antonio e Otilia Paques, Sebastido A. J. Filho, Editora Harper &
Row, 1977).

Se vocé tem algum conhecimento de Relatividade Especial sugerimos o artigo
de Fjelstad (American Journal of Physics, 54 (5), 1986) para aplicagdes de fungdes
hiperbélicas em Relatividade especial.

e definimos tangente hiperbélica por tghyp =

As fungGes hiperbdlicas nos serao \iteis para a parametrizagio de curvas, su-
perficies e regides associadas & hipérbole. Findada a observagiio, voltamos aos
exercicios.

Ex. 9 Considere a hipérbole {{xyz) € R? t.q. 2% -y = 1 e z = 0}. Caracte-
rize como superficies de nivel as superficies geradas por essa hipérbole através de
revolugao

(a) em torno do eixo z

(b) em torno do eixo y
Parametrize essas superficies e estude seus “paralelos e meridianos” .



Ex. 10 Encontre uma aplicagao < )
[ R? — R? dada por f(8y) =

(2(6,9), 96, ©), 2(8, %)) que leva Pre x4,
o quadrado @ = [0,27] x [0,27] \__,/ y
sobre o toro de raios r e R ao
lado. Caracterize o toro como
superficie de nivel de ¢ : IR —
R'. Verifique que o toro pode
ser pensado como o quadrado
) com os lados opostos identi-
ficados. Transporte as figuras
de Lissajous (exercicio 3) com
frequéncias inteiras (wy,wy €
Z) do plano (6, ¢) para o toro.
Obtenha assim parametrizagdes
de espirais circulares no IR3.

Ex. 11 Obtenha as curvas e superficies coordenadas para o sistema parabélico
cilindrico, dado por f: Dy C R3 — IR3, com

2 2
s My = - s 2 s
s(od,e) y(afe) H(eB.2)

e Dy ={(a,8,z) € R? t.q. §>0}.

Ex. 12 O mesmo para o sistema parabélico de revolugio dado por f : D y C R —
HS

1 Y] 2
. — , Eseng, = -
fEm o) = (geose, gseng, 5007 — €9)
=(Ene) yleme) — D

com Dy = {{¢,n,¢) € R* t.q. £ > 0,9 > 0}. Ache a funcio de transicio en-
tre o sistema parabdlico cilindrico € o de revolugio. Isto &, encontre A(£,7, p) =

(a(&:m. ), B(E,m, ©), 2(€, 1, 9)) tal que frew (€, ¢) = fuar(R(E, 1, 0)).

Ex. 13 Seja A um conjunto. Uma relagao em A é dada por um subconjunto do
produto cartesiano de A por A, R C Ax A. Dados 2,y € A dizemos que z e y estdo
relacionados e escrevemos z Ry quando (z,y) € R. Uma relagio ¢ dita “relagio de
equivaléncia quando é

(a) reflexiva, i.e., zRz ¥z € A.

(b) simétrica, i.e., Ry = yRz.

(¢) transitiva, i.e., 2Ry e yRz = zRz

Tendo definido uma relagao de equivaléncia em A, definimos para cada z € A
um subconjunto de A, [z] C A, chamado “classe de equivaléncia de z”, por



38

[x]={y€A tq yRz}

Mostre que dadas duas classes de equivaléncia [z] e [y] em A, temos exclusi-
vamente que [¢] = [y] ou [z] N [y] = ¢. Ou sio idénticas ou sio disjuntas. E que
portanto A é uma unido de classes de equivaléncias disjuntas entre si.

Tome agora A = P(IR%), o conjunto de todos os subconjuntos de IR3, também
chamado de conjunto das partes de IR3. Mostre que a congruéncia definida no
“Exemplo 5” é uma relagio de equivaléncia em A. E que portanto divide o conjunto
de todos os possiveis subconjuntos de IR® em classes de equivaléncia disjuntas entre
si. Estando em cada classe uma familia de subconjuntos congruentes entre si.

O conceito de classes de equivaléncia aparecerd novamente em nosso curso e é
importante em Matematica. Sugerimos que o estudante consulte o vol.d do texto
“Matemadtica Cldssica” de Griffits e Hilton (traducio de E. F. Gomide, Edgard
Bliicher, 1975).

Ex. 14 Mostre que uma rotagio de 7 € R® em torno da diregio #i(]|i|| = 1) por
um angulo o pode ser escrita como:

R, o) = (€.8)7 + (7 x §) x ficosa + (7 x 7)sena

onde denotamos por @.7 e ¥ x ¥ os produtos internos e vetorial de #,7 € R3. In-
terprete geometricamente as trés parcelas & direita da expressdo acima.

Ex. 15 Encontre vocé mesmo alguns sistemas de coordenadas. Escolha f : by C

R — R3, f(u,v,w) = (z(u, v, w), y(u,v,w), z(u, v, w)) tal que um paralelepipedo
tem como imagem:

(@) num gneu chelo,

- >
g 2 0 Toro ¢ Sew
\\ intevior,
* ‘ .

(d) no tvontwe de

WA ?erboiﬁia\e an

( () na Tovee Lado e e intavior
by = de Pisa 2
"o jorvete seuw nfecior.

ao QLedo . (-iaaum c2




