]5.7 Fr.._ .
Integracao em
Coordenadas
Cilindricas e
Esféricas

2= 2,00, 8)

Fig. 15.7.1 Os limites de z em uma
integral tripla em coordenadas cilin-
dricas sao determinados pelas super-
ficies inferior e superior.

Fig. 15.7.2 O volume do bloco cilin-
drico é AV = r Az Ar A6.
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Seja f(x, y) uma fung@o continua definida em uma regido z simples T que — por ser
z simples — pode ser descrita como

z(x, y) =z =zlx,y) para(x, y)em R

(onde R € a projecio de 7 no plano xy, como de costume). Viu-se na Se¢ado 15.6 que

zalx,¥)
fjff(x. y,2dV = fj J- flx, 2 dz) dA. (1)

1xy)

Se for possivel descrever a regido R em coordenadas polares, de maneira mais natural
do que em coordenadas retangulares, entdo € provavel que a integracio sobre a regiao
plana R seja mais simples se efetuada em coordenadas polares.

Primeiro expressa-se a integral parcial interior da Eq. (1) em termos de r e 6, escre-
vendo-se

2alx. ) Zs(r,6)
f flx, y,2)dz = J- F(r, 0, z) dz, (2)
zylx. y) Zy(r.®
onde
F(r, 8, z) = f(rcos 6, rsen8, z) (32)
¢
Z(r, 8) = zr cos 8, r sen 6) (3b)

para i = 1, 2. Substituindo-se a Eq. (2) na Eq. (1) com (importante) dA = r dr d6,

tem-se
Z5(r.8)
J‘J'jf(x‘ w2 dv = JJU F(r, 6, 2) dz) rdr df, 4)
Y § Zylr. 8

onde F, Z, e Z, sdo as fungdes dadas em (3) e S representa os limites de r e 6 apropri-
ados para descrever a regido plana R em coordenadas polares (conforme discutido na
Sec¢do 15.4). Os limites de z sdo simplesmente as coordenadas z (em termos de 7 e 6)
de um segmento retilineo genérico unindo as superficies fronteira inferior e superior
de T, conforme indicado na Fig. 15.7.1.

Assim, a formula geral para integracio tripla em coordenadas cilindricas ¢

el

§HW$U§» SR

o »»g«;WM
w’%&%%&%@ .w‘is&wkg see e -
-

e

i

onde U ndo € uma regido no espaco, mas—como na Sec¢do 15.4— uma representacao
dos limites de z, r e 8 adequados para descrever, em coordenadas cilindricas, a regido
T do espaco. Antes de integrar, devem-se substituir as varidveis x e y por r cos fe r sen
0, respectivamente; z permanece inalterado. O elemento de volume em coordenadas
cilindricas

AV = rdzdrdf
pode ser considerado formalmente como o produto de dz pelo elemento de drea dA =
r dr d6. E uma consegiiéncia da férmula AV = 7 Az Ar A@ do volume do bloco cilin-

drico da Fig. 15.7.2.
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A integracdo em coordenadas cilindricas € especialmente 1itil para cdlculos relacio-
nados com sélidos de revolug@o. Para que os limites de integracdo sejam os mais sim-
ples possiveis, o sélido deve, em geral, ser colocado de forma que o eixo de revolugdo
seja o eixo z.

EXEMPLO 1 Ache o centréide da por¢ao T do primeiro octante da bola s6lida de-
limitada pela esfera * + z* = 4. A Fig. 15.7.3 mostra o sélido.

Solugdo O volume do primeiro octante da bola sélidaé V = %% na’ = ém-".Como
¥ = ¥ = Z por simetria, precisa-se calcular apenas
1 a2—r
[ e &[T ram
; " i 6 /2
% . = —-;j j —r(a* — r* drde
ma
Fig. 15.7.3 O primeiro octante da es- . . ’
fera (Exemplo 1). 3 (™ [1 s . A 4-|‘z 3 w a* 3a
= — =-a‘r*—-—r dd=—7- -+ —=—
ma* ), L2 4 | m® 2 4 8

r=0

Assim, o centrdide esta localizado no ponto (3a/8, 3a/8, 3a/8). Observe —se que a res-
posta, além de plausivel, ¢ dimensionalmente correta.

EXEMPLO 2 Ache o volume e o centréide do sélido 7 delimitado pelo paraboléide
z=b(x* + y?) (b > 0) e pelo plano z = h (h > 0).

Solugdo Pela Fig. 15.7.4, torna-se claro que se obterd o raio da parte superior de T
igualando-se z = b(x* + y}) = brrez = h. Istodda = V"hlb como o raio do circulo
sobre o qual o sélido se projeta. Logo, a Eq. (4), com flx, v, z) = 1, dd o volume:

o[ [[[resme [ [o-srn

% _ 1 _mh _1
21?(2}!& ba) zmh

2b
Fig. 15.7.4 O paraboléide do Exem-
plo 2.

(porque a* = h/b).
Por simetria, o centréide de T estd no eixo z, de forma que resta calcular apenas z:

HIW— [ [ [ rscara

2
II

Il
gI‘-l
-
,:',""—'-1
c';"—--u
T
-
-
L)
o
|
I
>
"~
-

-
e
g
S

novamente levando em conta que a* = h/b. Por conseguinte, o centréide de T estd no
ponto (0, 0, 24/3), resultado tanto plausivel quanto dimensionalmente correto.

Pode-se resumir os resultados do Exemplo 2 como segue: O volume de um
Fig. 15.7:8 Voliittie s caitroie dé i paraboldide circular reto € a metade do volume do cilindro circunscrito (Fig. 15.7.5) e
parabolGide circular reto em termos  S€U centréide estd localizado em seu eixo de simetria, a dois tercos do caminho do
do cilindro circunscrito. “vértice” em (0, 0, 0) ao topo.
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Plx, v z)

X

Fig. 15.7.6 Coordenadas esféricas (p,

¢, 8) do ponto P.

INTEGRAIS EM COORDENADAS ESFERICAS

Quando as superficies fronteiras da regido T de integrac¢do sdo esferas, cones, ou ou-
tras superficies de representacao simples em coordenadas esféricas, é conveniente trans-
formar uma integral tripla sobre T para essas coordenadas. Recorde-se, da Secado 13.7,
que a relag@o entre as coordenadas esféricas (p, ¢, 6) (Fig. 15.7.6) e as coordenadas
retangulares (x, y, z) é dada por

z = p cos ¢. (6)

x=psen¢cosd, y = psendgsenb,

Suponha-se, por exemplo, que 7 seja o bloco esférico definido pelas desigualdades

simples

p=Ep=pr=p + Ap,
=== + Ad, (7)

=

[IA

L=

IIA

>
|

Conforme indicado pelas dimensdes rotuladas na Fig. 15.7.7, este bloco esférico € (se
Ap. Ag. A8 sio pequenos) aproximadamente um bloco retangular com dimensoes Ap,
P AG. e p,sen ¢, AB . Assim, seu volume é aproximadamente pf sen ¢, Ap Ag AG.
Pode-se mostrar (ver Problema 19 da Sec@o 15.8) que o volume exato do bloco esféri-
co descrito em (7) é

AV = p%sen ¢ Ap Ad A8 (8)

para certos nimeros pe ¢ tais que p, < p < p.e ¢, < ¢ < 0.

z 2
I
Ap
PA—INL ¢
Ao I [
i | i 1 |
2] [~r A8 =p,seng, AR |
| ! H I
|
Pi i ! : |I
l ! H 1
| | H I
I ! | |
| : " |
i : y i 1 y
: : 8, : |
AB ! H |
, L . L
. ' i x 0 i
ry=p,seng, : ! 1 !
1

Fig. 15.7.7 O volume aproximado do bloco esférico é pf sen g,

Ap AG AB,
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r A8 =p,seng, AB

Fig. 15.7.8 O bloco esférico T dividido em n blocos esféricos
menores.

Divida-se agora cada um dos intervalos [p,, p.], [¢,. ¢-] e [6,, ;] em n subinterva-
los iguais de comprimentos

&Ip=,02_P|’F ﬁ¢=¢2_¢l 8 A6=92“91.

n n n
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respectivamente. Isto gera uma particao esférica 2 do bloco esférico Tem k = n’ *blocos
esféricos menores 7}, T, ..., T}; veja a Fig. 15.7.8. Pela Eq. (8), existe um ponto (P, ¢ 9 )
do bloco esférico 7, tal que seu volume € AV, = p, sen ¢, Ap Ap A6. Anorma| 2 |de P
¢ o comprimento da maior diagonal dos pequenos blocos esféricos T, 75, ..., T.

Se (x7.y;.z) sdo as coordenadas retangulares do ponto com coordenadas esféricas
(p;»9;.6;), entdo a definicdo de integral tripla como limite de somas de Riemann, quando
a norma || tende para zero, da

J-fff(x.y.z)dv lim Ef(x,.y.. z¥) AV,

SR 9)
= lllmOE F(p, &, 6) p*sen ¢, Ap Ad A6,
onde
F(p, ¢, 8) = f(psen ¢ cos 6, psen ¢psen b, p cos @) (10)

€ o resultado da substitui¢do da Eq. (6) em fix, y, z). Mas a soma no membro direito na
Eq. (9) é simplesmente uma soma de Riemann para a integral tripla

o fd1 ez
j J f F(p, ¢, 8) p? sen ¢ dp do db.
L3

Decorre, portanto, que

82 rdé1 re:
ffjf(x.y.z}dvzf f J’ F(p, &, 8) p?> sen ¢ dp dep db. (11)
T 81 Y Y 1

Assim, transforma-se a integral

ffjf(x, y. 2) dv
J

para coordenadas esféricas, substituindo-se as variaveis x, y, z em coordenadas retan-
gulares por suas expressoes na Eq. (6) em termos das variaveis p, ¢ e 6. Além disso,
escreve-se

para o elemento de volume em coordenadas esféricas.
De modo mais geral, pode-se transformar a integral tripla

[[[ten o

para coordenadas esféricas sempre que a regiao 7 for centralmente simples — isto €,
sempre que admita uma representagiao, em coordenadas esféricas, da forma

p(d, 6) =p=pid,0), H=d=¢, 6=0=6. (12)

Nesse caso, entao

61 pdz rpad.6)
ffjf(x»y- 2) dV=j f f F(p, ¢, 6) p* sen ¢ dp dép db. (13)
T ] &y

P10
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Pei= P2 (‘, )

pi)l!_= pl (’- 8)

x

Fig. 15.7.9 Uma regido centralmente
simples.

Fig. 15.7.10 O “cone de sorvete” do
Exemplo 4 € a parte do cone interior
a esfera.
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Os limites de p sdo simplesmente as coordenadas p (em termos de ¢ e ) das extremi-

iaiiialid AT B SRS sm i lesmente as coordenadas R R U RaAs

dades de um segmento achal genérico que une as partes ‘interior” e “‘exterior” da fron-
teira de 7' (Fig. 15.7.9). Assim. a formula geral para a integracdo tripla em coordena-
das esféricas é

(14)

onde, como anteriormente, U nido denota uma regido no espaco, e sim indica limites de
p. ¢ e B que descrevam adequadamente a regido 7 em coordenadas esféricas.

EXEMPLO 3 Uma bola sélida 7 com densidade constante § é delimitada pela su-
perficie esférica de equacdo p = a. Utilizando coordenadas esféricas, calcule seu vo-
lume V e seu momento de inércia /.em relagdo ao eixo z.

Solugao Os pontos da bola T sao dados pelas desigualdades
0=p=a 0=¢=7w, 0=60=2m

Toma-se f = F =1 na Eq. (11), obtendo-se

2x prw pra
V=jjJ’W=f jJ. p*sen ¢ dp do dé
T o 0 ~0
2%
=%a3J' jscnqbdqbdﬂ

2 L 2
=1iad’ J’ [—cos (tb] do = %a® J‘ do = 3ma’.
0 d=0 0

A distincia do ponto genérico (p, ¢, 0) da esfera ao eixo z € r = p sen ¢. de forma que
o momento de inércia da esfera em relacido aquele eixo é

2w T fra
L J’J’I r’s dV‘—"f J‘ f Sp*sen’ ¢ dp do db
’ o Y0 Yo

2n rw
= i8a’ f J‘ sen’ ¢ dop db
o Jo

=§'rr5a5J' ser’ ¢ dp = 2mda’ -2 -2 = ima?,
[i]

onde m = ‘i ma’dé a massa da bola. A resposta estd correta dimensionalmente, porque

é o produto de uma massa pelo quadrado de uma distincia. A resposta é plausivel por-
que implica que, para fins de inércia rotacional, a esfera atua como se sua massa esti-
vesse concentrada em um ponto a 63% do caminho do eixo ao equador.

EXEMPLO4 Ache o volume e o centréide do “cone de sorvete™ C delimitado pelo
cone ¢ = 7/6 e pela esfera p = 2a cos ¢ de raio a. A Fig. 15.7.10 mostra a esferae a
parte do cone interior a ela.

Solugdo O cone de sorvete é dado pelas desigualdades

0=0=2m, Détﬁ_ﬂ.%. 0=p=2acosdo
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Calculando seu volume com auxilio da Eq. (13), obtém—se

Quanto ao centréide, € claro, por simetria, que x=v=0. Como z

I

2n pw/6 flacosd
f f f p’sen ¢ dp do db
0 Q 0

27 ral6
a’ J- J‘ cos’ ¢ sen ¢ dop df
[} 0

Lfon

w/6
16

16 = L pd
3 _lzm-

*n‘a3|:—% cos“qb]

0

p cos ¢, a coor-

denada z do centréide de C é

_ 48a

=Gl )

cos” ¢ sen ¢ dop df =

1 12 2mr pw/6 prlacosd
T/J.J-_[Zd‘/:WJ; J; J; p’ cos ¢ sen ¢ dp do db

C
r?_fr f‘ /6

6

- lca::s"’ &
l,

96a [
7 |76

Assim, o centréide do cone de sorvete estd no ponto (0, 0, 37a/28).

15.7 Problemas

Resolva os Problemas I a 20 por integragdo tripla em coorde-
nadas cilindricas. Suponha que cada solido tenha densidade
unitdria, a menos que se especifique outra funcdo de densidade.

1. Determine o volume do sélido delimitado acima pelo plano
z = 4 e abaixo pelo paraboléide z = .

2. Determine o centrdide do sélido do Problema 1.

3. Deduza a férmula do volume de uma esfera de raioa. = 7

4. Determine o momento de inércia, em relacio ao eixo z, da esfe-
ra solida do Problema 3, dado que o eixo z passa pelo seu centro.

@Ache o volume da regido interior aesferax® + v + " = 4e

ao cilindro x* + y* = 1,

6. Determine o centréide da metade da regiao do Problema 5,
situada no plano xy ou acima dele.

7. Determine a massado cilindro0£r<a, 02z
que sua densidade em (x, v, z) € z.

8. Determine o centrdide do cilindro do Problema 7.

9. Determine o momento de inércia, em relacdo ao eixo z, do
cilindro do Problema 7.
10. Determine o volume da regifo interior a esfera x* + y* + z*
= 4 e ao cilindro x* + y* — 2x = 0 (Fig. 15.7.11).

< h, sabendo

0

x? + y? - 2x
2

Fig. 15.7.11 A esfera e o ci-
lindro do Problema 10).
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11. Determine o volume e o centroide da regido delimitada pelo

plano z = 0 e pelo paraboldide z = 9 — x* — y*.
12. Determine o volume e o centréide da regido delimitada pe-
los paraboldides z = x* + Y ez = 12 — 2¢2 — 2%

13. Calcule o volume da regido delimitada pelos paraboldides z
=2¢+yYez=12 -1 — 2%

—~t14.)Determine o volume da regido delimitada abaixo pelo

paraboléide z = ¥* + y* e acima pelo plano z = 2x (Fig. 15.7.12).

Fig. 15.7.12 O plano e o paraboloide
do Problema 14.

15. Determine o volume da regiao delimitada acima pela super-
ficie esférica x* + y* + z* = 2 e abaixo pelo paraboléide z = x*
+ y* (Fig. 15.7.13).

x‘-‘+y2

Fig. 15.7.13 A esfera e o parabo-
16ide do Problema 15.
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16. Um i i i
que seu momento de inércia, em relacdo ao seu eixo de simetria,
é Vamar®.

17. Determine o momento de inércia / de um cilindro sélido ho-
mogéneo, em rela¢do a um didmetro de sua base. Expresse / em
termos do raio a, da altura & e da densidade (constante) & do ci-
lindro.

18. Ache o centréide de um cilindro sélido homogéneo de raio a.
19. Ache o volume da regido delimitada pelo plano z = 1 e pelo
cone z = r.

20. Mostre que o centréide de um cone circular reto, solido, ho-
mogéneo, estd sobre seu eixo, a trés quartos da distdncia do seu
vértice a base.

e

i limden oils Pt
1 1 1%} II\IIIIUEC

- A
CLLITIUELY Sung

Resolva os Problemas 21 a 30 por integragdo tripla em coorde-
nadas esféricas.

21. Ache o centréide de um hemisfério sélido homogéneo de raio a.
22. Ache a massa e o centréide de um hemisfério sélido de raio
a, se sua densidade & é proporcional 4 distincia z de sua base —
de modo que 6 = kz (k sendo uma constante positiva).

23. Resolva o Problema 19 por integragdo tripla em coordena-
das esféricas.

24. Resolva o Problema 20 por integracao tripla em coordena-
das esféricas,

25. Ache o volume e o centréide do sélido interior & esfera p =
a e acima do cone r = z.

26. Determine o momento de inércia /. do sélido do Problema
25, sob a hipdtese de que tenha densidade constante 6.

27. Ache o momento de inércia, em relagdo a uma reta tangente,
de uma esfera sélida homogénea de raio a e massa total m.

28. Uma casca esférica de massa m € delimitada pelas esferas p
= ae p = 2a, e sua funcio de densidade é 8 = p*. Determine seu
momento de inércia em relagdo a um didmetro.

29. Descreva a superficie p = 2a sen ¢ e calcule o volume da
regido por ela delimitada.

30. Descreva a superficie p = 1 + cos ¢ e calcule o volume da
regidio por ela delimitada. A Fig. 15.7.14 pode ajudar.

Fig. 15.7.14 A superficie do
Problema 30.

p=1+cos ¢

2T Matarmaina @ maasan

J1. Uelermine O momento a
regido interior ao cilindro r = a e a esfera p = 2a.
32. Ache o momento de inércia, em relagio ao eixo z, do “cone
de sorvete” do Exemplo 4.

33. Ache a massa e o centréide do “cone de sorvete” do Exem-
plo 4, se sua densidade ¢ dada por é = .

34. Considere uma bola esférica homogénea de raio a centrada

Aa iy
uc

na origem, com densidade §e massa M = —: 7a’S . Mostre que a
forga gravitacional F exercida por esta bola sobre uma massa
pontual m situada no ponto (0, 0, ¢) (¢ > a) (Fig. 15.7.15) € a
mesma que seria se toda a massa da bola estivesse concentrada
em seu centro (0, 0, 0). Ou seja, mostre que [F| = GMm/c*. [Su-
gestdo: Por simetria, pode-se admitir que a forga seja vertical,
de forma que F = F k. Estabeleca a integral

Fz=—f ff Mpzscntbd(bdpdﬁ.
o Jo Jo w

Mude a primeira variavel de integragio de ¢ para w, utilizando a
lei dos co-senos:
w? = p? + ¢? — 2pc cos .

Entdo, 2w dw = 2pc sen ¢ d¢ e w cos & + p cos ¢ = c. (Por
qué?)]

m ¢ (0,0,c)

dV = pZseng dp do df
Fig. 15.7.15 O sistema do Problema 34.

35. Considere agora a casca esférica a < r £ b com densidade
uniforme 8. Mostre que esta casca ndo exerce nenhuma forga
resultante sobre uma massa pontual m localizada no ponto (0, 0,
¢) em seu interior— isto €, |¢| < a. O cdlculo é 0 mesmo que no
Problema 34, exceto quanto aos limites de integracdo de p e w.

15.7 Projeto
Se a terra fosse uma esfera perfeita com raio R = 6.370 km, densidade uniforme de
massa M = i OnR?, entio (de acordo com o Exemplo 3) seu momento de inércia em
relacdo ao seu eixo polar seria I = i MR*. Acontece, entretanto, que, na realidade,
I = kMR?, (15)
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Minto

Niicleo

Fig. 15.7.16 O nicleo € o manto da
Terra.

].’58 AT
Area de uma
Superficie

I

Fig. 15.8.1 A regiio uv R em que a
transformagio r € definida.

Fig. 15.8.2 A superficie paramétrica
S no espago xyz.

2 - * . . .
onde k<04 = _. A raziio € que, em lugar de ter um interior uniforme, a terra tem um

niicleo denso recoberto por um manto menos denso de alguns milhares de quilémetros
de espessura (Fig. 15.7.16). A densidade do nicleo é

6 = 11 X 10° (kg/m*)
e a do manto é
8 =5 %X 10* (kg/m’).

O valor numérico de & na Eq. (15) pode ser determinado a partir de certas observa-
coes de um satélite da terra. Se 0 momento polar de inércia 7 da terra e a massa M (do
modelo nicleo-manto) sdo expressos em termos do raio (desconhecido) x do niicleo
esférico, entdo, substituindo-se estas expressoes na Eq. (15), obtém-se uma equagéo
que pode ser resolvida em relacio a x.

Mostre que esta equacdo pode ser escrita na forma

2(8) — 82)x® — 5k(8; — 8:)R*x* + (2 — 5k)8:R° = 0. (16)

Dado o valor numérico medido & = 0,371, resolva esta equagao (grafica ou numerica-
mente) para achar x, e com base nessa solucio, determine a espessura do manto da terra.

Até€ agora, o conceito de superficie tem sido o grafico z = flx, y) de uma funcao de
duas varidveis. Ocasionalmente, uma tal superficie era definida implicitamente por uma
equacgdo da forma F(x, y, z) = 0. Agora, serd introduzido o conceito mais preciso de
superficie paramétrica — o andlogo bidimensional de uma curva paramétrica.

Uma superficie paramétrica S € a imagem de uma funcio ou transformagio r que
€ definida em uma regido R do plano uv (Fig. 15.8.1) e toma valores no espago xvz
(Fig. 15.8.2). A imagem, por r, de cada ponto («, V) de R € 0 ponto no espago xyz com
vetor posi¢do

r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)). (1)

Serd admitido, em toda esta se¢io. que as fungdes componentes de r tenham derivadas
parciais continuas em relacdo a u e v, e também que os vetores

ar _ a_x ay dz

W e us Yus +_'+_k {2}
=gy = Feyezy =it S i+ o
e
ar ax ay az
v = T = (Xoi Vi l;-=_.+_'_.+_k -
. dv (o1 Yoo 22) dJv ! ov J dv 3)

sejam nao-nulos e ndo-paralelos em todos os pontos interiores de R. (Compare com a
defini¢do de curva paramétrica suave r(f) na Secdo 12.1.) As varidveis u € v s@o o0s
parametros da superficie § (por analogia com o pardmetro unico ¢ para uma curva
paramétrica).

EXEMPLO 1 (a) Pode-se encarar o grifico z = f(x, y) de uma func¢do como uma
superficie paramétrica com parametros x e y. Em tal caso, a transformacao r do plano
Xy para o espaco xyz tem as fun¢des componentes

X=X Y=Y, z = f(x, ). (4)
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