Fig. 15.4.21 A cunha do
Problema 26.

@A che 0 volume delimitado pelo paraboléide z = /2, pelo ci-
lindro r = 2a sen e pelo plano z = 0.

Fig. 15.4.22 O “cone de
sorvete” do Problema 29.

31. Ache o volume do sélido delimitado, acima, pelo paraboléide =
= r* e abaixo por um lago da lemniscata de equacio * = 2 sen 6.
32. Ache o volume interior ao cilindro x* + y* = 4 e ao elipséide
2+ 2y + 2= 18.

Aplicacoes das

Integrais Duplas
Seja P= (R, R,, ...,

33.Se 0 < h <a, entdo o plano z = a — h determina um segmento
esférico de altura h e raio b da esfera x* + v* + 2% = @* (Fig. 15.4.23).
(a) Mostre que b = 2ah — h*. (b) Mostre que o volume do seg-

mento esférico é V = Lmh(3b* + h?).

z4 = g

X + YI: +

Fig. 15.4.23 O segmento esféri-
¢o do Problema 33.

Fig. 15.4.24 O toro do Problema
I5(coma=1eb=2).

34. Mostre, pelo método do Exemplo 5, que

1)

35. Ache o volume do toro sélido obtido pela revolugio do disco r <
a em torno da reta x = b > a (Fig. 15.4.24). [Sugestao: Se o ele-
mento de drea dA = r dr dBrevolve em torno da reta, o volume gera-
do € dV=2mb — x) dA. Expresse tudo em coordenadas polares. ]

dx a’v

=¥
':I+.r+v} 4

Pode-se utilizar a integral dupla para achar a massa m e o centréide (x,y)de uma
[amina, ou placa delgada, que ocupa uma regiao limitada R no plano xy. Supde-se que
a densidade da lamina (em unidades de massa por unidade de drea) no ponto (x,v) seja
dada pela funcdo continua p (x, y).

R,} uma partigdo interior de R, e escolhe-se um ponto (x*,y*)em

cada sub-retingulo R, (Fig. 15.5.1). Entio, a massa do pedago da lamina que ocupa R,

lamina pela férmula

Fig. 15.5.1 O elemento de drea AA, =
alR)).
Em resumo,

¢ dada aproximadamente por p(x;,
massa de toda a lamina é dada dprommdddmente por

~* )AA, . onde AA, denota a drea a(R,) de R.. Logo, a

m =~ 2 p(x*, y¥) AA.

Quando a norma || da partic¢éo interior 2 tende para zero, esta soma de Riemann ten-
de para a integral dupla correspondente sobre R. Define-se, portanto, a massa m da

s \m,“._:_:;._\,_ s

. i e

W?« @(@ y)d&. (1)

:Upd,q=ﬂdm

em termos da densidade p e do elemento de massa
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Fig. 15.5.2 Uma lamina equilibrada
em seu centrdide.

Fig. 15.5.3 Uma reta de simetria.

Fig. 15.5.4 O centréide de um retin-
gulo.

Fig. 15.5.5 O centréide de um disco
semicircular (Exemplo 1).
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As coordenadas (X, V)do centréide, ou centro de massa, da limina se definem como

1

1
- ;_” yp(x, y) dA. (3)

Pode-se rememorar estas formulas na forma

-1 1
x—mjfxdm, y—mjjydm.
R R

Assim, X e y sd0 os valores médios de x e y em relagdo a massa naregiao R. O centréide

(x,¥) € o ponto da lamina onde ela ficaria em equilibrio horizontal se colocada na ponta
de um palito (Fig. 5.5.2)

Se a funcao densidade p tem o valor constante k > 0, entdo as coordenadas de X e v
sao independentes do valor especifico de k. (Por qué?) Neste caso, costuma-se tomar p
= 1 nos cdlculos. Além disso, aqui m terd o mesmo valor numérico que a drea A de R,
e (x,y) € entao chamado centrdide da regiao plana R.

Em geral, devem-se calcular todas as trés integrais nas Eqs. (1) a (3) para se achar o
centroide de uma lamina. Mas, as vezes, € possivel se valer do seguinte principio de
simetria: Se a regido plana R (considerada como uma ldmina de densidade constante)
é simétrica em relagao a reta L. —isto &, se R é levada sobre si mesma quando o plano
gira de um angulo de 180°em torno da reta L. — entdo o centréide de R estd sobre L
(Fig. 5.5.3). Por exemplo, o centréide de um retangulo (Fig. 15.5.4) € o ponto de en-
contro das mediatrizes de seus lados, porque essas mediatrizes sdo também retas de
simetria.

No caso de uma fun¢do de densidade p ndo-constante, exige-se (por simetria) que p
— assim como a propria regiao — sejam simétricos em relagdo a linha geométrica L
de simetria. Isto é, p(P) = p(Q) se, conforme a Fig. 15.5.3, os pontos P e Q estdo loca-
lizados simetricamente em relagdo a L. Entdo o centréide da lamina R estard sobre a
reta L de simetria.

EXEMPLO 1 Considere-se o disco semicircular de raio @ mostrado na Fig. 15.5.5.
Se ele tem densidade constante p = 1, entdo sua massa é m = Y2ma* (numericamente
igual a sua drea), e, por simetria, seu centréide C(0, y) esta sobre o eixo y. Portanto,
basta calcular

_ 1
ot [from
R

o iz j J (rsen @) rdr dé (coordenadas polares)
ma® ), ),

_2 M2, 4
—mz[ cose] [3r] —m2‘2-3 ad =t

0 0

Assim, o centréide da ldimina semicircular estd localizado no ponto (0, 4a/3r). Ob-
serve-se que o valor calculado para y tem dimensdo de comprimento (porque a
é um comprimento), como deve ser. Qualquer resposta com outra dimensao € sus-
peita.
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A

=1 2 %

Fig. 15.5.6 A lamina do Exemplo 2.

Fig. 15.5.7 Delerminagio da massa e
do centréide (Exemplo 3).

EXEMPLO 2 Uma lamina ocupa a regido delimitada pela reta y = x + 2 e pela para-
bolay =x*(Fig. 15.5.6). A densidade da limina no ponto P(x, y) é proporcional ao qua-
drado da distancia de P ao eixo y— assim, p(x, y) = kx’ (onde k é uma constante posi-
tiva). Determine a massa e o centrdide da limina.

Solugdo A reta e a pardbola se interceptam nos dois pontos (—1, 1) e (2, 4): assim, a
Eq. (1) d4 a massa

2 x+2 2 x+2
m= f f kx* dy dx = kj [.rzy] dx
=i y= 2

=X

63k
=k + 2x%* — d
J’ (x? x* — 3% dx = 20"
Entao, as Egs. (2) e (3) ddo
20 x+2
3 = 3y
xX= 63kf J’ kx” dy dx ] [x )]‘-zdx
20 18 8
i LA, TV R - ; -
f (x X x°) dx 63 5 7
B k Bl 2 1 x+2
Y = 63k x*ydydx = 6—3 —.I. 2y? - dx
: 10 531 llB
+ 4x* + 4x% — xS =
J- (x* x° x x°) dx & 35 TR

A lamina deste exemplo tem, pois, massa 63k/20 e seu centréide estd localizado no
ponto (8/7, 118/49).

EXEMPLO 3 Uma limina tem a forma do quarto de circulo de raio a do primeiro
quadrante. mostrado na Fig. 15.5.7. Sua densidade é proporcional a distincia a origem

—isto &, p(x, ¥) = kx2+y> =kr (onde k é uma constante positiva). Ache sua massa e
seu centréide.

Solugdo Primeiro, passa-se as coordenadas polares, porque tanto a forma da frontei-

ra da lamina como a da sua densidade sugerem que tal substitui¢iio tornard os célculos
mais simples. A Eq. (1) da entdao a massa

m—jfpdA f fkr dr df
/2
_kf [*r"] de_kf St ap = R
o L =0 0 6

r

Por simetria da lamina e de sua fung@o de densidade, o centréide estd sobre a reta y =
x. A Eq. (3) da, assim,

mR

4 /2
——J‘ [43- anﬂ] df = 61 £ sen9d6=3—a.
Lo ma T

kr sen 6 dr df

A | .- - .
A lamina dada tem, portanto, massa _k7a’ e seu centréide estd localizado no ponto

(3a/2m, 3al2m).
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Eixo de
revolugdo

Centrdide

Fig. 15.5.8 Um s6lido de volume V =
A - d é gerado pela drea A quando seu
centréide percorre adistinciad = 27r
a0 longo de um circulo de raio r.

y=pglx)

|
|
l
b X

W ey

Fig. 15.5.9 Regifio R entre os grificos
de duas funcoes.

Fig. 15.5.11 Uma esfera de raio a ge-
rada pela revolugio de um semicircu-
.

lode drea A =  ma® em torno de seu
didmetro no eixo x (Exemplo 4). O
centréide do semicirculo se desloca ao
longo de um circulo de circunferén-
ciad = ERT
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VOLUME E O PRIMEIRO TEOREMA DE PAPPUS

Um importante teorema que relaciona centréides e volumes de revolugéo deve seu nome
ao matematico grego Pappus, que o enunciou no terceiro século a.C.

G

i

e
5

Demonstragdo para o Caso Especial de uma Regido como a da Fig. 15.5.9 Trata-
se da regido entre os gréficos de v =fix) e y = g(x) para a = x = b, tendo como eixo de
revolugdo o eixo y. Entdo, em uma revolugio em torno do eixo y, a distncia percorri-
da pelo centréide de R é d = 2 X . Pelo método das cascas cilindricas [veja a Eq. (4) da
Secdo 6.3 e a Fig. 15.5.10], o volume do sélido gerado é

<
Il

b b pfix)
j 2mx f(x) — g(x)] dx = J‘ J 2mx dy dx

glx)

27rjf.rdA =2nx-A
R

[pela Eq. (2), com p=1.] Assim, V=d-A.d

f(x) =g ()

Fig. 15.5.10 Um s6lido de revoluglo que consiste em cascas cilindricas.

EXEMPLO 4 Ache o volume V da esfera de raio a gerada pela revolugdo, em torno
do eixo x, do semicirculo D do Exemplo 1. Veja a Fig. 15.5.11.

Solugdo A dreade D é A ='ama?, e, pelo Exemplo 1, y =4a/37. Logo, o teorema de
Pappus dd

m!
a
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Area: A=ma?

Bl S B ,’ !
/ - J
d=2nb e —fa

Fig. 15.5.12 A revolugio do disco cir-
cular em torno do eixo y gera um toro
(Exemplo 5).

(@0 X

Fig. 15.5.13 O arco semicircular do
Exemplo 6.

EXEMPLOS  Considere o disco circular da Fig. 15.5.12, com raio a e centro no ponto
(b, 0) com 0 < a < b. Determine o volume V do toro sélido gerado pela reveolugio do

disco em torno do eixo y. A Fig. 15.4.24 mostra esse (0r0.

Solucao O centréide do circulo estd no centro (b, 0), e assim X = b. Logo, o centréide,
ao revolver, percorre a distincia d = 2mb. Conseqiientemente,

V=d-A=2mb- ma®=2n%%.
Observe-se que o resultado estd correto dimensionalmente.

AREA DE UMA SUPERFICIE E O SEGUNDO TEOREMA DE PAPPUS

Os centréides de curvas planas se definem por analogia com o método para regides
planas; por esta razao, apresenta-s¢ este 10pico com menos detalhes. Scrd suficicnie
abordar o caso da densidade constante p = | (como um fio com massa unitaria por
unidade de comprimento). Entdo o centréide (X,y)da curva plana C se define pelas

formulas
- |
¥=-| xdbs, y=-| yds (4)
s ). s

onde s € o comprimento de arco de C.
O significado das integrais na Eq. (4) € o da nota¢ao da Se¢ao 6.4, 1sto €, ds € um
simbolo que deve ser substituido (antes de se calcular a integral) por

dy\? (dx)2
= —_— - —_ !
ds ‘\/I + ( 'x) dx ou ds Vl + y dy,

conforme C seja um arco suave da forma y = f{x) ou da forma x = g(y). Como alterna-
tiva, pode-se ter

ds = V(@ + (@)F = (‘;—j)' &+ (%) dt

se C € dada em forma paramétrica, como na Seg¢do 12.2.

EXEMPLO 6 Denote-se porJ a metade superior do circulo (e nio do disco) de raio
a e centro (0, 0). representado parametricamente por

X = acost, ¥y =asent, 0=t =

A Fig. 15.5.13 mostra o arco J. Determine seu centrdide.

Solugdo Note-se, primeiro, que X = 0, por simetria. O comprimento de arco de J é s
= ma; o elemento de comprimento de arco é

ds = V(—asentdt)’ + (acostd) = adr.
Logo, a segunda formula em (4) dd

”

) I 2
y= —j (asentia dr) = E|:—ccls r] ==
ma J, T T

0

Assim, o centréide do arco semicircular estd localizado no ponto (0, 2alm) sobre o eixo
v. Observe-se que a resposta € plausfvel e dimensionalmente correta.
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Fig. 15.5.14 Uma lamina no plano xy
no espago.

108

O primeiro teorema de Pappus admite um andlogo para a drea de uma superficie de
revolucdo.

el

W—wé\gm -

SRR

e e e

e
- o

Demonstragio para o Caso Especial em que C E um Arco Suave Descrito por y =
flx), a =x £b, e o Eixo de Revolugdo € o eixo y A distancia percorrida pelo controide
de Céd=2rx.PelaEq. (11)da Secio 6.4, a drea da superficie de revolugio é

e ",
A=f 21rxds=f 2mx V1 +[f’(x)]’dx=21rs—ijxd.ir=21:'sf
" a [ &4

conforme Eq. (4). Portanto, A = d - 5, como se queria.

EXEMPLO 7 Ache a drea A da superficic da esfera de raio a gerada pela revolugio,
em torno do eixo x, do arco semicircular do Exemplo 6.

Solugdo Ja se encontrou que V = 2a/m; € como se sabe que s = 7a, 0 segundo teore-
ma de Pappus da

A=211’j‘s=27r-%-7ra=4m3.

EXEMPLO 8 Ache a drea A da superficie do toro do Exemplo 5.

Solugido Faz-se agora revolver, em torno do eixo y. o circulo (e ndo o disco) de raio
a e centro no ponto (b, 0). Naturalmente, o centréide do circulo esta localizado em seu
centro (b, 0), o que decorre do principio de simetria, podendo também ser verlicado
por cdlculos como os do Exemplo 6. Logo, a distancia percorrida pelo centréide é d =
2mth. Como a circunferéncia do circulo € s = 27a, o segundo teorema de Pappus da

A = 2mwh - 2ma = 4ab.
MOMENTOS DE INERCIA

Sejam R uma lamina plana e L uma linha reta que pode estar, ou nio, no plano xy. O
momento de inércia / de R em relacio ao eixo L se define como

(5)

onde w = w(x, y) denota a distéincia (perpendicular) a L, de um ponto genérico (x, y) de R.
O caso mais importante é aquele em que 0 eixo é 0 eixo z, sendo w=r= 1/ x2+y? (Fig.

15.5.14). Neste caso, I = I, ¢ o momento polar de inércia da limina R. Define-se. assim,
o momento polar de inércia de R como

= [[ ey aa = [ [+ 3y am ©)
R K
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Fig. 15.5.15 O disco em rotagio.

y

e (1. 1)

"
x=—y“Q

Fig. 15.5.16 A limina do Exemplo 9.

Fig. 15.5.17 Uma viga retangular,
para comparagdo com a viga em 1 do
Exemplo 9.

Decorre que

Lh=1I+I,

== 2 p— 2
”” o ””‘“ )
R R
{,ijxzdm=jjx2pd,4. (8)
R R

Aqui, /, ¢ o momento de inércia da lamina em relago ao eixo x, e /, é 0 momento de
inércia em relagiio a0 €ixo y. '

Uma aplicagio importante dos momentos de inércia envolve a energia cinética de
rotagdo. Considere-se um disco circular revolvendo em torno do seu centro (a origem)
com velocidade angular de @ radianos por segundo. Um elemento de massa dm, a dis-
tancia r da origem, se move com velocidade (linear) v = r@ (Fig. 15.5.15). Assim, a
energia cinética desse elemento de massa é

onde

L

)

$(dm)v? = tw?r® dm.

Pela soma, por integracao, sobre todo o disco, vé-se que sua energia cinética, devida a
rotagao com velocidade angular @, é

EC = J:[ 10?r? dm = %w’fJ- r? dm;
R R

isto ¢, (9
EC = L how?.

Como a energia cinética linear tem a férmula EC = %2 mv?, a Eq. (9) sugere que 0 mo-
mento de inércia € o andlogo rotacional da massa.

EXEMPLO9 Calcule /, para uma lamina de densidade constante p= 1 que ocupa a
regido delimitada pelas curvas x = = y*, —1 £y < 1 (Fig. 15.5.16).

Solugao A Eq. (7)da

1 1 ¥ 1
I, = f j yldxdy = f [xyz] dy = f 2y¢dy = 3.
-1 J -yt -1 4 -1

r=—y

A regido do Exemplo 9 se assemelha a secao transversa de uma viga em 1. Sabe-se
que a rigidez. ou resisténcia ao encurvamento, de uma viga horizontal é proporcional
ao momento de inércia de sua secdo transversa. em relacao a um eixo horizontal pelo
centréide da referida se¢io. Compare-se a viga em I com uma viga retangular de igual

altura 2 e igual drea
1 v
A= j J. ldxdy =3.
=1 -_v""

: « ; s 1
A Fig. 15.5.17 mostra a secdo transversa de uma tal viga retangular. Sua largura é _,
e o momento de inércia de sua secdo transversa é

1 1/5
I,zf J- yvidxdy = 5.
=i ~1/5
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Fig. 15.5.18 Uma limina plana em
rotacdio em torno do eixo 2.

110

4
15
viga retangular de mesma drea de secdo transversa. Esta € a razdo por que as vigas em
I sdo geralmente utilizadas em construgio.

an 4 < 15 ~ . P .
Como araziode _ para € _, vé-se que a vigaem I € duas vezes mais forte que uma

EXEMPLO 10 Ache o momento polar de inércia de uma lamina circular R de raio
a e densidade constante p, centrada na origem.

Solu¢d@o Em coordenadas cartesianas, a limina R ocupa a regido plana x*> + y* < a*

em coordenadas polares, esta regiao é descrita de forma muito mais simples por 0 < r
<a.0=60<2nm A Eq. (6) dd entao

2r pra 4
I = jj szdA=J‘ f pr3drd8=m-=lma2,
A . 2 2

onde m = pma* € a massa da lamina circular.

Finalmente, o raio de giracdo r de uma lamina de massa m em torno de um eixo se

define como
Fiag \/E' (10)
m

onde / € o momento de inércia da lamina em relagio aquele eixo. Por exemplo, os raios
de giragdo ¥ e y em relagdo ao eixo y e ao eixo x, respectivamente, sio dados por

I i
%= \[— ¢ §=1l2, (11)
m m

Suponha-se agora que esta lamina esteja no semiplano direito x > 0, e seja simétrica
em relagdo ao eixo x. Se ela representa a face de uma raquete de ténis cujo cabo (de
peso desprezivel) se estende ao longo do eixo x, da origem a face da raquete, entio o

ponto ( X, 0) é um candidato plausivel para o ponto da raquete que proporciona impac-
to e controle méximos (sweet spot) (veja o Problema 56).

A definigdo na Eq. (10) é motivada pela consideracao de uma lamina plana R giran-
do com velocidade angular @ em torno do eixo z (Fig. 15.5.18). Entdao a Eq. (10) da

I = sz.
decorrendo entdo, da Eq. (9). que a energia cinética da lamina ¢
EC = I m(fw)’.

Assim, a energia cinética da lamina em rotagdo € igual a energia cinética de uma par-
ticula isolada de massa m revolvendo a distincia 7 do eixo de revolugio.

Cap. 15 / Integrais Miiltiplas



15.5 Problemas

Nos Problemas I a 10, ache o centréide da regido plana delimi-
tada pelas curvas dadas. Admita que a densidade seja p= I para
cada regido.

Lx=0x=4y=0y=
2.x=1x=3,y=2,y=4
dx=-1lLx=3,y=-2,y=4
4. x=0,y=0x+y=3
5.x=0,y=0,x+2y=4

6. y=0,y=x.x+y=
T.y=0y=x}x=

8. y=xy=9

9. y=0y=x*—4

10 x=-2,x=2,y=0,y =x>+ 1

Nos Problemas 11 a 30, ache a massa e o centréide de uma ld-
mina plana com a forma e a densidade indicadas.

1l
5

11. A regiz‘lo triangular delimitada porx =0, y=0,ex + v
com p(x, v) = xy.

12. A reglao triangular do Problema 11, com p{x y) =x
13. A regido delimitada por y =0, e v =4 — x?, com p(x, y) = v.
14. A regido delimitada porx=0ex=9 — y?, com Plx, y) = &
15. A regido delimitada pelas pardbolas y = x* e x = % com p(x,
V) =Xy

16. A regido do Problema 15, com p(x, v) = x> + %,

17. A regido delimitada pelas pardbolas y=xe y=2 — x*, com
plx, yv) =y,

18. A regido delimitada porx=0,x=¢,y=0ey=Inx, para | £
xZe,complx, y)=1.

19. A regido delimitada por y=0e y=sen x, para ) £ x £ 1, com
plx, v)= 1.

20. A regido delimitada por y =
com p(x, v) = [xy].

21. O quadrado de vértices (0, 0). (0, @), (a, a) e (a. 0), com p(x,
yV)=x + y.

22. A regiao triangular delimitada pelos eixos coordenados e pela
retax + y=a: plx, y) =x* + y°.

23. A regido delimitada por y=x"e v =4; p(x, v) = v.

24. A regido delimitada por y = x> e y = 2x + 3: p(x, v) = x°.
25. A regido do Problema 19; p(x, y) = x.

26. A regido semicircular x* + y' <@’ y2 0; p(x, y) = y.

27. A regido do Problema 26: p(x, y) = r (a coordenada polar

Oix=—1l,x=1,ey=exp(—x%),

dial).
@A regiao delimitada pela cardidide de equagio polar r = | +
05 0, p=r(Fig. 15.5.19).

r=1+cosf /\
0

Fig. 15.5.19 A cardidide do Problema 28.
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29. A regido interior ao circulo r= 2 sen Be exterior ao circulo r
=15 pix. )=y,

30. A regido interior ao caracol r = 1 + 2 cos G ¢ exterior ao cir-
culo r=2: p(x, v) = r (Fig. 15.5.20).

4

r=1+2cos@

-4

Fig. 15.5.20 O caracol do Problema 30.

NO." th.-"pmas ‘?1 a _?_5-, dpfe’rmhm o maomento pn.,f.u' r)’tﬂ inéreia
I, da lamina indicada.

31. A regido delimitada pelo circulo r=a: p(x, y) = ¥ . n sendo
um inteiro positivo fixo.

32. A lamina do Problema 26.

33. O disco delimitado por r = 2 cos 6; p(x, v) = k (constante
positiva).

34. A lamina do Problema 29.

35. A regiao delimitada pelo lago direito da lemniscata = = cos

26; p(x, y) =" (Fig. 15.5.21).

-1 0 1

Fig. 15.5.21 A lemniscata do Problema 35.

Nos Problemas 36 a 40, determine os raios de giracao xe v da
lamina indicada, em relagdo aos eixos coordenados.

36. A lamina do Problema 21.
37. A limina do Problema 23.
38. A limina do Problema 24,
39. A lamina do Problema 27.
40. A lamimna do Problema 33,
41 Determine o centrdide do primeiro quadrante do disco circu-

¥*+ vy = 7, por cdlculo direto, como no Exemplo 1.
’-42 plique o primeiro teorema de Pappus para achar o centroide

primeiro quudrullle do disco circular x* + y* = °, Tenha em
mente que ¥ = y (por simetria) e que a revolugdo do quarto de
disco em torno de qualquer um dm eixos coordenados geraum

hemisfério solido de volume V= = Jrr

43. Determine, por cilculo dm:to como no Excmplo 6, 0
centrdide do arco do primeiro quadrante do eireula +? & w2 — 2.
44. Aplique o segundo teorema de Pappus para achar o cenudide
do quarto de circulo do Problema 43. Note que x = y (por si-
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metria), e que a revolugio desse arco, em torno de qualquer um
dos eixos coordenados, gera um hemisfério cuja drea de superfi-
cie ¢ A=2mr.

45. Mostre, por um cdlculo direto, que o centréide do tridngulo
de vértices (0, 0), (r. 0) e (0. h) é o ponto (r/3, h/3). Verifique
que este ponto pertence i reta que passa pelo vértice (0, 0) e pelo
ponto médio do lado oposto do tridngulo, e estd a dois ter¢os do
caminho do vértice ao ponto médio.

46. Aplique o primeiro teorema de Pappus e o resultado do Pro-
blema 45 para verificar a férmula V = V3m°h do volume do cone
obtido pela revolugao do tridngulo em torno do eixo y.

47. Aplique o segundo teorema de Pappus para mostrar que a drea
da superficie lateral do cone do Problema 46 é A = L, onde L =
V"r_“r h* € a altura inclinada (geratriz) do cone.

48. (a) Ache o centréide do trapézio da Fig. 15.5.22. (b) Aplique
o primeiro teorema de Pappus e o resultado da parte (a) para
mostrar que o volume do tronco de cone gerado pela revolugido
do trapézio em torno do eixo y é

h
V= %(Hz + nr: + I*;z).

L .

(r:(}) X

Fig. 15.5.22 O trapézio do Problema 48.

49. Aplique o segundo teorema de Pappus para mostrar que a drea
da superficie lateral do tronco de cone do Problema 48 ¢ A =
mr, + ry)L, onde

L=V{n—rnf+ i

¢ sua altura inclinada.

50. (a) Aplique o segundo teorema de Pappus para verificar que
a drea da superficie curva de um cilindro circular reto de altura i
e raio da base r é A = 2nrh. (b) Explique como este fato também
decorre do resultado do Problema 49.

51. (a) Determine o centréide da regido plana mostrada na Fig.
15.5.23, que consiste em uma regidio semicircular de raio a apoi-
ada sobre uma regido retangular de largura 2a e altura b, cuja base
estd sobre o eixo x. (b) Aplique entdo o primeiro teorema de
Pappus para achar o volume gerado pela rotagdo dessa regidio em
torno do eixo x.

b

(~a, 0) ‘

(a,0) *

Fig. 15.5.23 A regido plana do Problema 51(a).
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52. (a) Considere a regido plana da Fig. 15.5.24, delimitada por
=2pv.x=0eyv=h=r/2p (p>0). Mostre que sua firen é A =
‘: rh e que a coordenada x de seu centréide é X =31/8. (b) Apli-

ciue o teorema de Pappus e o resultado da parte (a) para mostrar
que o volume de um paraboléide de revolugio com raio re altu-
rah ¢ V="Yanarh.

Fig. 15.5.24 A regido do Problema 52.

53. Ache o centréide da regiao nao-limitada compreendida entre
o grificode y=e¢ "e oeixox, x 2 0.

54. O centréide de uma regido plana uniforme estd em (0, 0) e
a regifo tem massa total m. Mostre que seu momento de inér-
cia em relag@o a um eixo perpendicular ao plano xy no ponto (x;,
) €

I = I + mlxe* + yo2).

55. Suponha que uma lamina plana consista em duas ldminas que
nio se superpdem. Mostre que seu momento polar de inércia € a
soma dos momentos das duas Hminas componentes, Com auxi-
lio deste fato e com os resultados dos Problemas 53 e 54, deter-
mine o momento polar de inércia da lamina em forma de 7 de
densidade constante p =k > (), mostrada na Fig, 15.5.25.

y
(-4.4) o (4.4)
(-4,3)® g = *4.3)
-1,3) (1,3
5 s Fig. 15.5.25 Uma lamina
(=1,0) |(1.0) ‘ constituida de duas laminas

mais simples (Problema 55).

56. Uma raquete consiste em uma lamina uniforme que ocupa a
regido interior do lago direito de r* = cos 26 na extremidade de
um cabo (de massa desprezivel) correspondente ao intervalo — 1
Sa =20 (kg 15.5.20). Deternune o raio de giragao da raguctc cim
relagdo a reta x = — 1. Onde estd o ponto da raquete que propor-
ciona impacto e controle maximos (sweet spot)?

_ ri= cos 26

| - Fig. 15.5.20 A 1ayueie dv
| Pronlema 0.
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Fig. 15.5.27 Um objeto circular rolan-
do por uma rampa.

Para ver os momentos de inércia em agiio, suponha-se que um clube esteja planejando
uma corrida de carros sem motor para o torneio anual de descida de uma colina. Tem-se
a escolha entre rodas solidas, rodas de bicicleta com raios firios, ou rodas esféricas s6li-
das (como mancais gigantes). Que tipo de roda imprimird maior velocidade aos carros?

Suponha-se um experimento em que se liberem varios tipos de rodas em um plano
inclinado, para saber qual chega & base primeiro (Fig. 15.5.27). Suponha-se que uma
roda de raio a e massa M parta do repouso no topo, com energia potencial EP = Mgh e
chegue a base com velocidade angular we velocidade (linear) v = aw. Entio., pela con-
servacao da energia, a energia potencial inicial da roda se transformou em uma soma
EC, + EC,, de energia cinética translacional EC, = 1AM v’e energia cinética rotacional

2
Ele - fuw = ma— (12)

b | =

conseqiiéncia da Eq. (9) desta Se¢io. Assim,

1 5 Iov?
= — 35t —
Mgh = My R (13)
Os Problemas 1 a 8 exploram as implicacdes desta formula.
1. Suponha que 0 momento de inércia (polar) da roda seja dado por
Iy = kMaz {]4)

para uma constante k. (Por exemplo, o Exemplo 10 d4 k = ¥4 para uma roda com a for-
ma de um disco sélido uniforme.) Deduza. entdo. da Eq. (13), que

2gh
_— . (15)
¢ L4k

Assim, quanto menor for k (e. dai, quanto menor for o momento de inércia da roda),
mais depressa a roda descerd o plano inclinado.

Nos Problemas 2 a 8, tome g = 32 fi/s* e suponha que a altura vertical do plano incli-
nado seja h = 100 f1.

2. Por que razdo decorre da Eq. (4) que, qualquer que seja o tipo da roda, a velocidade
méxima que uma roda circular pode atingir nesse plano inclinado é de 80 ft/s (ligeira-
mente abaixo de 55 mi/h)?

3. Se a roda é um disco sélido uniforme (como a roda de uma diligéncia dos velhos
tempos) com I, = 2Ma’, qual € sua velocidade v no final do plano inclinado?

4. Responda o Problema 3 se a roda tem a forma de um pneu fino de bicicleta, com
toda sua massa concentrada a distancia a do seu centro. Neste caso, [,= Ma’. (Por qué?)
5. Responda o Problema 3 se a roda tem a forma de uma coroa circular (ou arruela)
com raio exterior a e raio interior b.

Ndo tente resolver os Problemas 6 a 8, até ter estudado o Exemplo 3 da Se¢do 15.7.
Nos Problemas 6 a 8, qual é a velocidade da roda quando ela atinge a base do plano
inclinado?

6. A roda € uma esfera solida uniforme de raio a.

7. A roda € uma casca esférica muito delgada, cuja massa total estd concentrada a dis-
tancia a do seu centro.

8. A roda é uma casca esférica com raio exterior a e raio interior b = %a.

Finalmente, qual € sua conclusdo? Qual é a forma da roda que permite a descida
mais rapida de um carro?
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