Nos Problemas 15 a 24, eshoce primeiro a regido de integracdo,
em seguida inverta a ordem de integragdo como nos Exemplos 2
e 3 e, finalmente, calcule a integral resultante.
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25. Utilizando somas de Riemann, prove a Eq. (6) para o caso
em que R € um retingulo com lados paralelos aos eixos coorde-
nados.

26. Com auxilio de integrais iteradas e de propriedades conheci-
das das integrais simples, prove a Eq. (7) para o caso em que R é
um retangulo com lados paralelos aos eixos coordenados.

27. Utilizando somas de Riemann, prove as desigualdades em (8)
para o caso em que R é um retingulo com lados paralelos aos
eixos coordenados.

1’5.3 B
Area e Volume por
Integracao Dupla

- R
volume do sélido

T = {(x,

28. Utilize integrais iteradas e propriedades conhecidas das inte-
grais simples para provar a Eq. (9) se R, e R, sdo retingulos com
lados paralelos aos eixos coordenados e o lado direito de R, é o
lado esquerdo de R,.

29. Por meio de somas de Riemann, prove que

fjf(x. y) dA = J-f g(x, y) dA
R R

se flx, y) < g(x, v) em todos os pontos da regido R, um retangulo
com lados paralelos aos eixos coordenados.

30. Suponha que a fungdo continua f seja integrivel na regido
plana R e que fatinja um valor minimo m e um valor mdximo M
em R. Suponha ainda que R seja conexa, no seguinte sentido: Para
dois pontos arbitrdrios (x,, v,) e (x,, v,) de R, existe uma curva
paramétrica continua r(f) em R para a qual r(0) = ( x,, v, ) e r(1)
=< x;, ¥;>. Deduza entiio, de (8), a propriedade do valor médio
para integrais duplas:

Jjﬂh y) dA = f(X, ¥) - a(R)
R

para algum ponto (x,y)de R. |Sugestdo: Se m = fix,, y,) e M =
fix,, v)), entdo se pode aplicar a propriedade do valor intermedi-
rio da funcao continua fir(r)).]

A definigio de [[ f(x.v)dA foi motivada na Se¢io 15.2 pelo problema do célculo do

»2)|(x, ) ER e = Fix. M}

situado abaixo da superficie z = flx, y) e acima da regido R no plano xy. A Fig. 15.3.1
mostra um tal sélido. Apesar desta motiva¢ao geométrica, a defini¢io efetiva da inte-
gral dupla como um limite de somas de Riemann ndo depende do conceito de volume.

2=flx.y Pode-se. assim, inverter a situagao e utilizar a integral duplu para definir volume.
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Fig. 15.3.1 Uma regifo solida T com
lados verticais e base R no plano xy.

E interessante observar a conexdo entre esta defini¢iio e a abordagem do volume

por secdes transversas, discutida na Sec@o 6.2. Se, por exemplo, a regido R € vertical-
mente simples, entdo a integral de volume da Eq. (1) toma a forma
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Fig. 15.3.2 A integral interior na Eq.
(1) como a drea de uma regido no pla-
no yz.
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Fig. 15.3.3 A drea da seg¢io transver-
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Fig. 15.3.4 Uma regido verticalmen-
te simples.

em termos de integrais iteradas. A integral interior

_\«'2“’}

Alx) = flx, y) dy

¥ylx

¢ igual a drea da regido no plano vz que estd abaixo da curva

z= flx.y) (xfixo)

¢ acima do intervalo y,(x) £y < y,(x) (Fig. 15.3.2). Mas isto é a projecio da secio trans-

versa mostrada na Fig. 15.3.3. Logo, o valor da integral interior é simplesmente a 4rea
da se¢do transversa da regido s6lida 7’em um plano perpendicular ao eixo x. Assim,

b
V= f Alx) dx,

a

e, neste caso, a Eq. (1) se reduz a "o volume € a integral da drea da se¢iio transversa”.

EXEMPLO 1 O retangulo R no plano xy consiste nos pontos (x, v) tais que 0£x<2
e(0=y= 1. Determine o volume V do sélido abaixo da superficie z= 1 + xy e acima de R.

Solugdo Aqui, fix, v)=1+xy,eaEq. (1) dd

2 I
V=jJ'sz=ff{'l+.ry)dyd.r
R o -0
2 1
[l+so]
4 :

y=

2 2
dxzf{l+—§x_}dx={x+}x2] = 3,
] (4]

VOLUME POR INTEGRAIS ITERADAS

Uma regido tridimensional 7 é descrita genericamente em termos das superficies que
a delimitam. O primeiro passo ao se aplicar a Eq. (1) para calcular o volume V de uma
tal regido € determinar a regidao R no plano xy sobre a qual T esta situada. O segundo
passo consiste em determinar a ordem de integragio apropriada, para o que se pode
proceder como se segue:

Se cada reta vertical no plano xy encontra R segundo um tinico segmento de reta,
entdo R é verticalmente simples, e pode-se integrar primeiro em relagio a y. Os li-
mites de y serdo as coordenadas y y,(x) e y,(x) dos pontos extremos deste segmento
(Fig. 15.3.4). Os limites de x serdo os pontos extremos @ € b do intervalo no eixo x
sobre o qual R se projeta. O Teorema | da Segdo 15.2 dd entao
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Alternativamente.

Se cada reta horizontal no plano xy encontra R segundo um wnico segmento, entao R
¢ horizontalmente simples, podendo-se integrar em relacio a x primeiro. Neste caso,
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Conforme indicado na Fig. 15.3.5, x,(v) e x,(v) s@o as coordenadas x das extremida-

des deste segmento horizontal, e ¢ e d sdo as extremidades do intervalo correspon-
dente no eixo y.

Se aregiao R € vertical e horizontalmente simples, tem-se a op¢ao de escolher a ordem
de integracdo que conduza aos cilculos subsegiientes mais simples. Se R ndo é nem
verticalmente nem horizontalmente simples, deve-se entdo, em primeiro lugar, subdi-
vidir R em regides simples antes de se proceder a integragio iterada.

O caso especial fix, y) =1 na Eq. (1) dd a drea

A=a(R)=jjldA="'jdA (4)
X e = \

Fig. 15.3.5 Uma regido horizontal- s Sl u "
siente simples. daregido plana R. Neste caso, a regido sélida T se assemelha a uma “mesa” do deserto

92

(Fig. 15.3.6) —um cilindro s6lido com base R de drea A e altura 1. O volume de qual-
quer um desses cilindros — ndo necessariamente circular— ¢ o produto de sua altura
pela drea de sua base. Nesse caso. as integrais iteradas nas Egs. (2) e (3) se reduzem a

fle.y) =1 b fyanp d rrgp
A=JJ ldydx e A=jj 1 dx dy,
. ] Vint £ Yesq.
respectivamente.

EXEMPLO 2 Calcule, por integracio dupla, a dred A daregido R no plano xy deli-
mitada pela reta vy = x e pela parabola y = ¥»— 2x

Solu¢d@o Conforme indicado na Fig. 15.3.7, areta y,,, = x e a pardbola y, ;= x* — 2x se
interceptam nos pontos (0, 0) e (3, 3). (Estas coordenadas sdo ficeis de determinar,
resolvendo-se a equacdo y,,, = ¥,,.) Portanto,

b Ysup i px
A=J’J‘ ldydx=jj 1 dydx
Yinf 0 Yi?-2x

3 x

Fig. 15.3.6 A “mesa”.

a

B 3
=J [“’] d”f (3x_x2)d1=[§x2—§x3] =}
0 Y204 0 L

EXEMPLO 3 Ache o volume do sélido T em forma de cunha acima do plano xy e
abaixo do plano z = x, e no interior do cilindro x* + y* = 4. A Fig. 15.3.8 ilustra esta

cunha.
- | §
(3,3)
-
dy
\ 4
\‘ T = =x2-2x
(0,0)
X
—-4 Ld_\'
Fig. 15.3.7 A regido R do Exemplo 2. Fig. 15.3.8 A cunha do Exemplo 3,
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y=0

Fig. 15.3.9 Metade da base R da cu-
nha (Exemplo 3).

Fig. 15.3.10 O sélido T'tem lados ver-
ticais e € delimitado por superficies
acima e abaixo.

(0,2, 0)

Fig. 15.3.11 O solido T do Exemplo 4.

Solugd@o A regido base R é um semicirculo de raio 2, mas, por simetria, pode-se in-
tegrar sobre o quarto de circulo § do primeiro quadrante e duplicar o resultado. Um
esbogo do quarto de circulo (Fig. 15.3.9) ajuda a estabelecer os limites de integragio.
Poder-se-ia integrar em qualquer ordem, mas a integragdo primeiro em relacio a x dd
um cdlculo ligeiramente mais simples do volume V:

7 pVa—y2 2 Va2
V=szdA=2jf .rdxdy=2f [%xz] dy
o Jo

5

2 2
=f (4= yhdy = [4y —%y’] =4
0

0
Como exercicio, o leitor deverd integrar na outra ordem e comparar os resultados.

VOLUME ENTRE DUAS SUPERFICIES

Suponha-se agora que a regido s6lida T esteja acima da regido plana R, como anterior-
mente, mas entre as superficies z=z,(x, y) e z=2,(x, y), com z,(x, ¥) £ z,(x, y) para todo
par (x, y) em R (Fig. 15.3.10). Entdo. obtém-se o volume V de T subtraindo-se o volu-
me abaixo de z = z,(x, ¥) do volume abaixo de z = z,(x, y):

V= ff[zz{l, )’) —ZilXs )’)] dA. (5)
R

Mais resumidamente,

V= JJ(ZHIJF‘ - ZmI) dA
R

onde z,,, = 2,(x, y) representa a superficie do topo e z,,,=z,(x, y) representa a superficie
da base de 7. E uma generalizagdo natural da férmula da drea da regido plana entre as
curvas y = f,(x) e y = f.(x) sobre o intervalo [a, b]. Além disso, tal como aquela férmu-
la, a Eq. (5) € vdlida mesmo se f|(x, y). ou f,(x. v). ou ambas, sdo negativas em parte da
regido R ou em toda ela.

EXEMPLO4 Determine o volume V do sélido T delimitado pelos planosz=6ez=
2y e pelos cilindros parabdlicos vy =x* e y =2 —x*. A Fig. 15.3.11 ilustra este sélido.

Solu¢dao Como os cilindros parabélicos dados sdo perpendiculares ao plano xy, 0 $6-
lido T tem lados verticais. Assim, pode-se encarar T como situado entre os planos z,,,
=6 e 7,y =2v e acima da regido R do plano xy delimitada pelas pardbolas y=x*e y=2
—x%, Como se vé na Fig. 15.3.12, estas parabolas se interceptam nos pontos (=1, 1) e
110

(=1, 1) (I, 1)

- 1 VY Fig 153.12 A regido R do Exemplo 4.
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Integrando-se primeiro em relagdo a y (pois, do contrdrio, seriam necessarias duas
integrais), obtém-se

12—l
= fj[Zﬁllp - Znu’.) dA = j f (6 = 2y) dy dx
R 2 -1 7.2
1 2=z

= ZJ. [6y = yz] dx (por simetria)
0 _v‘—'.\'z

= 2[ (612~ %) — (2 =] — [62*— x*]) dlx

: 1
=2f (3‘“8x2)dx=]6[ _%Ia] =2
9 1]

%)

15.3 Problemas
Nos Problemas 1 a 10, use a integragdo dupla para achar a drea  Nos Problemas 11 a 26, determine o volume do sélido abaixo da
da regido do plano xy delimitada pelas curvas dadas. superficie z = flx, v) e acima da regido do plano xy delimitada

B L i pelas curvas dadas.
LLy=xy*=x 2. y=x,y=1x
5 ) IlL.z=1+x+y x=0x=1y=0,y=1
3._\.—x,}‘—2.1’+3 (Flg]5313) 12':,':21_'_3},: I=0.x=3._\'=0._}'=2
=y+te. x=0x=lLy=0.y=2

¥ = 13z

—
P'
II

z=3+4+cosx+cosy; x=0,x=m,y=0,
y =m (Fig. 15.3.17)

zZ =3 + cos X + cos y

\ v

Fig. 15.3.13 Problema 3. Fig. 15.3.14 Problema 4.

4,y =2x + 3,y =6x — x* (Fig. 15.3.14)
S5.y=xx+y=2y=0
6. y=(Cx—10Py=x+1%y=0

7.y=x*+1,y=2x*—3 (Fig. 15.3.15)
Fig. 15.3.17 A superficie do Problema 14.
¥ v
y=x=41
15.z=x+y;: x=0,y=0x+y=1
16. z =3x + 2y; x=0, v=Ox+2v=4
17.z=1+x+y x=1, v—0y=
18. z=2x+y; x=0,y= '\/_
! 19. 2=x% y=x%y=1
y=242-3 y=9-x? Y20.z=y x=yLx=4
Fig. 15.3.15 Problema 7. Fig. 15.3.16 Problema 8. .z=x+9 x=0y=0x=Ly=2
2. z=14+ x4+ 9% y=x,y=2—x?
8. y=x*+1y=9—x* (Fig. 153.16) 2. :=9—x—-y; y=0,x=3,y=2x/3
9. y=x,y=2x,xy=2 24.z=10+y—x% y=xLx=y?
2 25, z=4x*+ y%, x=0,y=0,2x+y =2
10.y= ¥y = 2 3
’ ] -+ x? 26. z=2x+3y; y=2xy=x
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27. Por integracdo dupla, calcule o volume do tetraedro no pri-
meiro octante delimitado pelos planos coordenados e pelo plano
de equagio x/a + y/b + z/c¢ = 1 (Fig. 15.3.18), Os ndmeros @, b ¢

¢ sdo constantes positivas.

Fig. 15.3.18 O tetraedro do Problema 27.

28. Suponha h > a > 0. Mostre que o volume do sélido delimita-
do pelo cilindro x* + y* = @, pelo plano z = 0, e pelo plano z = x
+ h é ma‘h.

29. Calcule o volume da parte do primeiro octante do sélido de-
limitado pelos cilindros x* + y> = 1 e y* + z* = | (Fig. 15.3.19).
[Sugestdo: Uma ordem de integracio é consideravelmente mais
ficil do que a outra. ]

Fig. 15.3.19 O sdlido do Problema 29,

30. Determine as dreas das duas regides delimitadas pela pard-
bola y = x* e pela curva y(2x — 7) =—9, uma hipérbole equildtera
transladada (Fig. 15.3.20). [Sugestdo: x=—1 é uma raiz da equa-
¢io ctibica que deveri ser resolvida. ]

15

10

Fig. 15.3.20 As duas regides do Problema 30.

Nos Problemas 31 a 38, o leitor pode consultar o Cap. 9 ou a
tiabua de integrais, logo apds o sumdrio deste livro, para achar
antiderivadas de expressaes tais como (a* — u’)'",

31. Ache o volume de uma esfera de raio a por integragio du-
pla.

32. Use a integracio dupla para achar a férmula V = V(a, b, ¢)
para o volume de um elipséide com semi-eixos a, b e ¢.
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Fig. 15.3.21 O paraboléide
solido do Problema 33.

34. Determine o volume do sélido delimitado pelos paraboléides
z=x"+2y"ez=12 -2 - y* (Fig. 15.3.22).

2 2

Fig. 15.3.22 O sélido do Proble-
ma 34.

35. Ache o volume removido quando se faz um orificio quadra-
do de lado R diretamente através do centro de um longo cilindro
horizontal de raio R,

z =4 - yé
-5 X
122 /4

2

Fig. 15.3.23 O solido do
Problema 36.

36. Determine o volume do sélido delimitado pelas duas super-
ficies z =x" + 3y" e z=4 — y* (Fig. 15.3.23).

37. Determine o volume V do sélido 7' delimitado pelos cilindros
parabélicos z=x% z=2x%, y=xev=8—x°

38. Suponha que um orificio quadrado de lado com comprimen-
to 2 seja aberto simetricamente pelo centro de uma esfera de raio
2. Mostre que o volume removido é dado por

1
YV = j F(x) dx,
1]
onde

Flx) = 4V3 — x* + 4(4 — xYarcsen ———.
V4 — x?

Utilize a regra de Simpson (ou a tecla de integragio ou uma sub-
rotina de uma calculadora) para obter uma aproximagio desta

integral. Seu resultado numérico € consistente com o valor exato

V =4(197 + 2V2 — 54 arcte V2)?
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