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Seja o seguinte problema de valor de contorno

Problema D: Encontrar u € U tal que
—u"+u=2 VreQ=(0,1), (1)

satisfazendo as condigoes de contorno

onde U ¢é o espago das fungoes duas vezes diferenciaveis que satisfazem u(0) = u(1) = 0,

cuja solucao exata é dada por
sinh z

sinh 1’
Um problema variacional associado ao Problema D, consiste em

ue(r) =

Problema V: Encontrar u € V tal que

~—

1 1
/ [u'v" + uv] dx:/ rwdr Yve, (2
0 0

onde V é o espaco das fungoes diferenciaveis que satisfazem v(0) = v(1) = 0.

Exercicio 1. Seja V), = span{¢;(z)}_, C V um espaco de dimensdo n, cujas fungoes
satisfazem ¢;(0) = ¢;(1) = 0. A partir do Problema V, podemos apresentar o Método de
Galerkin

Problema Vh: Encontrar u, € V), tal que

1 1
/ [u v, + upvy| de = / zvp dr Y oy € Vy, (3)
0 0

a) Discuta possiveis escolhas para o espago Vj,.



b) Se a solu¢do do Método de Galerkin for escrita como

up(v) = Zwi¢i($)> (4)

mostre que o Problema Vh pode ser associado a resolugao de um sistema linear na
forma

Aw =f, (5)

com A € R™" e w,f € R", explicitando quais sao os elementos a,;; da matriz A e
fi do vetor f.

Exercicio 2. Seja ¢; = z'(z — 1). Encontre a solugao do Problema Vh paran =1,2 e
3.

Exercicio 3. Seja agora ¢; = sin(imx). Utilize a propriedade de que

! sin(nme) sin(mz) — 0, n e m inteiros e n # m
0 1 1/2, n e m inteiros e n =m

! cos(nrz) cos(mrz) — 0, m e m inteiros e n # m
0 | 1/2, nem inteiros e n =m

e encontre a solu¢ao do Problema Vh paran =1,2 ¢ 3.

Exercicio 4. Sabendo que a solugao exata do Problema D é dada por

sinh z
sinh 1’

ue(z) =z

a) Construa graficos comparando a solugao exata com as solugoes aproximadas obtidas
nos Exercicios 2 e 3.

b) Construa graficos comparando a derivada primeira da solu¢ao exata com as derivadas
primeiras das solugoes aproximadas obtidas nos Exercicios 2 e 3.

Exercicio 5. Seja V), = span{¢;(x)};_, C V, com ¢;(z) = z'(x — 1).

a) Mostre que, neste caso, os coeficientes da matriz A e do vetor f sao dados por

ij [(L+a)j+A+5)i] 1+ 0+ +)) 2 1
Qi = —— — — + — - + —
1+ —1 1+ 1+j+1 i+7+2 i4+j54+3
¢ | 1
fi:z‘+3_z+2’
respectivamente.



b) Escreva um programa que utilize as expressoes da letra a) para montar a matriz A
e o vetor f, resolva o sistema (5), encontre o vetor de coordenadas w e determine a
solugdo do Método de Galerkin, equagao (4).

c¢) Construa graficos comparando a solugao exata com as solugoes aproximadas obtidas
pelo programa da letra b), paran = 2,4 e 8.

Exercicio 6. Seja agora ¢;(x) = sin(inz).

a) Determine quais sdo os valores dos coeficientes da matriz A e do vetor f e encontre
uma expressao analitica para as coordenadas w;. Escreva a solucdo (4) para este
caso.

b) Mostre que |w;| > |wi1| € que lim w; = 0.
1—00

c¢) Construa graficos comparando a solugao exata com as solugoes aproximadas obtidas
pelo expressao da letra a), paran = 2,4 e 8.

Exercicio 7. Escreva um programa que utilize integragao numérica pelo método dos
trapézios composto, para montar a matriz A e o vetor f, resolva o sistema (5), encontre
o vetor de coordenadas w e determine a solucdo do Método de Galerkin, equacao (4). O
programa devera ser capaz de usar como fungoes base tanto ¢;(z) = z'(x — 1) quanto

¢i(z) = sin(irz).

a) Compare as coordenadas obtidas na letra a) da questao 2 com as obtidas pelo
programa desenvolvido nesta questao para n = 6 e utilizando 5 intervalos para a
integragdo numérica. A matriz A obtida numericamente é diagonal? Os valores
da diagonal sdo os esperados? Quais as possiveis causas da diferenca? E possivel
identificar algum erro apenas analisando as coordenadas?

b) Compare as coordenadas obtidas pelo programa da letra b) da questao 1 com o
programa desenvolvido nesta questao para n = 10 e utilizando 100 intervalos para
a integracao numérica. Quais as possiveis causas da diferenca?



