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Decomposição em Valores Singulares (SVD).

Exercício 1. Seja a matriz A ∈ Rm×n com posto(A) = r e a decomposição A = UΣV T

onde U = [u1, . . . , um] ∈ Rm×m e V = [v1, . . . , vn] ∈ Rn×n são matrizes ortogonais e
V = Σ ∈ Rm×n tem a forma

Σ =

[
Σ̂ 0
0 0

]
com Σ̂ = diag(σ1, σ2, . . . , σr) ∈ Rr×r e σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0.

a) Expresse AT , ATA e AAT em termos de U , Σ e V .

b) Mostre que v1, . . . , vn são autovetores de ATA, u1, . . . , um são autovetores de AAT

e σ2
1, σ

2
2, . . . , σ

2
r são os autovalores não nulos de ATA e AAT .

Exercício 2. Seja

A =

[
1 2 0
2 0 2

]
.

a) Calcule os autovalores e os autovalores de ATA.

b) Calcule os autovalores e os autovalores de AAT .

c) Determine a decomposição SVD de A.

Exercício 3. Determine a decomposição SVD das seguintes matrizes

A =

 −1 0
1 −1
0 1

 B =
[

3 4
]

C =

 3 2
2 3
2 −2

 D =

[
1
4

]
E =


1 0
0 1
1 1
0 0

 .
Exercício 4. Mostre que se A ∈ Rm×n tem valores singulares σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ 0, então

‖A‖2 = σ1.
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Exercício 5. Mostre que se A ∈ Rn×n tem valores singulares σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn > 0,
então

κ2(A) = ‖A‖2‖A−1‖2 =
σ1
σn
.

Exercício 6. A pseudoinversa A† da matriz A pode ser escrita como

A† = V Σ†UT

onde

Σ† =

[
Σ̂−1 0

0 0

]
∈ Rn×m.

Calcule as pseudoinversas das matrizes do Exercício 3.

Exercício 7. Sejam A ∈ Rm×n, b ∈ Rm e seja x ∈ Rn a solução de norma mínima do
problema

‖b− Ax‖2 = min
w∈Rn

‖b− Aw‖2.

Mostre que x = A†b.

Exercício 8. Utilizando SVD (por que não QR?) e a pseudoinversa, encontre a solução
de de mínimos quadrados de norma mínima do problema Ax = b com

A =

 1 2
2 4
3 6

 e b =

 1
1
1

 .
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