MS211 - Célculo Numérico Prova P2, Turma K, 21/11/2019

Aluno: GABARITO, v1.1 RA:

e Assinar esta folha.

e N3o utilize celular. Mostre os passos utilizados no desenvolvimento. Utilize o verso caso seja necessario.

Boa prova!

Questdo 1 (3,0 Pontos)

1
Utilizando o produto interno < f,g >= / f(z)g(z)dz, determine os coeficientes do ajuste, pelo método
-1

3

dos minimos quadrados, do polinémio ctibico p(x) = ag + a1z + asx? + azx® as seguintes funcdes f(z), no

intervalo [—1, 1]:
a) f(x) =a+xz(B+0x)> (1,0 pt)
b) f(x) =" (2,0 pt)

Atencgdo: Usar teoria antes de fazer as contas!

Resolugdo da letra a):

flz) = a+a(f+0z)
= a+x(B? +260x + 0%2?)
= a+ %z +2802% + 6223

Como f pertence ao espaco de polinomios de grau < 3, o polinomio ciibico p do ajuste de minimos quadrados
é a propria funcao f. Logo, igualando os polinémios, temos:

aw=ca, a =2 a=280 e a3=20°

Resolugdo da letra b):
2

eo(x) =1, ¢1(z) =z, @az)=2" e p3(z)=1
Como f(r) = x° é fmpar e o intervalo é simétrico em torno da origem, os coeficientes do ajuste que
multiplicam as fungoes pares g e o sao nulos.

3

ag = 0 e a9 = 0.
Com isso, o sistema de equagoes normais ¢ dado por:

[<301,<p1> <901,903>Ha1}:[<901,f>}
< 3,01 > < 3,03 > as <3, f>

Calculo dos produtos internos:

< ¥1,¥1 >:/ s < p1,p3 >= / 2dr ==
1 3 1 5
2 ! 2
6
< 3,91 >=< Y1,¥3 >=3 < p3,¥3 >:/ xdx:?
-1
<1, f >:/ 2%dz = = < 3, f >:/ 28de = =.
1 7 1 9



Resolugdo (continuagdo da letra b) da Questdo 1):

e e L] =15 ]

E temos o sistema normal:

1
cuja solugao é a1 = 37 ~ —0.2381 e ag = 5 ~ 1.111. Com isso, o ajuste é dado pelo polinémio
5 10 4
ple) = —gpet g

A funcéo original f e o polindmio cibico p estao ilustrados na Figura 1.

Observacdo: Caso sejam usadas todas as funcoes da base, temos o sistema normal

2 0 2/3 0 ag 0

0 2/3 0 2/5||a | |27
2/3 0 2/5 0 as | | 0

0 2/5 0 2/7]| as 2/9

Cuja resolugao também fornece

aO:O, a1 = ———

Questao 1, letra b)

Funcao - f(>i) —
Ajuste - p(x) —

Figura 1: Solugao da letra b) da Questao 1.



Quest&o 2 (3,0 Pontos)

Sejam xg,x1, ..., %, numeros reais distintos, yo,y1,-..,y, valores associados e p,(x) o polinémio de grau
< n que interpola esses valores, ou seja

pn(z) =y, 1=0,1,...,n. (1)

a) Utilizando o polinémio interpolador quadrético de Lagrange ou de Newton, calcular o valor p2(0.8),
a partir da tabela: (2,0 pt)

X y
0.000 1.000
0.500 1.649
1.000 2.718

b) Vimos em sala que as coordenadas a € R""! de p,(x) em termos da base polinomial canoénica x°,
i =0,1,...,n pode ser determinada pela resolucio do sistema Xa =y, onde X € R(rHDx(n+1) 4 4
matriz de Vandermonde (inversivel, uma vez que os x; sio distintos) e y € R"™! ¢é o vetor contendo
os dados y;. Com base neste resultado, mostre que se g(x) é outro polindémio de grau < n que satisfaz

(1), entdao g(z) = pn(z). (1,0 pt)

Resolugdo da letra a): Pontos:

20=00 z1=05 z9=10 e yo=1.000 o1 =1.649 vy, =2.718.

2
Utilizando polindmios de Lagrange: po(x) = Zyili(x), ou seja
i=0

pQ(O.S) = yolg(o.g) + y111(0.8) + y2l2(0.8), com
(0.8 —z1)(0.8 —x3) (0.8 —0.5)(0.8 — 1.0)
[p(0.8) = = = —0.12
0( ) (xo — l’l)(aio — xg) 0.5
(0.8 —20)(0.8 —x3)  0.8(0.8 — 1.0)
[1(0.8) = = =0.64
1( ) (.’ﬁl — l’o)(ﬂ?l - xg) —0.25
(0.8 —20)(0.8 —x;)  0.8(0.8 —0.5)
1(0.8) = = = 0.48.
2( ) (:ﬁg — l’o)(l‘g — ml) 05
De onde
p2(0.8) = 1.000 x (—0.12) + 1.649 x (0.64) 4 2.718 x (0.48) = 2.24.

Utilizando a férmula de Newton: po(x) = do + dy(z — x¢) + do(x — x0)(x — x1), ou seja
p2(0.8) = do + d1(0.8 — 0.0) + d(0.8 — 0.0)(0.8 — 0.5) = do + 0.8d; + 0.24do,

onde, pela tabela de diferencas divididas, temos:

Y1 — Yo 0.649
= = =1.298
Tr1 — X 0.5

Y2—Y1 Y1 — Y 2.138 — 1.298
dy = - — 1) = ————— = 0.84.
2 <x2 —x X1 — x0> /(@2 = o) 1.0-0.0

d() =Y = 1.000, dl

De onde:

p2(0.8) = 1.000 + 0.8 x (1.298) + 0.24 x (0.84) = 2.24.

Resolugdo da letra b): Escrevendo ¢(x) em termos da base canonica, temos Xa =y, onde a é o vetor das
coordenadas do polindémio ¢(x) nesta base. Note que a matriz X e o vetor y nao mudam, uma vez que sao
dados do problema. Subtraindo, temos: X(a—a) =y —y = 0, ou seja: X(a—a) =0. Como X ¢é inversivel,
a Unica solucao do sistema é (a — a) = 0, o que implica a = a e g(z) = p,(x).



Questdo 3 (4,0 Pontos)

A férmula de Newton-Cotes com trés pontos de integragao (i = 0,1 e 2), também conhecida como férmula
de 1/3 de Simpson, pode ser escrita na forma

b 2
/ fla)do~ T = wif(z;)
a i=0

onde z; = a + ih, com h = (b — a)/2, sdo os pontos de integragdo e w; é o peso associado ao ponto x;.

a) Mostrar que esta férmula pode ser escrita como

1= 21rw) + 45 Gen) + f@)). (10 p1) &)

b) Sabendo que o comprimento de arco de uma curva de (a ,y(a)) a (b,y(b)) é dado por:

C= /ab\/l + (/(z))%dz

utilizar a férmula (2) para calcular o comprimento de arco da curva y = sen(nz) dex =0az = 1,
utilizando cinco digitos. (1,0 pt)

c) Repita o cédlculo de letra b) utilizando quadratura Gaussiana com dois pontos. (lembrete: wy = w; =1

e & = —& =v3/3) (2,0 pts)

Resolugdo da letra a):  Sabemos que nas férmulas de Newton-Cotes os pesos w; nada mais sao do a integral
das fungoes base de Lagrange, no intervalo [a, b]:

w; = / () da (3)

2
Usando a propriedade de que Z l; =1, temos que
i=0

2
> wi=(b—a)=2h, (4)
=0

o que nos d4 uma primeira relagao entre os pesos w;. Uma vez que os pontos sao uniformemente espacados,
podemos usar a simetria das fungdes base de Lagrange e afirmar que wg = ws, 0 que combinado a (4)
fornece:

2uwo + w1 = 2h. (5)

Com isso, basta usar (3) e calcular wy ou w;. Optamos por calcular wy:

I O ot ot N T VR
o /alo(x) dx_/xo (wo — w1)(z0 — T2) dI_Qh2 o @-m)lw=a)d

1

2h 1
_ 2h2/0 (1~ h)(os — 20) du = L.

1
O valor do peso wy é obtido pela simetria, wo = wy = §h’ e o do peso w; é calculado pela equagao (5),

4 .
fornecendo wy = gh. Isto nos permite escrever

b 2
[ #@) de T =3 i) = = gl Gao) + 4f 1) + Fla)
a =0

W



Resolucdo da letra b): y = sin(nz), ¥’ = 7 cos(mwz).

C:/Ol\/1+7r20082(7rx)dx:/01f(a:)dx

com

f(x) = \/1+ n2cos?(mx).
Foérmula de Simpson: A = 0.5, g = 0.0, x1 = 0.5 e z5 = 1.0.

£(0.0) = /1 + 72 cos?(m x 0.0) = 3.2969

£(0.5) = /1 + 72 cos?(m x 0.5) = 1.0000
F(1.0) = /1 + 72 cos?(m x 1.0) = 3.2969

0.5
Crlg= ?[3.2969 + 4.000 + 3.2969] = 1.7656

~ ~ , . _ . Tr—a +1
Resolugdo da letra ¢):  Relagao entre o dominio geométrico e o padrao: 5 = (ST
—a

C:/Olf(a:)dx:b2a/11f<a+[)2a(§+l)>d§

1

ou, fazendoa=0e b= 1:

—

[ 15+ n)ac
wnf (560 + 1) +uf (56 + )]
f <;(—\/§/3 + 1)> + f (;(\/5/3 + 1))]

[£(0.21132) + f (0.78868)]

Q

NI RN~ N~ N~ N

1 _

= = [2.6687 + 2.6687]
= 2.6687.

Ou seja
C ~ Ig = 2.6687

Observacdo: Solucdo refinada fornece C' = 2.3049



