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Observação: O livro de referência desta lista é: Lima, Elon L., Curso de Análise, Vol.1,
Projeto Euclides, 12 ed., IMPA, 2009 (quarta impressão).

1. Seja f : R→ R função anaĺıtica tal que f 6≡ 0 e o conjunto Z = {x ∈ R : f(x) = 0} é
infinito. Mostre que para todo x ∈ R e todo n ∈ N, existe k ≥ n tal que f (k)(x) 6= 0. É posśıvel
Z não ser discreto e f 6≡ 0? É posśıvel Z ser discreto e f 6≡ 0?

2. Seja f : R→ R função anaĺıtica. Mostre que se todas as derivadas de ordem ı́mpar em x = 0
são nulas, então f é uma função par.

3. Seja f : R→ R uma função anaĺıtica tal que f(0) = 0 e f(xn) = f ′(xn), ∀n ∈ N, onde
xn → 0 é uma sequência estritamente decrescente. Mostre que f(x) = 0, ∀x ∈ R.

4. Se X ⊂ R é um conjunto discreto então qualquer conjunto E de funções f : X → R é
equicont́ınuo.

5. Sejam fi : X → R, i = 1, ..., n, funcões cont́ınuas. Mostre que o conjunto E = {f1, f2, ..., fn}
é equicont́ınuo.

6. Sejam fi : X → R, i = 1, ..., n, funcões uniformemente cont́ınuas. Mostre que o conjunto
E = {f1, f2, ..., fn} é uniformemente equicont́ınuo.

7. Sejam E1, E2, ..., En conjuntos de funções f : X → R equicont́ınuas em um ponto x0 ∈ X.
Mostre que o conjunto E = E1 ∪ E2... ∪ En é equicont́ınuo em x0.

8. Se uma sequência de funções cont́ınuas fn : X → R converge para f : X → R uniformemente,
então E = {f, f1, f2, f3, ...} é equicont́ınuo.

9. Seja (fn) uma sequência de funções cont́ınuas definidas em um intervalo compacto I. Assuma
que exista K > 0 e 0 < λ ≤ 1, tais que,

|fn(x)− fn(y)| ≤ K |x− y|λ , ∀x, y ∈ I e ∀n ∈ N.

Se existe x0 ∈ I, tal que fn(x0) = a ∈ R para todo n ∈ N, então (fn) tem uma subsequência
que converge uniformemente.

10. Toda função de classe C∞(R) é anaĺıtica? Justifique sua resposta.

11. Seja I intervalo compacto e C(I,R) o conjunto das funções cont́ınuas f : I → R. Mostre
que existe um conjunto enumerável E ⊂ C(I,R) tal que: dado f ∈ C(I,R) e ε > 0, existe



g ∈ E satisfazendo
‖f − g‖∞ = sup

x∈I
|f(x)− g(x)| < ε.

Comentário: Na linguagem de espaços normados (ou métricos), isto diz que o espaço C(I,R)
munido com a norma ‖f‖∞ tem um subconjunto enumerável denso.

12. Seja (fn) uma sequência de funções cont́ınuas em I = [a, b] e anaĺıticas em (a, b) que converge
uniformemente para f : I → R. Podemos concluir que f é anaĺıtica em (a, b)? Sugestão: Use
o Teorema da aproximação de Weierstrass.

13. Resolvam os seguintes exerćıcios encontrados nas páginas 423 a 424 do livro de referência:
- 44, 45, 49, 50, 52.


