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Lista de Exerćıcio I - MA602-1S-2013

Observação: O livro de referência desta lista é: Lima, Elon L., Curso de Análise, Vol.1,
Projeto Euclides, 12 ed., IMPA, 2009 (quarta impressão).

1. Sejam A,B subconjuntos limitados de R tais que ∅ 6= A ⊂ B. Mostre que se para ∀x ∈ B,
∃y ∈ A tal que x ≤ y, então supA = supB. Mostre que se para ∀x ∈ B, ∃y ∈ A tal que y ≤ x,
então inf A = inf B.

2. Usando apenas a definição, calcule
∫ 1

0
(3x + 2)dx,

∫ 1

0
(2x + 3)dx e a integral de uma função

constante. Usando apenas a definição e algumas “propriedades básicas”, calcule a integral de
uma função escada em um intervalo [a, b].

3. Sejam f, g : [a, b] → R funções limitadas que diferem apenas em um subconjunto finito de

[a, b]. Mostre que f é integrável, sse, g é integrável. Em caso afirmativo,
∫ b

a
f =

∫ b

a
g.

4. Sejam f, g : [a, b] → R duas funções limitadas. Avalie se as seguintes afirmações são ver-
dadeiras ou não, justificando suas respostas.

a) Se f, g não são integráveis, entao f + g não é integrável. É verdade que cf não é
integrável para qualquer c 6= 0?
b) Se f, g não são integráveis, então fg não é integrável.
c) Se f : [a, b]→ R não é integrável, entao |f | não é integrável.

d) A igualdade
∫ b

a
(f + g) =

∫ b

a
f +

∫ b

a
g é sempre verdadeira.

e) Se f for seccionalmente cont́ınua então f é integrável. A rećıproca é verdadeira?

6. Mostre que toda f : [a, b] → R monótona é Riemman integrável. Sugestão: Note que a
oscilação de f é dada por w(f, [ti−1, ti]) = |f(ti)− f(ti−1)|.

7. Sejam f1, f2, ..., fk : [a, b] → R funções integráveis. Mostre que existe uma sequência de
partições Pn de [a, b] tal que |Pn| → 0 e∫ b

a

fi = lim
n→∞

S(fi, Pn) = lim
n→∞

s(fi, Pn), para todo i = 1, ..., k.

8. Para f : [a, b]→ R, defina f+(x) = max{f(x), 0} e f−(x) = max{−f(x), 0} a parte positiva
e negativa de f, respectivamente. Mostre que vale a decomposição f(x) = f+(x)− f−(x) e que
|f(x)| = |f+(x)|+ |f−(x)|. Se f for limitada, mostre que f é integrável, sse, f+ e f− são ambas
integráveis.

9. Denote por Ea,b o conjunto das funções Riemann-integráveis em [a, b]. Mostre que Ea,b é um

espaço vetorial. Considere a aplicação ‖·‖1 : Ea,b → R dada por ‖f‖1 =
∫ b

a
|f | . Mostre que

‖·‖1 é uma pseudo-norma em Ea,b, mas não uma norma.



10. Seja (xn)n∈N uma sequência monótona em [a, b]. Mostre que se f é limitada em [a, b] e
cont́ınua em [a, b] − {xn}n∈N então f é integrável, usando apenas propriedades básicas, tais
como Teorema 7 e Corolários 1 e 2 das páginas 319 e 320 do livro de referência.

11. Resolva os seguintes exerćıcios encontrados nas páginas 352 a 360 do livro de referência:
- 1 a 7;
- 9 a 13;
- 16 e 18;
- 20 a 25;
- 28 a 31;
- 39 a 41.

12. É posśıvel uma famı́lia não enumerável de conjuntos de medida nula ter união com medida
não nula?

13. Denote por Ca,b o conjunto das funções continuas em [a, b]. Notando que Ca,b ⊂ Ea,b, mostre
que a quantidade ‖·‖1 (definida no exerc. 9) restrita a Ca,b é uma norma, isto é, ‖·‖1 : Ca,b → R
dada por ‖f‖1 =

∫ b

a
|f | é uma norma em Ca,b.

14. Sejam f, g : [a, b]→ R funções integráveis. Mostre a desigualdade de Cauchy-Schwarz∫ b

a

|fg| ≤
(∫ b

a

|f |2
)1/2(∫ b

a

|g|2
)1/2

. (1)

Sugestão: Note que |f(x)g(x)| ≤ 1
2
|f(x)|2 + 1

2
|g(x)|2, considere as normalizações

f̃(x) =
f(x)(∫ b

a
|f |2
)1/2 e g̃(x) =

g(x)(∫ b

a
|g|2
)1/2 ,

use a monotonicidade da integral e que ela é um operador linear.

13. Seja Ca,b como no exerćıcio 13. Considere a aplicação < ·, · >: Ca,b × Ca,b → R, dada por

< f, g >=

∫ b

a

fg.

Mostre que < ·, · > é um produto interno em Ca,b e que ‖f‖2 =
(∫ b

a
|f |2
)1/2

é a norma gerada

por tal produto.


