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Observacao: O livro de referéncia desta lista é: Lima, Elon L., Curso de Anélise, Vol.1,
Projeto Euclides, 12 ed., IMPA, 2009 (quarta impressao).

1. Sejam A, B subconjuntos limitados de R tais que ) # A C B. Mostre que se para Vz € B,
Jy € A tal que x <y, entao sup A = sup B. Mostre que se para Vr € B, Jy € A tal que y < «x,
entao inf A = inf B.
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2. Usando apenas a definigao, calcule [ ;(Sx + 2)dz, [ (224 3)dz e a integral de uma fungao
constante. Usando apenas a definicao e algumas “propriedades basicas”, calcule a integral de
uma funcao escada em um intervalo [a, b].

3. Sejam f,g : [a,b] — R fungdes limitadas que diferem apenas em um subconjunto finito de
[a,b]. Mostre que f é integravel, sse, g é integravel. Em caso afirmativo, f; f= ff g.

4. Sejam f,g : [a,b] — R duas fungdes limitadas. Avalie se as seguintes afirmagoes sao ver-
dadeiras ou nao, justificando suas respostas.

a) Se f, g nao sdo integraveis, entao f + g nao é integravel. E verdade que ¢ f nao é
integravel para qualquer ¢ # 07

b) Se f, g nao sdo integraveis, entdo fg nao é integravel.

c) Se f:[a,b] — R nao é integravel, entao |f| nao é integravel.
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d) A igualdade [ (f+g) = [ f+ [, 9 é sempre verdadeira.
e) Se f for seccionalmente continua entao f é integravel. A reciproca é verdadeira?

6. Mostre que toda f : [a,b] — R mondtona é Riemman integravel. Sugestao: Note que a
oscilagao de f ¢é dada por w(f, [ti-1,t:]) = | f(t:) — f(ti-1)].

7. Sejam fi, fo, ..., fr ¢ [a,b] — R fungoes integraveis. Mostre que existe uma sequéncia de
partigoes P, de [a, b] tal que |P,| — 0 e

b
/ fi = lim S(f;, P,) = lim s(f;, P,), paratodoi=1,... k.
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8. Para f : [a,b] — R, defina f(x) = max{f(x),0} e f~(x) = max{—f(x),0} a parte positiva
e negativa de f, respectivamente. Mostre que vale a decomposicao f(x) = f*(z) — f~(x) e que
\f(x)] = [fT(x)|+|f(z)]. Se f for limitada, mostre que f é integrdvel, sse, f* e f~ sdo ambas
integraveis.

9. Denote por E,; o conjunto das fungdes Riemann-integraveis em [a, b]. Mostre que E, j é um

espago vetorial. Considere a aplicagao ||-||; : E.» — R dada por ||f|, = fab |f|. Mostre que
|-, ¢ uma pseudo-norma em FE,p, mas nao uma norma.



10. Seja (,)ney uma sequéncia monétona em [a,b]. Mostre que se f é limitada em [a,b] e
continua em [a,b] — {x, }nen entdo f é integravel, usando apenas propriedades bésicas, tais
como Teorema 7 e Corolarios 1 e 2 das paginas 319 e 320 do livro de referéncia.

11. Resolva os seguintes exercicios encontrados nas paginas 352 a 360 do livro de referéncia:
-lafT;
-9als;
- 16 e 18;
- 20 a 25;
- 28 a 31;
-39 a 41.

12. E possivel uma familia nao enumeravel de conjuntos de medida nula ter uniao com medida
nao nula?

13. Denote por C, 4 o conjunto das fungoes continuas em [a, b]. Notando que C,, C E,p, mostre
que a quantidade |||, (definida no exerc. 9) restrita a Cy; ¢ uma norma, isto é, ||-||; : Cop = R

dada por || f]l, = fab |f| é uma norma em Cl .

14. Sejam f, g : [a,b] — R fungdes integraveis. Mostre a desigualdade de Cauchy-Schwarz

/ ol < (/ b |f|2>1/2 (/ b 9F) " 1)

Sugestao: Note que | f(z)g(z)| < 3 |f(z)] + 3 lg(x)|?, considere as normalizacoes

flo) = LD e ey = 9
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use a monotonicidade da integral e que ela é um operador linear.

13. Seja Cyp como no exercicio 13. Considere a aplicagao < -,- >: Cyp X Cop — R, dada por
b
< f,9>= / fg.
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Mostre que < -,- > é um produto interno em Cy e que || f]], = (ff |f|2) é a norma gerada

por tal produto.



