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1. Sejam x, y números reais tais que x2 + y2 = 5 e x4 + y4 = 3. Calcule os posśıveis valores de
1
xy

.

2. Os números a e b são ráızes de x2 − x− 1 = 0. Calcule 13a5 + 5b7.

3. Seja f(x) = 30x4 + 18x2 − 16x + 3. Mostre que f(x) > 0, ∀x ∈ R.

4. Sejam p, q números reais satisfazendo as relações 2p2 − 3p− 1 = 0, q2 + 3q− 2 = 0 e pq 6= 1.
Encontre o valor de pq+p+1

q
.

5. Em uma rifa, os bilhetes são numerados de 100 a 999. O prêmio de cada bilhete é deter-
minado pela soma dos algarismos do número do bilhete. Para que ninguém leve três prêmios
iguais, estabeleceu-se que quem retirar três bilhetes com as três somas iguais tem direito a um
superprêmio. Qual é o menor número de bilhetes que deve-se comprar para ter-se certeza de
que vai-se receber um superprêmio?

6. Sejam r e s números inteiros. Assuma que a equação x2 − (r + s)x + rs + 2012 = 0 tem as
duas soluções inteiras. Quantos são os posśıveis valores de |r − s|?

7. Encontre todas as funções cont́ınuas f : R→ R tais que

f(a + b) = f(ab), para todos os irracionais a, b.

8. Seja X uma matriz real quadrada n × n. Suponha que exista um inteiro m ≥ 2 tal que
(X2 + I)m = 0. Se n = 2010, é posśıvel concluir que X2 + I = 0?

9. Dado um número natural N , multiplicamos todos os seus algarismos. Repetimos o processo
com o número obtido até obtermos um número com um algarismo. Este número é chamado de
primitivo de N . Por exemplo, como 3 × 2 × 7 = 42 e 4 × 2 = 8, conclúımos que o primitivo
de 327 é 8. Calcule a soma dos algarismos do maior número natural com todos os algarismos
diferentes cujo primitivo é ı́mpar.

10. Seja L uma região dentro de um retângulo R. Mostre que existe um segmento AB que
divide L em duas partes com a mesma área, onde A é um vértice de R e B pertence a um lado
de R.

11. Encontre o valor de
∞∑

m=0

∞∑
n=0

min{m,n}
3m+n

.
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12. Um matemático deseja construir uma sequência de números primos usando um dado. Ele
resolve jogar um dado comum e ir somando os pontos até alcançar um primo. Na primeira
vez que ele jogou o dado, saiu o número 2 que é primo e então o primeiro primo é p1 = 2.
No segundo lance saiu 1 que não é primo e no terceiro saiu 4, e então o segundo primo é
p2 = 1 + 4 = 5. Se no quarto lance sair 6, qual a probabilidade do terceiro primo sorteado ser
p3 = 11?

13. O número N = 507207207207207...207 tem 1203 algarismos. Note que o 5 aparece apenas
uma vez no começo da expressão decimal de N , e que depois do 507, a expressão de N é uma
repetição do número 207.

(i) Qual a menor quantidade de algarismos de N que devem ser apagados de modo que a soma
dos algarismos que restarem seja igual a 1203?

(ii) Apagando alguns algarismos em N , é posśıvel obter uma soma igual a 1198? e igual a 1200?

14. Seja A um número de três algarismos e B um de dois algarismos. Ao multiplicar A por B,
uma pessoa cometeu o erro de inverter a ordem dos algarismos de B, e obteve um resultado
2034 unidades menor do que o resultado certo.

(i) Qual é o número A, se os d́ıgitos de B são consecutivos?

(ii) Qual é o número A, se os d́ıgitos de B não são consecutivos?

15. Suponha que existam duas matrizes n×n inverśıveis A e B diferentes da matriz identidade
I e tais que A7 = I e ABA−1 = B2. Mostre que existe um inteiro k ≥ 1 tal que Bk = I e
determine o menor inteiro k ≥ 1 com esta propriedade.
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