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Q1.

Para todo x ∈ [−1, 1] temos que |x| ≤ 1 e, portanto, para todo n ∈ N vale que

|anxn| = |an||x|n ≤ |an| = an.

Daí, como
∑∞

n=1 an converge, então pelo critério de comparação segue que, para todo x ∈ [−1, 1],∑∞
n=1 anxn converge absolutamente.
Analogamente, para todo x ∈ R e n ∈ N vale que | cos nx| ≤ 1 e, portanto,

|an cos nx| = |an|| cos nx| ≤ |an| = an.

Daí, pelo critério de comparação segue que, para todo x ∈ R,
∑∞

n=1 an cos nx converge absolutamente.

Q2.

Sejam l = limx→−∞ f(x) e L = limx→+∞ f(x). Então, dado ε > 0, existe A > 0 tal que

x < −A ⇒ |f(x)− l| < ε

2
,

e existe B > 0 tal que

x > B ⇒ |f(x)− L| < ε

2
,

Sejam x, y ∈ R. Se x, y < −A, então

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− l|+ |l − f(y)| < ε

2
+

ε

2
= ε. (1)

Se x, y > B, então

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− L|+ |L− f(y)| < ε

2
+

ε

2
= ε. (2)

Como [−2A, 2B] é compacto e f é contínua em R, então f é uniformemente contínua em [−2A, 2B].
Portanto, existe δ > 0 tal que δ < min{A,B} e

x, y ∈ [−2A, 2B] com |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε. (3)

Primeiramente, note que, pela escolha do δ, não existem x, y tais que x < −A e y > B com |x− y| < δ,
pois δ < min{A,B} < A + B < B − (−A) < |x− y| . Assim, este caso é vazio.

Falta analisar o caso x < −A e −A ≤ y ≤ B e o caso y > B e −A ≤ x ≤ B, ambos com |x− y| < δ.

Para o caso x < −A e −A ≤ y ≤ B com |x − y| < δ, temos que x > −δ + y > −A + (−A) = −2A e,
portanto, x, y ∈ [−2A, 2B]. Segue de (3) que |f(x)− f(y)| < ε.

Para o caso y > B e −A ≤ x ≤ B com |x − y| < δ, temos que y < δ + x < B + B = 2B e, portanto,
x, y ∈ [−2A, 2B]. Segue de (3) que |f(x)− f(y)| < ε.

Logo, f é uniformemente contínua em R.
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Q3.

(a) Seja x ∈ I. Como f é derivável em x, então existe

f ′(x) = lim
y→x

f(y)− f(x)
y − x

= lim
y→x+

f(y)− f(x)
y − x

.

Daí, como f é monótona não-decrescente, então para todo y > x temos f(y) ≥ f(x) de modo que

y > x ⇒ f(y)− f(x)
y − x

≥ 0,

e, portanto,

f ′(x) = lim
y→x+

f(y)− f(x)
y − x

≥ 0.

(b) Como f ′′(c) > 0, então existe δ > 0 tal que

c− δ < x < c < y < c + δ ⇒ f ′(x) < f ′(c) < f ′(y).

Desde que c é ponto crítico, então f ′(c) = 0 e, portanto,

c− δ < x < c < y < c + δ ⇒ f ′(x) < 0 < f ′(y).

Como f ′(x) < 0 para todo x ∈ (c− δ, c), então f(x) > f(c) para todo x ∈ (c− δ, c).
Como f ′(y) > 0 para todo y ∈ (c, c + δ), então f(y) > f(c) para todo y ∈ (c, c + δ).
Logo, c é um ponto de mínimo local.

Q4.

Sejam x, x0 ∈ I. Se x = x0, então (x− x0)n = 0 para todo n ≥ 1 e, portanto,

f(x) = f(x0) = f (0)(x0) =
+∞∑
n=0

f (n)(x0)
n!

(x− x0)n.

Assim, suponha sem perda de generalidade que x > x0.
Como I é um intervalo, então [x0, x] ⊂ I e, portanto, pelo Teorema da Fórmula de Taylor com resto de

Lagrange segue que para todo m ∈ N existe cm ∈ (x0, x) tal que

f(x) =
m−1∑
n=0

f (n)(x0)
n!

(x− x0)n +
f (m)(cm)

m!
(x− x0)m.

Daí, segue que

∣∣∣∣∣f(x)−
m−1∑
n=0

f (n)(x0)
n!

(x− x0)n

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣f (m)(cm)

m!
(x− x0)m

∣∣∣∣
= |f (m)(cm)| |x− x0|m

m!

≤ K
|x− x0|m

m!
.

Como limm→+∞K |x−x0|m
m! = 0, então
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lim
m→+∞

∣∣∣∣∣f(x)−
m−1∑
n=0

f (n)(x0)
n!

(x− x0)n

∣∣∣∣∣ = 0,

ou seja,

f(x) = lim
m→+∞

m−1∑
n=0

f (n)(x0)
n!

(x− x0)n =
+∞∑
n=0

f (n)(x0)
n!

(x− x0)n.
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