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Q1.

(a) Observe que

xX=Jr'w,

yey

e, portanto, X é enumeravel pois é igual a uma uniao enumeravel de conjuntos enumeréveis.

(b) Como A C R é nao-vazio e limitado, entao existe o supremo de A, cA é nao-vazio e existe M > 0 tal que
|x| < M para todo z € A de modo que

jex| < efe| < e,

para todo x € A, ou seja, cA é limitado.

Como cA C R é ndo-vazio e limitado, entao existe também o seu supremo.

Observe que csup A é cota superior de cA. De fato, dado x € A, entdo claramente cx < csup A. Mais
ainda, dado d < csup A, entao g < sup A e, portanto, pela definicao de supremo segue que existe zo € A tal
que

d
— < xp<supA = d<cxg<csupA
c
Logo, csup A = sup cA.
Q2.
(a) Como |z, — 1| < 4, entdo
1 1 < < 1 n 1
—— =<z -+ —.
n n2 " T n o n2
Mas, como limn = limn? = oo, entdo lim% = lim# = 0. Portanto, lim (% — #) = lim (% + n—l,z) = 0.

Dai, pelo Teorema do confronto segue que (z,) converge para 0.
Como (z,,) é convergente, entao (x,) é de Cauchy.

(b) Como a € R néo é o limite de (x,), entdo pela negagdo da definigdo de limite segue que existe ey > 0
tal que para todo k € N, existe ny € N com nj > k tal que

|Tn, — al > €.

Seja N3 = {ng;k € N}. Observe que N; C N nao é limitado superiormente, logo, (x,)nen, € uma
subsequéncia de (z,)nen-

Observe que (Z,)nen, 180 converge para a, assim como todas as suas subsequéncias. De fato, se (2 )nen,
é uma subsequéncia de (2, )nen,, entdo Ny C Ny nédo é limitado superiormente. Dai, existe ¢g > 0 tal que,
por construgao, para todo ng € N, existe n € Ny com n > ng tal que

|xn - a| > €0,

ou seja, (Tn)nen, NAO converge para a.



Porém, como (z,)nen € limitada, entdo (2,)nen, também é limitada. Dai, pelo Teorema de Bolzano-
Weierstrass segue que existe uma subsequéncia (z,)nen, de (Tn)nen, tal que limpen, T, = b.
Por construgéo, segue que devemos ter b # a.

Q3.
(b) Primeiro, como %+, = %, para todo n € N, ent&o por indugdo obtemos que

Tntmp = Tn, VmM,n €N.
Agora, seja a = limz,. Suponha por abusurdo que existe ny € N tal que z,, # a, digamos x,, > a.
Entao, existe ng € N tal que
n>ny = |z, —a| <zp —a.

Se n1 > ng, entao

Tpy — @ =Ty, —al < xp, — a,

que é absurdo.
Se n1 < ng, entao pela propriedade arquimediana de R segue que existe m € N tal que mp > ng —ny, ou
seja, n1 + mp > ng. Dali, segue que

Tn, =@ = Ty fmp = @ = [T, pmp — af <an, —a,

que é absurdo.
Logo, nao existe tal n; € N, ou seja, z,, = a para todo n € N.

(a) Pela questao 3b, temos que as subsequéncias (2j4mp)men com j € {1,---,p — 1} sdo tais que

lim x; =x,;.
meN J+mp J

Assim, {z1, -+ ,x,_1} sao pontos aderentes de (z,,). Mais ainda, estes sao os Unicos pontos aderentes
9 ) yUp ’
de (x,). De fato, qualquer outra subsequéncia de (z,) que nao seja da forma (Z;1mp)men deve conter
) +mp €
T T; € {1, -+ ,xp_1} com z; # x;. Pela periodicidade, segue que ela na verdade deve conter ;i €

Zj+mp Para todo m € N. Dali, segue que esta subsequéncia nao converge, pois oscila entre x; e x; com
T # xj.
Logo, {z1,--- ,xp—1} é o conjunto dos pontos aderentes de (xy,).

Q4.

(a) Claramente temos que

1< =1<1 1< —2<1
5 Tr1 = =~ e 9 332—3_.

Suponha que % < xp <1 para algum n € N. Entao,

1 1 l+z, 1
<1+>< T §§(1+1),

3 2

ou seja,

1
5 <£L’n+1 S 1.

Logo, pelo principio da indugao segue que % < x, <1 para todon € N.



Ja sabemos que 1 =1 > % = xo. Suponha que z,, > x,4+1 para algum n € N. Entao,

1+$n 1+$n+1
> )
3 3

ou seja, Tpy1 > Tpt2-
Logo, pelo principio da indugao segue que x,, > x,+1 para todo n € N.

(b) A sequéncia (z,) converge por ser monétona e limitada. Assim, se limz, = a, entdo da expressao

Tpy1 = 1+3w" segue que a = HT“ e, portanto, a = %




