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Resumo

Este trabalho representa um conjunto de notas de aulas de um curso inicial em Geometria
Euclidiana Plana para alunos do ensino fundamental. A principal tafera dos exercicios aqui
apresentados é a formacao do rigor matemético necessario em problemas de geometria, porém
sem grandes aprofundamentos tedricos. Portanto, nos focaremos em trés pontos principais:
Teorema de Pitagoras, areas e angulos.

1 Teorema de Pitagoras

O Teorema de Pitagoras é um dos mais antigos e usados teoremas da geometria plana. Também
é ele que forma a base da geometria analitica de Descartes. Apesar de toda a sua fama, muitos
estudiosos da Historia da Matematica afirmam que Pitagoras nao foi o verdadeiro autor desse
teorema. E que, muito possivelmente, os alunos da escola pitagérica sejam os reais autores.

Existem muitas provas, a maioria delas usa algum argumento de drea. A solugdo a seguir é

uma das mais simples.
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Figura 1: Teorema de Pitagoras

Prova. Na figura 1, temos um quadrado de lado (a + b) particionado em um quadrado de
lado ¢ e quatro tridngulos retangulos de area %b. Dal, por uma equivaléncia de areas, temos que

*Outros materiais como este podem ser encontrados em http://brunolholanda.wordpress.com/
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(a+b)? = c2 + 2ab, ou seja:
a? +b* =2

Problema 1. Prove o Teorema de Pitdgoras de duas novas maneiras:

(a) (George Airy) Mostre como cortar dois quadrados em triangulos e quadrildteros e usar os
pedacgos para formar um unico quadrado maior.

(b) (Henry Perigal) Dados dois quadrados, mostre como cortar um deles em quatro partes iguais
que, juntas com o outro quadrado, formem um unico quadrado maior.

Problema 2. Determine z nas seguintes figuras:
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Problema 3. Na figura abaixo ABC'D é um quadrado de area 64cm? e EFGH um quadrado de
area 36cm?. Determine a drea do quadrado CMHN.
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Problema 4. Na figura abaixo os dois circulos sao tém o mesmo centro e os cinco quadrildteros
sao quadrados. Se o circulo menor tem raio igual a 1cm determine o raio do circulo maior.
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Problema 5. Seja ABC'D um quadrado de lado 28. Seja P um ponto no seu interior ¢ £ um
ponto no lado C'D de modo que CD1PE e AP = BP = PE. Ache AP.

Problema 6. Suponha que ABC seja um triangulo retagulo escaleno, e P seja o ponto na hi-
potenusa AC tal que ZABP = 45°. Dado que AP =1 e CP = 2, calcule a area do triangulo
ABC.

Problema 7. Na figura abaixo temos dois circulos de raios 3 e 2 e cuja distancia centro a centro
¢ 10. Ache o comprimento da tangente comum P(Q).
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Problema 8. (Cone Sul 1989 - adaptado) Na figura abaixo temos dois quadrados, um de lado
dois e outro de lado um. Determine o raio do circulo que é tangente aos lados do maior e passa

pelo vértice do menor.

Problema 9. Nos lados AB e DC do retangulo ABCD, os pontos F' e E sao escolhidos de modo
que AFCE seja um losango. Se AB =16 e BC' = 12, ache FF.
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Problema 10. P é um ponto no interior do retangulo ABCD. Se PA=2; PB =3, e PC = 10.

Ache PD.
Problema 11. (Maio 2006) Um retangulo de papel 3cm x 9¢m é dobrado ao longo de uma reta,

fazendo coincidir dois vértices opostos. Deste modo se forma um pentdgono. Calcular sua area.

Solugdo. Seja ABCD o retangulo e ABEFD' o pentdgono formado ao dobrar o paple como é
mostrado na figura a seguir:
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2 Trabalhando com Angulos

Ao lado da “distancia”, o “angulo” é uma unidade de medida fundamental para o estudo da geo-
metria plana. Explicando de uma maneira formal, o angulo mede a diferenca entre as inclinacoes
de duas retas.

Problema 12. (Torneio das Cidades 1994) No triangulo ABC, retangulo em C, os pontos M e
N sao escolhidos sobre a hipotenusa de modo que BN = BC e AM = AC. Ache a medida do
angulo ZNCM.

Problema 13. Seja ABCDEF um hexagono com todos os angulos internos iguais a 120°. Mostre

que
AB—-DE=CD—-FA=FEF - BC

Solucao.

Sejam AFNBC = PEDNAF = Q,BCNED = R. Como todos os angulos internos sao
120° obtemos que todos os triangulos APAB, AQEF, ARCD, APQR sao equilateros. Como
PQ = PR temos: AB+ AF+ FE =PA+ AF+FQ =PB+BC+CR=AB+ BC+ CD,
entao CD — AF = FE — BC. A outra igualdade ¢ analoga.

Problema 14. O octégono ABCDEFGH é equiangular. Sabendo que AB =1, BC =2,CD =3,
DE =4, e EF = FG = 2, calcule o perimetro do octégono.

Problema 15. Seja ABCDEF um hexagono com todos os angulos internos iguais a 120°. Mostre

que
AB—-DE=CD—-FA=FEF - BC



Problema 16. Seja RSTUV pentagono regular. Construa um triangulo eqiiilatero PRS com P
no interior do pentagono. Ache a medida do angulo ZPTV.

Problema 17. Ache a soma dos angulos internos de uma estrela

Problema 18. No tridngulo isésceles ABC com AB = AC, P é o ponto médio do lado AB tal
que AP = PC. Se a bissetriz do angulo ZABC corta PC em O de modo que PO = BO, ache
os angulo do triangulo.

Problema 19. No trapésio ABCD, de bases AB e CD, temos AD =39, CD = 14, ZABC = 69°
e ZCDA = 138°. Ache a medida de AB.

Problema 20. (OBM) No retangulo ABCD, E é o ponto médio do lado BC e F' é o ponto médio
do lado C'D. A intersegao de DE com FB é G. O angulo EAF mede 20°. Quanto vale o angulo
EGB?

F
D C

r B

A B
Problema 21. DEFG é um quadrado no exterior do pentdgono regular ABCDE. Quanto mede

o angulo EAF?

Problema 22. No triangulo ABC, D e E s@o pontos sobre os lados BC e AC respectivamente.
Determine ZC'DFE sabendo que AB = AC, AFE = AD e /ZBAD = 48°.

Problema 23. Determine BAC na figura abaixo sabendo que AB = AC' e BC' =CD = DE =

EF =FA.
A



Problema 24. No tridngulo ABC com AB = BC, ZABC = 144°. Seja K um ponto em AB, L
um ponto em BC' e M em AC de modo que KL || AC, KM || BC e KL = KM. A reta LM
corta o prolongamento de AB em P. Ache a medida do angulo Z/BPL.

Problema 25. No tridngulo ABC com AB = BC, P, Q e R sao pontos nos lados AC, BC e AB,
respectivamente tais que PQ || AB, RP || BC e RB = AP. Se ZAQB = 105°, ache as medidas
dos angulos do AABC.

Problema 26. BE e AD sao as alturas do triangulo ABC, H é o ortocentro e F';, GG, K sao os
pontos médios dos segmentos AH, AB, BC, respectivamente. Prove que ZFGK é reto.

Problema 27. Em um tridngulo ABC temos que B=37m¢e( =38°. Sejam P e () pontos sobre
o lado BC tais que ZBAP = ZPAQ = ZQAC. Se traca por B uma paralela & AP e por C' uma
paralela & AQ. O ponto de encontro destas duas retas é D. Calcule ZDBC.

Problema 28. Em um romboide ABCD (AB = BC e CD = DA) as diagonais se cortam em
um ponto F. Sobre o prolongamento do lado BC' se marca um ponto £ de modo que CF = CE
e FCFED também seja um romboide. Se ZABC = 122°, quanto mede ZADE?

Problema 29. (Maio 1996) Seja ABC'D um quadrado e F' um ponto qualquer do lado BC.
Traca-se por B a perpendicular & reta DF' que corta a reta DC' em ). Quanto mede o angulo
LFQC?

3 Areas

Problema 30. (OBM 2006) ABC' é um triangulo retangulo e M e N sao pontos que trisectam
a hipotenuza BC. Sejam X e Y os simétricos de N e M em relagdo ao ponto A. Determine a
area do quadrildtro XY CB, sabendo que o triangulo ABC' tem &rea 1 cm?.

Solucao.

Y

Observe que AAXY = AANM e L/ YXA=ZAMN. Assim, XY || MN e como XY = MN =
MC = NB, segue que os quadrildteros XYCM e XY N B sao paralelogramos, como A é ponto
médio de XM e NY temos que [AYC] = [BAX] = 2. Logo, [XYCB] = §.



Problema 31. Na figuras abaixo ABC é um triangulo de area 72cm? e M, N, P sido pontos
médios. Determine a drea da regiao sombrefﬁia.
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Problema 32. Na figura abaixo D, F, F, G sao pontos médios. Determine a drea que estd faltando.
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Problema 33. Na préxima figura ABCD é um quadrildtero de area 200cm? e D, E, F,G sao
pontos médios. Determine a area sombreada. B
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Problema 34. Na figura abaixo ABC'D é um quadrado de lado 6¢m e EF é um segmento paralelo
ao lado AD. Sabendo que a drea sombreada é um terco da area do quadrado determine a medida
do segmento EF.

B C

A D
Problema 35. No trapezio ABCD, AD || BC. ZA = /D = 45°, enquanto /B = ZC = 135°.
Se AB =6 e a drea de ABCD ¢ 30, ache BC.

Problema 36. Na figura abaixo ABC'D é um quadrado de lado 4cm e O é o seu centro. Determine
a area marcada sabendo que o angulo EOF é reto.
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Problema 37. Na figura abaixo ABCD é um retangulo de drea 11cm?. Sabemos também que
A'A=AD, BB'=BA,CC'=CBe DD’ :BDC'. Determine a area do quadrildtero A’B’'C’D’
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Problema 38. Na figura abaixo DEFG é um quadrado de lado 4cm e ABC' D um retangulo cujos

lados tém medidas lem e 4cm. O encontro da reta AC' com a reta F'G é o ponto H. Determine
a area marcada.
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Problema 39. O quadrado ABCD abaixo tem lado 10cm. Sabe-se que PC' = QD e que a area
do triangulo ABP é % da drea do triangulo P%Q. Calcule o perimetro do quadrilatero APQD.
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Problema 40. Um quadrado de lado 5 é dividido em cinco partes de dreas iguais usando cortes
paralelos as suas diagonais. Ache o perimetro do pentdgono BEFGH.
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Problema 41. (Teste Rioplatense 2005) Paladino dividiu uma folha de papel quadrada, com 20
cm de lado, em 5 pedacos de mesma area. O primeiro corte teve inicio no centro do quadrado e
prolongou-se até a fronteira do papel a 7 cm de um canto, como indicado na figura seguinte.
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Sabendo que o Joao fez todos os cortes em linha recta a partir do centro do quadrado, de que
forma cortou o papel?

Problema 42. Na figuras abaixo ABC é um triangulo de 4rea 72cm? e M, N, P,(Q sdao pontos
médios. Determine a drea da regidao sombreada.
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Problema 43. Sejam ABCD um quadrado de lado 12¢m, E o ponto médio de DA e F o ponto

médio de BC. Tracamos os segmentos FF, AC e BE, que dividem o quadrado em seis regices.
Calcular a area de cada uma dessas regioes.

Problema 44. Seja ABCD um retangulo com drea 1, e F um ponto sobre C'D. Qual é a drea
do tridngulo formado pelos baricentros dos tridngulos ABE, BCE, e ADE?

Problema 45. Em um parapelogramo ABCD de area igual a 1, seja E£ o ponto médio do lado
DC', K o ponto de encontro das diagonais BD e AC' e L o ponto de encontro de BD com AF.
Ache a area do quadrilatero FLKC.

Problema 46. No triangulo ABC sabe-se que C =90°, AC =20 e AB = 101. Seja D o ponto
médio de BC. Ache a drea do triangulo ADB.

Problema 47. Seja ABC DEF um hexagono regular de drea 1em?. Determine a drea do triangulo
ABC.

Problema 48. Suponha que ABCDFE seja um pentdgono convexo (nao necessariamente regular)
tal que as dreas dos triangulos ABC, BCD, CDE, DEA e EAB sad iguais a 1. Qual a area do
pentagono?

Problema 49. No tridngulo ABC, D é o ponto médio de BC, E o ponto médio de AD, F o
ponto médio de BE e G o ponto médio de F'C. Calcule a relagao entre as areas dos triangulo
ABC e EFG.

Problema 50. (Maio 1996) Um terreno (ABCD) tem forma de trapézio retangular. O angulo
em A mede 90° e o angulo em D mede 90°. AB mede 30m; AD mede 20m e DC mede 45m.
Este terreno tem que ser dividido em dois terrenos de area iguais tracando uma paralela ao lado
AD. A que distancia de D deve-se tracar a paralela?



Problema 51. Na figura abaixo ABCD e DEFG sao paralelogramos. Além disso, F', C e G séo
colineares. Prove que ambos tém a mesma area.
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Problema 52. (Maio 2006) Seja ABC'D um trapézio de bases AB e C'D. Seja O o ponto de

intersecao de suas diagonais AC' e BD. Se a drea do triangulo ABC é 150 e a area do triangulo
ACD é 120, calcular a area do triangulo BOC.

Problema 53. (Maio 2006) Um retangulo de papel 3cm x 9¢m é dobrado ao longo de uma reta,
fazendo coincidir dois vértices opostos. Deste modo se forma um pentdgono. Calcular sua area.

Problema 54. (Torneio das Cidades 1981) O quadrilatero convexo ABCD estd inscrito em um
circulo de centro O e possui suas diagonais perpendiculares. Prove que a linha quebrada AOC
divide o quadrilatero em duas regioes de mesma area.

Problema 55. (Banco IMO) Sejam ABCD um quadrildtero convexo e M e N os pontos médios
dos lados BC' e DA, respectivamente. Prove que [DF A] + [CNB] = [ABCD)|.

Este material faz parte de um conjunto de notas de aulas voltadas para o treinamento de alunos
para competicoes de matematica. E permitida a copia apenas no caso de uso pessoal.
Pode conter falhas.
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Respostas e Solucoes

Teorema de Pitagoras

Problema 1. (a) Consideremos dois quadrados ABCD (de lado a) e DEFG (de lado b),

(b)

de forma que o ponto D fica entre os pontos A e G. Seja H o ponto pertencente ao
segmento AG tal que GH tem comprimento a. Conectemos os segmentos BH e GH.
Fagcamos os recortes e colagens a sequir, sem rotacionar as figuras:

e Recortemos o triangulo AHB e colemos ele no lado EF de forma que os lados
AH e EF coincidam;

e Recortemos o triangulo HGF e colemos ele no lado BC de forma que os lados
HG e BC coincidam.

Notemos que a figura obtida ¢ um movo quadrado cujo lado € a hipotenusa de um
triangulo retangulo cujos lados sao a e b. Dai, como a drea inicial dos dois quadrados
(a® + b?) ¢ igual & drea final, fica demonstrado o teorema de Pitdgoras.

Em primeiro lugar, lembremos que o ponto de encontro das diagonais de um quadrado
€ o centro do mesmo.

Voltando a demonstragao, consideremos um triangulo retangulo com catetos a e b e
hipotenusa c. Considere, sem perda de generalidade, que a > b.

Desenhemos um quadrado de lado a, fazendo um dos lados desse quadrado ser o cateto
a, externamente ao triangulo retangulo.

Facamos, também, um quadrado de lado b externamente ao cateto b de forma andloga.
Em cada um desses quadrados, tracemos, pelo centro (ponto de encontro das diagonais),
uma reta paralela e uma reta perpendicular a hipotenusa.

Para facilitar o entendimento, demos nomes aos pontos. Consideremos:

e o triangulo retangulo ABC, retangulo em C, de forma que os catetos a e b sdo
BC e AC, respectivamente;
e 0 quadrado externo BCDE de centro O;

e as retas FG e HI, sendo as retas paralela e perpendicular a AB passando por O,
respectivamente.



1 TEOREMA DE PITAGORAS

Seja x tal que
r=BI=CG=DH=EF

Como ABFG € paralelogramo, entdao temos que:
a—r=b+x

Além disso, podemos concluir que AB = FG = HI.

Desenhemos o quadrado ABK J externo a hipotenusa.

Recortemos os quadrildteros BFOI, CI10G, DGOH e EHOF e colemos eles dentro
do quadrado ABKJ fazendo O coincidir com cada um dos vértices A, B, K e J. Ob-
servemos que essa colagem interna € possivel sem intersecao entre esses quadrildteros,
jd que OF = OG = OH = OI = ¢/2.

Notemos que a figura que sobra no quadrado ABK J apds essa colagem, possui 4 angulos
retos e cada lado tem tamanho igual a:

(a—z)—x=a—22x=0

Portanto, a figura que sobra € um quadrado de lado b.

Analisando o quadrado ABK J, seque a demonstra¢do do teorema de Pitdgoras, pois tal
quadrado de drea ¢? foi dividido em um quadrado de lado b*> mais quatro quadrildteros
cuja soma das dreas € iqual a a?.

Problema 2. (a) Analisando o lado em comum dos dois triangulos, temos que:
2?62 = 82442
x = 2Vv29

(b) Indo da esquerda para a direita, temos que:

2
(62+4%) +3° = o2 (2V5)
61 = 2%—20
r = 9
(¢) Tragcando a altura a partir da extremidade da base menor, temos que:
24+ (17-92 = 10
r = 10

(d) Olhando o cateto em comum dos dois triangulos, temos que:

2
10% — (22)2 = (2\/13) g
48 = 322
r = 4
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1 TEOREMA DE PITAGORAS

Problema 3. Marcando angulos, podemos concluir que:

ZBCM = 90°—-/ZBMC
= 90° — (180° —90° — LZHME)
/BCM = /HME

Como ZCBM = /MEH = 90° ¢e CM = MH = lado do quadrado CMHN, entdo, por
angulo-lado-dngulo oposto, temos que: ACBM = AMEH.

Sejam x, y, z os lados dos quadrados ABCD, EFGH, CMHN, respectivamente. Daf,
podemos concluir que: x? = 64ecm? e y?> = 36¢m?.

Aplicando o teorema de Pitdgoras no ACBM, temos que:

2 = o+ (BM)
— 2?4 y?
= 64em? + 36cm?
2?2 = 100cm?

Portanto, a drea do quadrado CMHN ¢€ igual a 100cm?.

Problema 4. Notemos que, se o circulo do centro tem raio igual a lem, entdao o lado de
cada um dos quadrados tem lado igual a 2cm.
Liguemos o centro dos circulos:

e para o vértice de um quadrado que pertenga também a circunferéncia maior (pode
ser, por exemplo, o quadrado mais & esquerda);

e ao ponto médio do lado que possui o vértice do passo anterior, de forma que esse
segmento passe pelo ponto que pertence a circunferéncia menor e ao quadrado, ao
mesmo tempo.

Dai, notemos que foi gerado um triangulo retangulo cujos:
® 0s catetos sao:

* lem (metade do lado do quadrado maior);

* lem + 2em = 3em (raio da circunferéncia menor + lado do quadrado).
e a hipotenusa € R (raio da circunferéncia maior).

Portanto, pelo teorema de Pitdgoras, temos que:

R? = (lem)?+ (3cm)?
10cm?

R = V10em
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1 TEOREMA DE PITAGORAS

Problema 5. Seja F' um ponto em AB, tal que PF 1 AB. Tracando o segmento PF,
notemos que AP = BP implica em ANAPF = ABPF, pois ambos sdo retangulos e possuem
hipotenusa e um dos catetos iguais, o que implica, pelo teorema de Pitdgoras, que o outro
cateto também € igual.

Como consequéncia, podemos concluir que F é ponto médio de AB. Portanto:

AF =BF =14

Percebamos, entdo, que como CD 1 PE, entdo EF || BC. Com isso, podemos concluir
que E € ponto médio de CD.
Seja x tal que AP = BP = PE = . Dai, temos que

PF =28 —x

Aplicando o teorema de Pitdgoras no ANAPF, podemos conclur que:
(ApP)* = (PF)*+ (AF)’
2 = (28— 1)+ 142
2? = 282 -2.28 1+ 2% 4 142

56.2 — 784+ 196
_ 3
T

Portanto, AP =z = %

Problema 6. Notemos que BP ¢€ bissetriz, ou seja, que ZABP = /CBP = 45°.
Considere os catetos AB = x ¢ BC =vy. Facamos duas solucdes:

Solucdo usando teorema da bissetriz interna
Pelo teorema da bissetriz interna, temos que:

AB _ CB
AP  CP
r _ Y
1 2
y = 2z

Pelo teorema de Pitdgoras no triangulo ABC, podemos concluir que:

x2+y2 — (1+2)2
22+42° = 9
2 = 2
)

Portanto, temos que drea do triangulo ABC € igual a:

Ty x-2-z 9 9
—_— =r = —
2 2 S
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1 TEOREMA DE PITAGORAS

Solucao usando apenas teorema de Tales

Seja Q o ponto pertencente a BC tal que PQ || AB. Seja PQ = z. Note que o triangulo
BPQ ¢ isdsceles, pois ZPBQ = ZBPQ = 45°.

Pelo teorema de Tales, podemos concluir que:

T 3

2

2z

© T3

Pelo teorema de Tuales, também temos que:
Y 3
y—z 2
20 = 3y—3z
y = 3z

Dos dois ultimos resultados encontrados, podemos concluir que: y = 2x.
Pelo teorema de Pitdgoras no triangulo ABC, podemos concluir que:

22+ = (142)?
2 +422 = 9
9
2
¢ = =
5
Portanto, temos que drea do triangulo ABC € igual a:
rTy x-2-z 9 9
—_— =r = —
2 2 )

Problema 7. Consideremos os pontos:

e O e Oy 0s centros da maior e menor circunferéncias, respectivamente;

e R o ponto do segmento O1P, tal que ROs || PQ.

Liguemos os segmentos 0102, O1P e O2Q).
Notemos que PQOsR € retangulo. Com isso podemos concluir que: RO, = PQ) e PR = 2.
Dai, temos que:

RO1=3-2=1

Aplicanto teorema de Pitdgoras no triangulo RO10s, podemos concluir que:

(RO3)* + (ROY)? = (010y)°
(PQ)*+12 = 10°
PQ = V99
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1 TEOREMA DE PITAGORAS

Problema 8. Sejam:
e 1 0 raio e O o centro do circulo da figura;

e ABCD o quadrado de lado 1, mais ao alto e a direita, com C' sendo também o centro
do quadrado de lado 2;

e M e N os pontos de tangéncia da circunferéncia com os lados do quadrado.

Como AN = AM e ZNAM = 90°, seque que AMON € um quadrado e, pelo teorema de
Pitagoras mo triangulo OM A temos que:

(40)° = (OM)"+ (3A)’
A0 = VP42

A0 = /2
Aplicando novamente o teorema de Pitdgoras, podemos concluir que:
AC =2

Além disso, como ZOAB = ZCAB , entdo temos que C, O e A sao colineares. Com isso,
podemos concluir que:

AC = AO+0C

V2 = rV2+r

V2 V21
V241 V21
ro= 2-42

Problema 9. Seja z tal que AF = FC = CE = EA = x. Dai, temos que: BF =16 — .
Aplicando teorema de Pitdgoras no triangulo F'BC', podemos concluir que:

T =

(16 —z)* + 122 = 2?

162 -2-16-z 4+ 22 +122 = 22
256+ 144 = 32z

25

2

Seja G o pé da altura do ponto F mo triangulo EFC. Entdo, temos que:

xr =

FG=BC=12
i ) . = 25 7 ,
Além disso, podemos concluir que: GC = BF = 16 — =5 Dai, temos que:
EG = EC-GC
_ BT
S22
EG = 9
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1 TEOREMA DE PITAGORAS

Aplicando teorema de Pitdgoras no triangulo EFG, podemos concluir que:
(EF)® = (FG)’+ (EG)?
(EF)? = 12249
EF = 15

Problema 10. Tracemos perpendiculares do ponto P para cada um dos lados do retangulo.
Sejam PE =z, PF =y, PG = z e PH = w essas perpendiculares de forma que E, F, G
e H estdo nos segmentos E, 370, CD e m, respectivamente.

Aplicando teorema de Pitdgoras em alguns triangulos, temos que:

1. NAEP: 2 +w? =22 = 4;
2. ABFP: 2> +y>=3>=09;
3. ACGP: y?> + 2% = 10% = 100;
4. ADHP: 2* +w? = (PD)”.
Dos itens 1 e 3, concluimos que:
22 +y? 4+ 22+ w? =104
Dos itens 2 e 4, concluimos que:

9+ (PD)* = 104
PD =95

Problema 11. Seja = tal que CF = x. Dai, temos que: FA =2 ¢ BF = 9—2x. Lembrando
que AB = 3, podemos aplicar teorema de Pitdgoras no AABF para concluir que:

2 = (9—12)*+3?

2 = 92-2.9. 2+ 2>+32
18-z = 90

r = 5

Seja y tal que ED = y. Dai, temos que: D'E = y e AE = 9 —y. Lembrando que

D’'A = DC = 3, podemos aplicar teorema de Pitdgoras no NAD'E para concluir que:

9-y)° = 32+

92-2.9-y+y> = 9+4¢°
72 = 18-y
Y 4

Podemos calcular a drea do pentdgono ABEFD' somando a drea do trapézio BFEA mais
a drea do triangulo EAD'. Calculemos cada uma dessas dreas:
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2 TRABALHANDO COM ANGULOS

e drea do trapézio BFEA:

[BFEA]:(KL—F;)-B:Q;

e drea do triangulo EAD’:
3-4
[EAD'| = — =6

Portanto, a drea do pentdgono ABEFD' € igual a:

27 39
2=
2+ 2

2 Trabalhando com angulos

Problema 12. Seja x tal que ZCAM = x. Como o triangulo CAM € isdsceles em A,
portanto podemos concluir que:

LCOMA =ZCMN =z

Seja y tal que ZCBN = y. Como o triangulo CBN € isdsceles em B, portanto podemos

concluir que:
/CNB=/CNM =y

Analisando o triangulo CNM, temos que:
ZNCM =180° — ZCMN — ZCNM = 180° — (x + y)
Como o triangulo ACB ¢ retangulo em C, temos que:
x4y =180° —90° = 90°
Usando os dois ultimos resultados encontrados, podemos concluir que:

ZNCM = 180° —90°
ZNCM = 90°

Problema 13. Resolvido no prdprio material.

Problema 14. Sejam x, y tais que GH = x e HA = y. Considere o0s sequintes pontos:
e M o ponto de intersecio dos prolongamentos de AB e CD;
e N o ponto de intersecao dos prolongamentos de CD e EF;
e O o ponto de intersecdo dos prolongamentos de EF e GH;

e P o ponto de intersecdo dos prolongamentos de GH e AB.
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2 TRABALHANDO COM ANGULOS

Como o octégono ABCDEFGH ¢é equiangular, podemos concluir que cada angulo interno
€ igual a:
180° - (8 — 2)
8
Note que o ABCM ¢ retangulo e isdsceles, pois:

= 135°

ZCBM = ZBCM = 180° —135° =45°
ZBMC = 90°

Lembrando que o lado BC = 2, entdo podemos aplicar o teorema de Pitdgoras no ABCM
para concluir que:
BM =CM =2

De forma andloga, temos que:
e ADEN ¢ retangulo e isdsceles implica em: DN = EN = 2 - /2;
o AFGO ¢€ retingulo e isdsceles implica em: FO = GO = \/2;
y- V2

o NAHP ¢ retangulo e isdsceles implica em: HP = AP = —

Note que o quadrildtero MNOP € retangulo, pois possui quatro angulos retos. Dai, podemos
calcular y e x:

e valor de y:

MP = NO
y'z\/§+1+\f2 = V2+2+2-V2
y = 442
e valor de x:
OP = MN
\f2+:n+y'2\/§ = V2+3+2-V2
r = 2

Dai, temos que o perimetro p do octégono ABCDEFGH ¢ igual a:

p = 1+2+3+4+2424a+y
_ 14+2+(4+f2)
p = 20+V2

Problema 15. Solucionado na questdo 13 do préprio material.
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2 TRABALHANDO COM ANGULOS

Problema 16. Além do triangulo PRS, tracemos os segmentos PV e PT.
Como o pentdgono RSTUYV ¢€ regular, entdo temos que cada angulo interno desse pentigono
€ 1gual a:
180° - (5 —2)
8
Como o triangulo PRS ¢é equildtero, entdo temos que cada angulo interno desse triangulo
€ iqual a:

= 108°

Notemos que

LVRP = /VRS—/ZPRS =108 —60°
LVRP = 48°

Sabendo que o triangulo PRV ¢ isésceles em R, pois RS = RP = RV, entdo, analisando
o APRV, temos que:

/VPR=/PVR = 1807 — 487 2_48

VPR = 66°

Analogamente, podemos concluir que: ZSPT = 66°.
Analisando o ponto P, temos que:

LVPT = 360°—ZVPR— ZRPS — ZSPT

= 360° — 192°
LVPT = 168°

Note que AVRP = ATSP pelo caso lado-angulo-lado, pois:
e RV =RP=SP=2ST;
e /VRP=/TSP =48°

Com isso, podemos concluir que VP = TP e, consequentemente, que AV PT € isdsceles
em P.
Das nossas ultimas duas conclusoes, podemos concluir que:

180° — 168°

LPVT = ZPTV = 5

ZPTV = 6°

Problema 17. Considere os pontos da estrela A, B, C, D e E e os respectivos angulos
internos: a, b, ¢, d e e.
Considere os pontos do pentdgono interno P, Q, R, S e T de tal forma que:

e A, P, (Q eC sao colineares;
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2 TRABALHANDO COM ANGULOS

e B, Q, ReD sao colineares;
e C, R, S e FE sdo colineares;
e D, S, T e A sio colineares;
e ., T, P e B sdo colineares.
Analisando o triangulo ASC, temos que:
LASC = /ZRST =180 —a—c
De forma andloga, podemos analisar alguns outros triangulos e encontrar valores de dngulos:
e ABTD: /BTD =/STP=180°—-b—d;
e N\CPE: /CPE =/TPQ =180°—c—¢;
e ANDQA: /DQA =/PQR =180°—d —a;
e NERB: /ZERB =/QRS =180° —e — b.
Analisando a soma dos angulos internos do pentagono PQRST, temos que:

180°-(5—2) = ZLRST+ 4LSTP+ /LTPQ+ ZPQR+ ZQRS
540° = 900° —2-(a+b+c+d+e)
a+b+c+d+e = 180°

Problema 18. Obs.: O enunciado estd errado, pois, com as informacdes dele, podemos
concluir que os angulos C' e B sao iguais a 90°.
Retiremos, entdo, a informacao de que o triangulo ABC € isdsceles e mantemos o restante

do enunciado.
Seja x ey tais que LZBAC = x e ZABC = y. Analisando alguns triangulos, temos que:

o NAPC ¢ isdsceles em P implica em /PAC = /ZPCA = x;
e ABPC € isésceles em P implica em /PBC = /PCB = y;

o NABC': soma dos angulos internos:

r+x+y+y = 180°
xr+y=/LACB = 90°

Como a bissetriz do ZABC' corta PC em O de forma que PO = BO, podemos concluir
que:

e BO ¢ bissetriz de ZPBC implica em:

ﬁmozawczg
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2 TRABALHANDO COM ANGULOS

e APBO ¢ iscsceles em O implica em:

/BPO = /PBO = %

e APBC': soma dos dngulos internos:

Sayty = 180°

y=/LABC = T72°
Por dltimo, temos que:
xr+y = 90°
r=/BAC = 18°

Problema 19. Seja E o ponto de encontro da bissetriz do angulo ZADC com o segmento
AB.

Dai, temos que ADAE € isosceles em A, pois:

138°

e /ADE = /EDC = = 69°;
e /JAED = 69°, uma vez que AE || DC.

Consequentemente, podemos concluir que:

AD = AE =39

Além disso, temos que o quadrildtero CDEB ¢ paralelogramo, pois EB || DC e ZABC =
ZAED = 69° implica em BC || ED.
Com isso, podemos concluir que:

DC =EB =14

Usando as duas ultimas conclusoes, temos que:

AB = AE+EB
AB = 53

Problema 20. Seja x tal que /BAE = .

Como E ¢ ponto médio de BC, entdo podemos concluir que NABE = ADCE pelo caso
lado-angulo-lado, pois:

e AB=DC;
o /ABE = /ZDCFE = 90°;
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2 TRABALHANDO COM ANGULOS

e BE=EFEC

Dai, temos que: /BAE = ZCDFE = x.

Lembrando que F € ponto médio do lado CD, podemos aplicar teorema de Pitdgoras nos
triangulos ADF e BCF para concluir que: AF = FB. Com isso, temos que o triangulo
AFB € isdsceles em F' e, consequentemente, como ZEAF = 20°, entdo temos que:

/FAB =/FBA=20°+=x

Como AB || CF, entdo podemos concluir que: /FBA = /BFC = 20° + x. Dai, temos
que:
ZGFD =180° — (20° + z) = 160° — x

Analisando a soma dos angulos internos do triangulo DFG, podemos concluir que:

ZDGF + (160° —z) + 2 = 180°
/ZDGF = 20°

Observando dois angulos opostos pelo vértice no ponto G, temos que:

LDGF = L/EGB = 20°

Problema 21. Como DEFG ¢ quadrado, entdo podemos concluir que: ZDEF = 90°.
Como o pentigono ABCDE € regular, entdo temos que:

180° - (5 — 2)

/ZDFEA = = 108°

Analisando a soma dos angulos ao redor do ponto E, temos que:
ZAEF = 360° — 108° — 90° = 162°

Além disso, notemos que o triangulo AEF € isésceles em E, pois AE = ED = EF.
Com isso, podemos concluir que:
180° — 162°

2

LEAF = /FEFA =
/EAF = 9°

Problema 22. Sejam z, y tais que ZOCDE =z e ZDAE = y.

Como AE = AD, entdo temos que NADE € isdsceles em A. Portanto, como /DAE =y,
podemos concluir que:

180° — y

—op° _ Y
=90 5

LAED = ZADE =

POT 2014 - Geometria - Nivel 2 - Aula 0 - Solucoes 13



2 TRABALHANDO COM ANGULOS

Como AB = AC, entdo temos que NABC ¢ isdsceles em A. Portanto, como ZCAB =
y + 48°, podemos concluir que:

180° — 48°
/ABC = 2408 = 2 (2y+ &) =660~ 2
Somando os angulos internos do ANCDA temos que:
y+66°—%+x+90°—% — 180°

r=/CDE = 24°

Problema 23. Seja x tal que /BAC = z.
Analisando alguns triangulos isdsceles e alguns angulos suplementares (“angulos que somam
180°), podemos calcular alguns dangulos:

o NI'AFE ¢ isosceles em F implica em:

x /FAE = /FEA = x;
x ZAFE =180° — 2z ¢ ZEFD = 2.

o NEFD ¢ isosceles em E implica em:

* LEFD = ZEDF = 2x;
x /FED =180° —4x ¢ Z/ZDEC = 3x.

e ANDEC ¢ isésceles em D implica em:

* /DEC = /DCE = 3x;
* /ZEDC =180° — 6x ¢ ZCDB = 4x.

e ANCDB ¢ isdsceles em C implica em:
* /CDB=/CBD = 4zx.

e NABC ¢ isosceles em A implica em:
* /ABC = /ZACB = 4z.

Somando os angulos internos do NABC' temos que:

z+4r+4x = 180°
9¢x = 180°
r=/BAC = 20°

Problema 24. Como o triangulo ABC' € isésceles em B, entdo temos que:

/BAC = /BCA — M —18°
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Como KL || AC, entdo podemos concluir que: /BKL = /BAC = 18° ¢ /BLK =
/BCA=18°.

Sabendo que KM || BC, ou seja, KM || BL e /BLK = 18°, entdo temos que: /LKM =
/BLK = 18°.

Como o triangulo KLM ¢€ isdsceles em K, entdo podemos concluir que:

AKMW:AKML:}g%;Ei:8P

Somando os angulos internos do ANK PM , temos que:

LKPM + /PMK + /ZMKP = 180°
/BPL = 180°—81° —36°
/BPL = 63°

Problema 25. Seja x tal que Z/BAC = x. Como o triangulo ABC' € isdsceles em B, entao
temos que: LBCA =1 e LZABC = 180° — 2.

Como PQ || AB, entdo podemos concluir que: /PQC = /ABC = 180° — 2z e, consequen-
temente, ZPQB = 2x. Sabendo que ZAQB = 105°, entao temos que:

ZAQP = 2z — 105°

Também, a relagdo PQ || AB implica em: /BAQ = ZAQP = 2x —105°. Como /BAC =
x, entdo podemos concluir que:

ZQAP = x — (2 — 105°) = 105° — x

Notemos que NABC ~ APQC pois PQ || AB. Dai, seja m tal que PQ = QC = m.
Percebamos que o quadrildtero BQPR € paralelogramo. Portanto, temos que: RB = PQ =
m. Pelo enunciado, temos que RB = AP = m.

Com isso, podemos concluir que o triangulo APQ € isésceles em P, pois AP = PQ = m.
Portanto, temos que:

/PQA = J/PAQ
2¢ —105° = 105° —x
r = 7T0°

Logo, os angulos do triangulo ABC sdo: v = L/BAC = ZBCA = 70° e 180° — 2x =
ZABC = 40°.

Problema 26. Seja A o valor do angulo Z/BAC.

Pelo triangulo retangulo ABE, temos que: ZABE = 90° — A. Como G e F sao pontos
médios dos segmentos AB e AH, respectivamente, entdo podemos concluir que GF ¢ base
média no triangulo ABH. Portanto, temos que GF || BH e, consequentemente,

LAGF = ZABH =90° — A
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(Obs.: outra forma de achar que as retas GF e BH sdo paralelas é a aplica¢io direta do
teorema de Tales levando em consideragdo os segmentos AB e AH.)

De forma andloga & conclusio anterior, podemos concluir que GK € base média do triangulo
BAC e, consequentemente,

/BGK = /BAC = A

Considerando o ponto G no segmento AB, temos que:

LAGF + /FGK + /KGB = 180°
/FGK = 180°— A — (90° — A)
/FGK = 90°

Problema 27. Somando os angulos internos do ANABC, temos que:

/BAC + ZACB+ ZCBA = 180°
/ZBAC = 180° —37° —38°
ZBAC = 105°

Dai, podemos concluir que:

105°

/BAP = /PAQ = /QAC = = 35°

Note que BD || AP implica em /DBA = /BAP = 35°. Portanto, temos que:

/ZDBC = /ZDBA+ /ZABC
= 35°+437°
/ZDBC = 72°

Obs.: Com as informacdes do enunciado, podemos achar os demais angulos do triangulo
DBC:

e Analogamente ao cdleulo do angulo ZDBC, podemos concluir que: CD || AQ implica
em LACP = 35° e, consequentemente, temos que:

/ZDCB = 35°+438°
/ZDCB = 73
e Somando os dngulos internos do ADBC, temos que:
/BDC + /DBC + ZDCB = 180°
/ZBDC = 35°

Problema 28. Percebamos que ABAD = ABCD pelo caso lado-lado-lado (LLL), pois os
trés lados dos dois triangulos sdo iguais. Logo, temos que: /ABF = /CBF.
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Com essa igualdade de angulos, podemos concluir que: NABF = ACBF pelo caso lado-
angulo-lado. Dai, temos que: ZAFB = /CFB.
Como a soma desses angulos € igual a 180°, entdo temos que:

/AFB = /CFB =90°
e, consequentemente, podemos concluir que:
LAFD = ZCFD = 90°

Notemos que o triangulo ABC' ¢é isdsceles em B. Portanto, temos que:

/BAC = /BCA — M — 29°

Por consequéncia, podemos concluir que: ZFCE = 180° — 29° = 151°.
Percebamos que ACFD = ACED pelo caso lado-lado-lado (LLL), pois os trés lados dos
dois triangulos sao iguats. Dai, temos que:

/CFD = /CED = 90°
Somando os angulos internos do quadrildtero FCED, podemos concluir que:

/FDE+ /DEC + /ECF + ZCFD = 360°
/FDE =/BDE = 29°

Como ANCFD = ANCED, entao temos que:

/CDE = /ZCDF = 29

Como ABAD = ANBCD, entdo podemos concluir que:

LCDB = /ZADB = 29

Finalmente, podemos concluir que:

LADE = ZADB+ /Z/BDE
29°
= 29°
5 +
87°

2

LZADE =

Problema 29. Seja o tal que ZCDF = «. Seja P o ponto de encontro dos segmentos DF
e BQ.

Analisando o triangulo retangulo DPQ), temos que: ZPQD = 90° — .

Analisando o triangulo retangulo BC'Q, podemos concluir que: ZCBQ = «.

Entao, temos que: ADCF = ABCQ pelo caso angulo-lado-angulo oposto, pois
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e /CDF =/ZCBQ = «;
e DC = BC = lado do quadrado;
e /DCF = /BCQ = 90°

Com isso, podemos concluir que CF = CQ.

Dessa forma, temos que o triangulo FCQ € isosceles em C, além de ser retangulo.

podemos concluir que:

180° — 90°

/QFC = /FQC = .

/FQC = 45°

3 Areas

Dat,

Problema 30. A solucao do material apresenta erros. Seque a versao corrigida da solucdo.

Observe que NAXY = ANAMN e /YXA=/AMN. Assim, XY | MN e como:

XY =MN=MB=NC

seque que os quadrildteros XY CN e XY NB sdo paralelogramos.
Como A € ponto médio do segmento X M, temos que:

2

[AXC] = [AMC] =

Analogamente, como A é ponto médio do segmento NY , podemos concluir que:

[Amq:mBM:§

1
Lembrando que [AXY] =[AMN] = 3 podemos concluir que:

[XYBC] = [AYX]+ [AXC]+ [ACB]+ [ABY]
12 2

(XYBC] = S+5+1+3

[XYBC] = g

Problema 31. Notemos que os dois triangulos gerados, quando tragamos uma mediana,
possuem a mesma drea, pois possuem bases de comprimentos iguais (pela propria defini¢ao

de ponto médio) e a mesma altura. Dai, temos que:
o M € ponto médio de BC implica em:

72em?

[AMB] = [AMC] = = 36cm?
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e N ¢ ponto médio de AM implica em:

36cm?
[ANB] = [MNB] = 027" = 18cm?
e P ¢é ponto médio de BN implica em:
18cm?
[BPM] = [NPM] = —" = 9em?

Problema 32. Sejam M, N, O e P o0s pontos do quadrildtero maior de forma que D, E,
F e G sdo os pontos médios dos segmentos MN, NO, OP e PM, respectivamente.

Seja Q o ponto de encontro dos segmentos DF e EG. Conectemos os segmentos MQ, NQ,
0Q e PQ.

Lembrando que os dois triangulos gerados a partir da construcao de uma mediana possuem
a mesma drea, podemos fazer as sequintes consideragies:

o Seja z tal que [MDQ] = [NDQ] = z;
o Sejay tal que [NEQ] = [OEQ] = y;
o Seja z tal que [OFQ] = [PFQ] = z;
o Seja w tal que [PGQ)] = [MGQ] = w.
Daj, temos que:
[IDNEQ] + [FPGQ] = x +y + z +w = 210 + 240 = 450

Usando o resultado anterior, podemos concluir que a drea que estd faltando ([EOFQ)]) pode
ser calculada pelo desenvolvimento a sequir:

[EOFQ]+ [DMGQ] = z4+w+y+=z
[EOFQ] = 450 — 250
[EOFQ] = 200

Problema 33. Pelo fato conhecido de mediana e altura, tragando o segmento AH , podemos
concluir que:

e [ABH] =[ACH] = [AgC] ;
e [BEH|=|[AEH] = ABH] implica em:
_ [ABC]
[BEH| = 1

De forma andloga, temos que:
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_[BCD]
e [CHF| = 1
_ [eDpA]
e [DFG| = 1
« cr) - 1247

Dai, podemos concluir que a drea sombreada ([EFGH]) pode ser calculada pelo desenvol-
vimento sequinte:

[EFGH] = [ABCD]—- [BEH|—|[CHF]— [DFG] - [AGE]
_ (4BCD] - ([Ale’] N [Bi’D] N [Ci)A] N [DjB])
_ (4BOD] - [ABC| + [CDA] Z [BCD] + [DAB]
- [ABCD]—Q'[AfCD ]
_ [ABCD]
= ==
[EFGH] = 100cm?

Problema 34. Seja h a distincia entre os segmentos paralelos EF e AD.

Como o lado do quadrado € iqual a 6, entdo temos que a distincia entre os segmentos EF
e BC ¢ igual a (6 — h).

Com isso, podemos concluir que:

[BEDF] = [BEF]+ [DEF]

EF-h EF-(6-h)
+

[BEDF] = 3-EF

Sabendo que a drea sombreada ([BEDFY)) é um terco da drea do quadrado, entdo temos
que:

.62

=~ Wl =

Problema 35. Consideremos
e h a altura do trapézio;

e E 0 ponto de encontro da altura do trapézio que passa pelo ponto B e o lado AD.
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Dai, temos que o triangulo ABE é:
e retangulo, pela propria definicdo de altura;
e iscsceles, pois LA = 45° implica em LABE = 180° — 90° — 45° = 45°

Portanto, podemos concluir que: AE = BE = h.
Aplicando teorema de Pitdgoras no NABE, temos que:

h*+h? = 6
h = 3V2

Sejam x ey tais que AD =z e BC = y.
Como a drea do trapézio € igual a 30, entdo podemos concluir que:

(+y)-h
2
r+y = 10V2

= 30

Seja F o ponto de encontro da altura do trapézio que passa pelo ponto C e o lado AD.
Notemos que o quadrildatero BCFE ¢ um retangulo, pois possui os quatro angulos retos.
Portanto, temos que: BC = EF = y.

De forma andloga ao que foi feito no ANABE, podemos concluir que: FD = h = 3v/2. Com
1850, temos que:

AD=x =y + 6v2
Aplicando esse resultado ao valor de (x + y) encontrado anteriormente, podemos concluir
que:
r+y = 10V2
(y+6\/§) ty = 10V2
BC=y = 22

Problema 36. Prolonguemos EO até o lado AB. Seja G o ponto de encontro desses dois
segmentos.
Vamos mostrar que EO = OG. Para isso, tracemos uma reta paralela ao lado AD passando
pelo ponto O. Sejam M e N os pontos de encontro dessa reta paralela com os lados AB e
CD, respectivamente.

Notemos que os triangulos EON e GOM sao congruentes pelo caso angulo-lado-angulo
oposto, pois:

e /ENO =/ZGMO =90°;
e ON =O0OM;

e /OEN = /OGM, pois AB | CD e EG corta essas retas paralelas.
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Dai, podemos concluir que: EO = OG.
Observemos que os triangulos retangulos EOF e GOF sdo congruentes pelo caso lado-
angulo-lado, pois:

e OF ¢ lado comum;
o /JEOF = /ZGOF =90°;
e FO =O0G.

Portanto, temos que: EF = FG e [EOF] = [FOG].
Analogamente, sendo G o ponto de encontro do prolongamento do segmento FO com o lado
BC, podemos chegar as sequintes conclusoes:

FG=GH=HE=FEF

EFGH
[FOG]| = [GOH| = [HOFE] = [EOF] = m
Sejam x ey tais que EN =z e FD = y.
Notemos que ED =2+ 2 ¢ EN = x implica em GM =z ¢ AG =2 — z.
Percebamos, também, que FD =y implica em AF =4 —y.
Aplicando teorema de Pitdgoras nos triangulos EDF e FAG, temos que:

(EF)* = (FG)’

2+2)+y = (4-y’*+(2-2)?
4+4-2 = 16—-8-y+4—4-x
Yy = 2—=x

Portanto, os triangulos EDF e FAG sao congruentes, pois ambos sdo retangulos e pos-
suem um cateto e hipotenusa iguais. Logo, temos que: [EDF] = [FAG].

De forma andloga, poderemos concluir que: [FAG) = [GBH| = [HCE] = [EDF|. Como a
soma das 4 dreas citadas € igual a ([ABCD] — [EFGH]), entao temos que:

ABCD| — [EFGH]
4

[EDF] = [
Portanto, a drea marcada € igual a:

[EFGH] [ABCD)] - [EFGH)]

[EOF) + [EDF] = T+ I
_ [ABCD]
= ==
[EOF] + [EDF] = 4cm?

Obs.: Alguns resultados dessa solugdo podem ser mais rapidamente obtidos usando um
assunto que serd tratado em aulas futuras: Quadrildteros inscritiveis. Por exemplo, sa-
bendo que o quadrilatero EOF D ¢ inscritivel, poderiamos facilmente perceber que ZOEF =
ZOFE = 45°.
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Problema 37. Sejam x ey tais que AB=CD =2x ¢ BCO = DA =y.
Notemos que [ABCD] = 11em? implica em -y = 11.
Percebamos, também, que:
ATA . AR

(WAB) = A'A-AB

Y- 2z
2

[A’AB'|=2-y = llem?

Analogamente, podemos concluir que: [B'BC'] = [C'CD'] = [D'DA] = 11em?.
Portanto, temos que:

[A'B'C'D'] = [ABCD]+ [A’AB'] + [B'BC'] + [C'CD'] + [D'DA']
[A'B'C'D'] = 55cm?

Problema 38. Aplicando teorema de Tales, temos que:

OG _ GA
CD DA
8
T4
HG = 2cm

Calculando a drea marcada, podemos concluir que:

[ABC] + [CEFH| = [ABCD]+ [DEFG]— [AHG]
= 1-4+4-4—¥
[ABC|+ [CEFH] = 12cm?

Problema 39. Seja = tal que DQ = CP = x. Dai, temos que: QC = PB =10 — x.
Pela relacdo de dreas dada no enunciado, podemos concluir que:

ABP] = L [PCQ)

10- (10 — x) 7 x-(10 — )
2 32
r = @cm

7

Aplicando teorema de Pitdgoras em dois triangulos, temos que:
2 ) 30\*
e NAPB: (AP) =10+ ( 10 — - implica em:

10v/65
7

AP =

cm
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2 2
e APCQ: (@)2 = <30> + (10 — 30> implica em:

Portanto, podemos concluir que o perimetro do quadrilditero APQD € igual a:

10v/65 50 30

AP+ PQ+QD+ DA = - +7+7+10
. 10v/65 + 150
AP+PQ+QD+DA::’J7+cm

Problema 40. Seja x tal que AJ = x. Como JH || DB, entdo temos que:
o JAJH = /ADB = 45°;
o JAHJ = /ABD = 45°;

o ANAJH é isdsceles implica em: AJ = AH = z.

2
Sabendo que [AJH| = = [ABCD] , entio podemos concluir que: x> =10 , ou seja:

z =10

-[ABCD], entdo temos

ot =

Analogamente, sendo y tal que IC = y e sabendo que [ICE] =

que:
y=V5

Lembremos que jd sabemos o comprimento de dois segmentos:
e HB=5—2=5—-+v10
e BE=5-y=5-5

Faltam os demais comprimentos.

Percebamos que AG € um segmento de reta pertencente & diagonal AC. Dessa forma, temos
que ZGAH = 45°. Como LAHG = 45°, entdo podemos concluir que: NAGH ¢ isdsceles
e retangulo. Dat, temos que:

GH = AG

Tracando o segmento FC, entdo, de forma totalmente andloga ao passo anterior, podemos
concluir que:
EF =FC

Notemos, também, que

AG+GF+FC = AC
FG = AC - AG-FC
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Pelo teorema de Pitdgoras no ANABC, temos que (E)2 =52+ 52. Dai, podemos concluir
que:

AC = 5v2

Juntando todos os resultados obtidos, podemos, finalmente, calcular o perimetro do pentdgono
BEFGH:

BE+EF+FG+GH+HB = (5—\/5)+F70+(5\/§—E—F70)+E+(5—\/E)
= 10+5V2—v5—-10

0bs.: Uma forma simplificada de expressar a mesma resposta é a expressao: 5+ (1 + \@) .

(5-5).

Problema 41. Sejam os sequintes pontos:
e O o centro do quadrado;

e F, F, G, H el os pontos que reprensentam os primeiro, sequndo, terceiro, quarto e
quinto cortes, respectivamente.

Consideremos que OF € o primeiro corte de forma que DE = 7cm e EA = 13cm .
Lembremos que a drea de cada pedago € igual a:

2 2
% = 80cm?

Note que:

13-1
310 = 65cm? < 80cm?

[AEO] =

Portanto, F ndo estd no segmento DA. Como s6 faltﬂwcm2 para [AEO) atingir 80cm?,
entdo podemos concluir que F' pertence ao segmento AB de forma que:
AF 10
[AFO] = 5 = 15cm?
AF = 3cm

Analogamente, podemos encontrar os demais pontos:

e 0 ponto G pertence ao segmento AB de forma que FG = 16cm e GB = lem;
e 0 ponto H pertence ao segmento BC de forma que BH = 15cm e HC = 5cm;

e 0 ponto I pertence ao segmento CD de forma que CI = 11em e ID = 9cm.

Problema 42. Como M € ponto médio, entdo temos que BM e MC. Como a altura dos
triangulos ABM e ACM também € igual, logo podemos concluir que:
72
[ABM] = [ACM] = - = 36cm?

Analogamente, temos que:
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N € ponto médio de AM implica em:

x [ABN] = [MBN] = % = 18cm?;

* [ACN] = [MCN] = % = 18cm?;

e [BNC] = [MBN]+ [MCN] = 36cm?;

— 36
P ¢ ponto médio de BN implica em: [BPC] = [NPC] = 5 = 18cm?;

Q ¢ ponto médio de PC implica em:

CQN| = [PQN] =
[PQN] = 9cem?

Problema 43. Seja O o centro do quadrado. Notemos que O € o ponto de encontro de EF
com AC, pois pertence a ambas as retas. Percebamos, também, que EO = OF = 6¢em.
Seja P o ponto de encontro entre AC' e BE.

Calculemos, entdo, as duas primeiras dreas:

e BEOC € trapézio. Dai, temos que:

BEOC] = 12+06)6
2
[BEOC] = 54cm?

e COF ¢ triangulo retangulo em F. Com isso, podemos concluir que:
6-6

[COF] = 18cm?

Sejam Si, Sa tais que S; = [BPA] e So = [APE]. Como o triagngulo EAB ¢é retangulo em
A, entdo temos que:

[EAB] = ——
S1+85 = 36cm? (1)

Observando que EO || BA, podemos notar que ABPA ~ ANEPO, pois todos os dngulos
dos dois triangulos sdo iguais. Dai, podemos concluir que:

BP _ BA
EP  EO
12
6
BP

::2
EP
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Analisando os triangulos BPA e APE, temos que, em relacdo as bases BP e PE, o0s dois
triangulos possuem a mesma altura. Seja h essa altura. Dai, podemos concluir que:

BP-h

Si  [BPA] 5
Sy [APE] = EP-h
2

_ BP

-~ EP

S, = 2.8

Aplicando esse resultado ao resultado (1), temos que:
e Sy = [APE] = 12em?;
e S; = [BPA] = 24cm?.

Seja Ss tal que S5 = [EPO]. Como o triagngulo AEO € retangulo em O, entdo podemos
concluir que:

[AEO] = Sy + S3 = 18cm?
Lembrando que jd sabemos o valor de Sy, entdo temos que:
S3 = [EPO] = 6¢m?

Como o triangulo EFB € retangulo em F, entdo podemos concluir que:

[EPO| + [OPBF] — #

[EPO] + [OPBF] = 36cm?
Aplicando o resultado anterior, temos que [EPO] = 6em? implica em:
[OPBF] = 30cm?

Obs.: A ideia de encontrar proporcao entre dreas de dois triangulos, com mesma altura, a
LT, ) )
partir da razao entre suas bases € conhecida como metddo k.

Problema 44. Vamos usar um fato bastante conhecido: Sendo G o baricentro de um
triangulo XY Z e M ponto médio do lado YZ entao temos que:

XG=2-GM

Obs.: A demonstrag¢do desse fato estd no fim desse material (se¢cdo fatos que
ajudam).
Voltando a solugao do problema, sejam k e j tais que:

o AB =k e, consequentemente, AD = E;
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e DE = j e, consequentemente, EC =k — j.
Consideremos os sequintes pontos:
e N, P e @ os baricentros dos triangulos ADE, EBC e ABE, respectivamente;

e R e S as projecoes de N e P sobre o lado DC, respectivamente. Em outras palavras,
R € o ponto no lado DC tal que ZNRC = 90°. Definicao andloga para o ponto S;

e T a projecio de N sobre o lado AD;
e U a projecio de P sobre o lado BC.

Sendo L o ponto médio do lado DE, aplicando o fato conhecido citado no comeg¢o da solucdo
e o teorema de Tales no ALDA , podemos calcular alguns segmentos:

e segmento NR:

NR _ NL
AD AL
NR NI
I = NL+2 NL
— 1
NR = —
3k
o segmento NT:
NT _ N4
LD  IA
NT 2-NL
i 2.NL+NL
~ J
NT = =
3

Analogamente, considerando o ponto médio do lado EC, o fato conhecido citado e o teorema
de Tales, podemos calcular outros segmentos:

e segmento PS:

— 1
>3k
e segmento PU:
_ k — J
PU = ——=
3

Por dltimo, sejam:

o V e W as projecies de Q e E sobre o lado AB, respectivamente;
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e I o ponto médio do lado AB.

Aplicando o fato conhecido e o teorema de Tales no AIEW de forma andloga ao jd feito
duas vezes nessa solucao, temos que:

1

ov— L
@ 3k

Com isso, temos todas as informagoes para calcular [N PQ):

e base:
NP = TU-TN - PU
R AN K
3 3
NP - 2k
3
e altura h:

h = BC-QV —NR

()&

1
h =
3k
Portanto, a drea procurada € igual a:
2k, 1
NPQ = B 3
1
NPQ =

Problema 45. Primeiramente, como AB = CD e AB || CD, entdio temos que:

[ABC] = [ADC] = %
Como K é o encontro das diagonais do paralelogramo ABCD, entdo podemos concluir que
K € ponto médio do lado AC. Portanto, L é baricentro do NADC, isto é, L é o encontro
das trés medianas de tal triangulo.

Seja M o ponto médio do lado AD. Aplicando o lema conhecido, cuja demonstragdo
encontra-se no fim desse material (se¢do fatos que ajudam), no AADC |, temos que:

[ELKC] = Z-[ADC]

[ELKC] =

RN
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Problema 46. Aplicando teorema de Pitdgoras no AABC, temos que:

BC = /(1012 — 202)
/(101 + 20) - (101 — 20)
BC = 99

Sabendo que o triangulo ADB tem base DB e altura AC, entdo podemos concluir que:

[ADB] = -2 5 =495

Problema 47. Seja O o centro do hexdgono. Liguemos os segmentos AC, CE, EA, OA,
OC e OF.

Notemos que os triangulos ABC, CDFE e EF A possuem a mesma drea, pois sG0 congru-
entes pelo caso lado-angulo-lado. Como o triangulo ABC' € isdsceles em B, temos que:

/BAC = /BCA — M — 30°

Percebamos, também, que os triangulos OAC, OCFE e OFA possuem a mesma drea, pois
sao congruentes pelo caso lado-lado-lado. Como

360°

LAOC = LCOE = LZEOA = = 120°

e o triangulo AOC € isosceles em O, entdo podemos concluir que

LOAC = LOCA = M — 30°

Com isso, temos que NABC = NAOC pelo caso dangulo-lado-dngulo oposto, pois ambos
possuem o lado AC e os trés angulos iguais. Portanto, tais triangulos tém a mesma drea.
Dessa forma, podemos notar que os 6 segmentos desenhados dividiram o hexdgono em
6 triangulos congruentes e, consequentemente, com mesma drea. Dai, como a drea do
hexdgono € igual a 1em?, podemos concluir que:

[ABC] = éch

Problema 48. Sejam P, Q, R, S ¢ T o0s pontos de intersecao das diagonais do pentdgono
ABCDE de forma que:

e P ¢ o encontro das diagonais BE e AC;
e ) € o encontro das diagonais AC' e BD;
e R ¢ o encontro das diagonais BD e CE;

e S € o encontro das diagonais CE e AD;
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e T ¢ o encontro das diagonais AD e BE.

Sejam hi e hy as alturas relacionadas aos pontos C e E em relacio ao lado AB nos
triangulos ABC e EAB, respectivamente. Dai, temos que:

[ABC] = [EAB]
AB-hy  AB-hy
2 - 2
hi = hs

Com isso, podemos perceber que os pontos C' e E estdo “igualmente distantes” da reta que
contém o segmento AB. Portanto, podemos concluir que:

CE | 4B

Analogamente, temos que:

e BC | DA;
« CD | EB;
o DE | AC;
o EA| BD.

Sejam x, y, z, w e k tais que: [APB] = z, [BQC] = y, [CRD] =
[ATE] = k. Como [ABC] = [BCD] = [CDE] = [DEA] = |[EAB]

concluir que:

z, [IDSE] = w e
1, entdao podemos

o [BPQ|=1-1z—y;
e CQR|=1—y—z;
e [DRS] =1—2z—w;
o [EST]=1—w—k;
o [ATP|=1—k—x.

Pelas relagoes de paralelismo encontradas acima, temos que: ABRE € paralelogramo.
Como BE ¢ diagonal desse paralelogramo, temos que:

e 1 = [ABE] = [RBE]; (analogamente, [EPC] =1)

e [ABRE] =2;

[ABCDRE) = [ABRE] + [BCD] = 3;

[ABCDE) = [ABCDRE] + [DRE] =3+ (1 —2) =4 — 2.
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De forma andloga, podemos concluir que:
[ABCDE|=4—2x=4—-y=4—z=4—-w=4—k
Com isso, temos que:
€Tr = y =22 =W = k

Falta apenas encontrar o valor de x.
Analisando triangulos com mesma altura para comparar dreas através da razdo entre bases,
observando a razao entre os segmentos AP e PC, podemos concluir que:

e olhando os triangulos APB e BPC':

AP [APB]
PC ~ [BPC]
AP x

PC 11—z

e olhando os triangulos APE e EPC:

AP [APE]
PC  [EPC]
P 1
pPC 1
Dai, temos que:
T 1-z
-z 1
r = (1-x)?

Como x < 1, entao temos que:

Portanto, podemos concluir que:

[ABCDE] = 4-ux

2
5+5
2
Problema 49. Essa questao € totalmente andloga o questdo 42. Resposta:

[ABC]
[EFG]

[ABCDE]

=38
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Problema 50. Seja EF a tal reta paralela que vai dividir o trapézio em duas retas sendo
que E e F pertencem oas segmentos AB e CD, respectivamente.

Seja x tal que AE = .

Pela igualdade de dreas, temos que:

[AEFD] = [EBCF]
0. 4 — (75 — 2x) - 20
2
4.-x = 75
X = ETTL
4

Problema 51. Obs.: A questao apresenta um pequeno erro de enunciado: Os pontos coli-
neares sao F, C e E (e nao G).

Seja P o ponto de intersecio das retas BC e FG.

Consideremos as sequintes dreas:

o [ADG] = a;
o [GCP|=b;
o [GPB] =c;
o [PFC) =d;
o [DCE] =¢;
o [GCD] = f.

Sejam x e h o comprimento dos lados paralelos AB e DC' e a distancia entre eles, respec-
tivamente. Considerando y o comprimento de GB, podemos encontrar algumas relagoes
entre dreas:

e at+b+tec:
a+(b+e) = (x_2y)'h+yéh
a+(b+c) = %

.

Portanto, podemos concluir que: a+ (b+ ¢) = f. Dai, temos que:
[ABCD]=2-f

De forma totalmente andloga, a partir do paralelogramo DEFG, pdemos concluir que:
(b+d)+e=f. Com isso, temos que:

[DEFG) =2 f
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Pelas dltimas duas equacgdes encontradas, podemos concluir que:
2. f=[ABCD] = [DEFG]

Problema 52. Consideremos as segquintes dreas:

o [AOB] = z;
e [BOC] = y;
e [COD] = z;
o [DOA] = w.

Nossa estratégia serd encontrar equagoes que relacionam as outras dreas (x, z e w) com y.
Em primeiro lugar, notemos que: [ABC| = 150 implica em:

x=150—y
Em sequndo lugar, percebamos que os triangulos ACD e BC'D possuem a mesma base CD
e altura igual. Dessa forma, temos que: [ACD] = [BCD] implica em:
w=1y

Além disso, podemos concluir que: [AC D] = 120 implica em:
2 =120y

Em terceiro lugar, podemos analisar a relagao entre os segmentos DO e OB para encontrar
relagdo entre dreas de alguns triangulos (em outras palavras, método k). Dai, temos que:

e triangulos DOC e COB:
DO -
OB vy
pois esses triangulos possuem mesma altura e, com isso, a relacdo entre as dreas deles
€ 1gual a relacdo entre suas respectivas bases;

e triangulos DOA e AOB: L
DO _w_y
OB == =«

pois esses triangulos possuem mesma altura e, com isso, a relacdo entre as dreas deles
€ tqual a relacao entre suas respectivas bases.

Com as ultimas equagoes encontradas, temos que:

SIS
< |

[N}
8 8

y =
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Usando as relagoes que encontramos no comego dessa solugcdo, temos que:
y* = (150 —y)- (120 — y)
(150 +120) -y = 150-120

2
y=[Boc] = =

39
Problema 53. Essa questdo € igual a questao 11. Resposta: CR

Problema 54. Inicialmente, facamos um bom desenho, comecando pela circunferéncia e,
em sequida, colocando os quatro pontos A, B, C e D de forma que AC 1. BD. Considere-
mos:

e h a altura do triangulo AOC em relagdo & base AC';
e P o ponto de intersecio entre as retas AC e BD.

Como as diagonais do quadrilatero ABCD sao perpendiculares, entao temos que:

[ABCD] = [ABC]+ [BCD)]
_ @-WJFTC-W

N 2 2

AC - (BP + PD

[ABCD] — ( > +PD)

Além disso, podemos concluir que:

[ABCO] = [ABC]+ [AOC]
(ABCO] — ACéBPJFAC;-h

Portanto, podemos dizer que a linha quebrada AOC dividir ABCD em duas regides de

mesma drea € 0 mesmo que
[ABCD]

2

Pelas equacoes encontradas anteriormente, isso ocorrerd se

[ABCO] =

Tentemos entdao encontrar essa relac¢ao.
Sejam os pontos:

e E o0 ponto de encontro resultante da intersecao entre o prolongamento do segmento
AO por O e a circunferéncia;

e X a projecao ortogonal de E no segmento BD, ou seja, seja X o ponto do segmento
BD tal que ZEXD = 90°.
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Notemos que AE é diagmetro da circunferéncia. Portanto, temos que ZACE = 90°. Perce-
bamos que o triangulo AOC € isésceles em O. Logo, a altura h € também mediana. Como
h || CE, entdao podemos aplicar teorema de Tales para concluir que:

CE=2-h

Como LZCPD = 90°, entao temos que PCEX ¢€ retangulo, pois possui 0s quatro angulos

retos. Dat, temos que:
CE = PX =2h

Com esse resultado, notemos que so falta provar que: BP = XD.

Para provar o que falta, basta perceber o sequinte fato: BD || C'D implica em /CBP =
/XDE, pois /CBP = /XDE implica em ABPC = ADXE.

Essa ultima implicacao € consequéncia dos dois triangulos, BPC e DX E possuirem os trés
angulos iguais, inclusive um angulo reto, e um cateto igual (PiC = ﬁ), pois PCXD ¢é
retangulo. Provemos tal fato numa observacdo apdos o término da solucdo.

Com todos os resultados encontrados, fica provado a solugcdo, pois “invertendo” a ordem
dos resultados que encontramos, temos que:

e BP = XD, uma vez que:

BD| CD= /CBP = /XDE = ABPC = ADXE = BP = XD

e PD =2h+ BP, pois:

CE=PX =2h=PD=PX+XD=2h+ BP

e [ABCO] = [ABQCD].-

== —= PD - BP ABCD
PD:2h+BP:>h:2:>[ABCO]:[QC]

Obs.: Provemos que BD || CD implica em: /CBP = /XDE.
Para isso, sejam o e 8 tais que ZBDC = «a e ZCDE = 3. Com isso, temos que:

/XDE =a+p

Liguemos o segmento CE.

Notemos que
/CDE =/CBE =0

pois ambos olham para o mesmo arco (CE). Analogamente, podemos concluir que: ZBDC =
/BEC = qa.
Como CFE || BD, entdo temos que:

LEBD = /BEC = «
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Portanto, podemos concluir que:

LCBP=/CBD = ZCBE+/ZEBD
/CBP = /XDFE

Problema 55. Obs.: A questdo apresenta um pequeno erro de enunciado: A relagdo a ser
provada é: [DMA] 4+ [CNB] = [ABCD)].
Consideremos:

e comprimentos x ey tais que AN = ND =x e BM = MC =y;

e alturas hg, hgo e hys as distancias dos pontos B, C' e M ao segmento AD, respecti-
vamente;

e ponto P a intersecao dos segmentos AD e BC;
e comprimento z tal que BP = z.
Aplicando o teorema de Tales, temos que:

PBE_PM _ PC

hg  hm ho
z  zt+y z+2y

hg  hu hc

Aplicando a propriedade bem conhecida de “soma de numerador com numerador e deno-
minador com denominador ndo altera a razdo na propor¢dao”, podemos concluir que:

2ty _ z+(2+2y)

ho hp + hc
2-hyy = hp+he

Dai, temos que:

[ABCD] = [DCN]+ [CNB]+ [NBA]
_ f"2h0+[CNB]+$'hB
— I'(QQ'}Lm_i_[CNB}

[ABCD] = [DMA]+ [CNB]
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4 Fatos que ajudam

Lema: Os 6 triangulos resultantes das construgoes das 3 medianas de um triangulo possuem
a mesma area.

Prova: Consideremos o triangulo ABC e os pontos médios M, N e P dos lados AB, BC
e C'A, respectivamente. Seja G o baricentro do AABC.

Consideremos as seguintes areas:

o X, =[AGM];
o X» = [MGB];
o X3 = [BGN];
o X, =[NGCJ;
o X5 =[CGP);
o X¢ = [PGA.

Comparando bases iguais e mesma altura, temos que:
e [ABN] = [ACN] implica em:

X1+ Xo+ X=Xy + X5+ X¢

e [ABP] = [CBP] implica em:

X1+ Xo+ Xg =Xy + X5+ X3

e subtraindo as duas equacoes encontradas, podemos concluir que: X3 — Xg = Xg— X3.
Dai, temos que:
X3 = X

Analogamente, usando que [AMC]| = [BMC], podemos concluir que X; = X4 e Xy = X5.
Para concluir o lema, basta perceber que X1 = X3, X3 = X4 e X5 = X, pois tais triangulos
possuem bases iguais e mesma altura.
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