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Resumo

Sob a ética da Teoria de Copulas, a modelagem multidimensional pode ser considerada decor-
rente de dois processos: estimacao das distribuigoes de probabilidade marginais e modelagem de
uma estrutura de dependéncia multidimensional que age sobre tais distribui¢bes marginais, sendo
esta ultima, denominada cépula. Neste trabalho, as estruturas marginais de interesse correspondem
ao maximo de uma variavel aleatoria e, consequentemente, a Teoria de Valores Extremos apresenta-
se como uma alternativa natural para a modelagem. Nesta dissertacao, serao estudados os tipos de
dependéncia entre variaveis aleatérias, a construcao e implementacao de modelos de Teoria de Copu-
las assim como, os resultados basicos de convergéncia utilizados na Teoria de Valores Extremos. Sob
o escopo da Teoria de Valores Extremos, os métodos de estimagao pontual de Méaxima Verossim-
ilhanca e L-momentos serao comparados através de algumas simulacoes e, adicionalmente, serao
abordadas as condigoes que asseguram a validade das propriedades assintéticas do Método de Max-
ima Verossimilhanca bem como as principais propriedades de ambos os métodos citados. As teorias
citadas serao aplicadas no contexto de Lingiliistica na modelagem multidimensional de caracteristicas

do sinal actstico observadas em regioes de baixa, média e alta freqiiéncia de frases da lingua inglesa.
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Introducao

Esta dissertagao aborda topicos sobre a Teoria de Valores Extremos, Métodos de Estimacao e
Teoria de Coépulas e a posterior aplicagao destas teorias em dados reais provenientes da area de
Linguistica.

Como um dos propositos sera a modelagem dos maximos de uma variavel aleatoria, sera utilizada
a Teoria de Valores Extremos pois esta fornece a distribui¢ao assintotica do maximo de uma variavel
aleatoria. Neste caso, tal distribuigao assintotica é a Distribuigdo Valor Extremo Generalizada
(GEV). A fundamentagao desta teoria serd dada no Capitulo 1 e estd baseada no conceito de
varidvel aleatéria max-estével.

O préximo passo requer a utilizagdo de métodos de estimagao para obter-se os pardmetros da
Distribuiggo GEV. Para isto, pode-se utilizar o Método de Maxima Verossimilhanga sendo que a
Distribuicao GEV possui suporte que depende de seus parametros, ou seja, a estimagao deles é um
caso nao-regular pois tal distribuigao nao satisfaz as condi¢oes de regularidade referentes a estimacgao
pelo Método de Maxima Verossimilhanga. Com isso, as propriedades assintéticas, como consisténcia,
normalidade assintotica dos estimadores dos pardmetros da Distribuigao GEV, obtidos pelo Método
de Méxima Verossimilhanga, podem nao valer, embora elas permanecem vélidas quando « < 1/2
[?]. Isto sera discutido no Capitulo 2.

Como uma alternativa ao Método de Maxima Verossimilhanca, seré considerado o Método dos
L-momentos |?]. Este método é baseado em quantidades denominadas L-momentos que sdo fungoes
da esperanga de estatisticas de ordem. Os L-momentos possuem propriedades como a caracterizagao
de distribuigoes |?, ?], sdo nao-viciados e possuem normalidade assintética, independentemente do
suporte da distribuigdo depender dos seus parametros [?]. Este método sera discutido no Capitulo
2.

Hosking [?] comparou os métodos de L-momentos e Maxima Verossimilhanca utilizando a eficién-

Var(0;)
. Var(9;)
0 onde 0; e 0; sao, respectivamente, os estimadores de maxima verossimilhanca e L-momentos de

cia assintotica dada por ef f (GAZ) = limp o para cada elemento ; do vetor de pardmetros
0;. Hosking [?] ressalta vérias vantagens do Método dos L-momentos em relagdo ao Método de
Maxima Verossimilhanga: Os estimadores obtidos pelo Método dos L-momentos apresentaram, em

geral, vicio pequeno sendo que este decresce rapidamente quando aumenta-se o tamanho amostral.



Adicionalmente, os desvios padroes dos estimadores obtidos pelo Método dos L-momentos foram
comparavéis com aqueles obtidos pelo Método de Maxima Verossimilhanga para tamanhos amostrais
moderados (por exemplo, tamanho amostral 100) e foram, frequentemente, substancialmente menores
que os desvios padroes dos estimadores obtidos pelo Método de Méxima Verossimilhanga para pe-

quenas amostras (por exemplo, tamanho amostral 15, 25).

Nesta dissertagao, a comparacgao entre os métodos seré feita através dos valores das estimativas
pontuais dos pardmetros da Distribui¢ao GEV obtidas a partir de amostras geradas de tamanhos 15,
50, 100, 500 e 1000. As comparagoes entre os métodos serdo apresentadas no Capitulo 2. Este tipo
de comparagao sera feita para conhecer-se o comportamento pontual das estimativas dos métodos
dos L-momentos e Maxima Verossimilhanca para pequenas e grandes amostras e em relacao aos

valores de inicializagao dos métodos numeéricos.

Para a utilizagao dos métodos de estimacao, citados anteriormente, necessitou-se de proced-
imentos numéricos. Para a obtencdo das estimativas pelos métodos de L-momentos e Maxima
Verossimilhanga utilizou-se, respectivamente, os Métodos da Bissec¢ao e Nelder-Mead. O primeiro
destes obtém as raizes de uma equagao e o outro maximiza uma fungdo. Como os métodos numéri-
cos requerem valores iniciais para a inicializacao, tomou-se o cuidado de que os valores iniciais
estivessem proéximos dos verdadeiros valores dos pardmetros através do uso de uma perturbagao dos
verdadeiros valores. Para o método da Bissecc@o utilizou-se o intervalo inicial [o — &, v + €] e, para
o Método de Maxima Verossimilhanca, utilizou-se os valores iniciais 4+ ¢, 0 +€ e a + € onde u, o
e a sao os parametros da Distribuicao GEV e € é a perturbagao. Para a comparagao dos métodos
de estimagao, considerou-se o mesmo valor de € para ambos os métodos numéricos. Este cuidado é
necessario pois nao é conveniente compararmos os métodos com valores iniciais muito distantes ja
que, para valores iniciais muito diferentes, os resultados fornecidos pelos métodos numeéricos podem
ser totalmente discrepantes e, consequentemente, a comparagao ficard comprometida. De forma
alguma, isto representa uma restricao dos métodos de estimagao pois é apenas um cuidado tomado
para a comparacao de tais métodos. Outros métodos numéricos poderiam ser utilizados sendo que

os métodos da Bisseccao e Nelder-Mead foram escolhidos por nao utilizarem derivadas.

O proximo passo serd a modelagem da fungdo de distribuicdo de probabilidade conjunta dos

maximos. Para isto sera utilizada a Teoria de Cépulas.

No Capitulo 3 serao construidos modelos de copulas trivariadas com dependéncia positiva. Para
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isto, serd mostrada a construcao dos modelos de copulas arquimedianas bivariadas e a extensao de
tais modelos para o caso trivariado. Isto requer o uso da Transformada de Laplace que permitiré a

construcao de copulas arquimedianas e as generalizagoes destas.

As estruturas de copulas estdo associadas com tipos especificos de dependéncia. Por exem-
plo, pode-se notar que as copulas arquimedianas bidimensionais possuem densidade T'P» que é um
dos tipos de dependéncia positiva. Sendo assim, serao explorados diversos tipos de dependéncias
multidimensionais. No Capitulo 3 sera feita uma coletdnea dos tipos de dependéncias abordando

propriedades e exemplos.

Na aplicacao, sera considerada apenas a extensao trivariada do modelo de Kimeldorf e Sampson
e do modelo de Gumbel. Como uma extensao da dissertacao, posteriormente, outros modelos de

copula poderao ser testados.

No Capitulo 4, serd mostrada uma aplicagao da Teoria de Valores Extremos, Métodos de Es-
timagao e Teoria de Copulas na modelagem de energias construidas a partir de um sinal acustico,
em trés regides de frequéncias, referentes as linguas inglesa e francesa. Foi proposta a obtencao da
funcao de distribuicao acumulada conjunta dos log-retornos méximos nas trés regioes de frequéncias
associadas & cada frase através dos modelos de copula citados. Primeiramente, para cada regiao de
frequéncias, serdo obtidos os log-retornos das energias com o propoésito de modelar a variacao da
energia no tempo t em relagdo a energia no tempo ¢t — 1, isto é, serd modelada a taxa de mudanca
entre energias consecutivas. Mas, os log-retornos de cada frase podem apresentar auto-correlagoes.
Entao, serao utilizados modelos auto-regressivos a fim de eliminar tais auto-correlacoes tornando,
assim, as observagoes independentes de uma dada amostra de forma que a hip6tese de independéncia

do Teorema de Fisher-Tippett seja satisfeita.

Apos a aplicagao de modelos auto-regressivos, seré obtido, para cada frase, o maximo dos seus
residuos sendo que tais méaximos serao modelados através das teorias de Valores Extremos e Copulas.
A modelagem dos log-retornos maximos das energias é apenas uma proposta sendo que poderiam

ser modeladas, diretamente, as energias.

Os modelos auto-regressivos poderao apresentar, para algumas frases, ordem alta. Uma alter-
nativa a estes modelos, seria a utilizacao de outras técnicas que tornasse os dados independentes.

Outras técnicas serao investigadas futuramente.

Os modelos generalizados trivariados e as copulas empiricas foram comparados.
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Para cada generalizagdo do modelo de Kimeldorf e Sampson e do modelo de Gumbel, a copula
C(u1,u2,u3) e as copulas marginais C'(uy,ug), C(ui,us) e C(ug,us) foram comparadas, respectiva-
mente, com as distribui¢des empiricas através do Teste de Wilcoxon a fim de verificar-se a proximi-
dade de tais distribui¢goes. Também, comparou-se tais modelos, considerando-se a maior disténcia,
entre as copulas C'(uy, ug,us), C(ui,uz), C(uy,us) e C(ug,us) e as respectivas distribuigdes empiri-
cas. Este procedimento sera repetido comparando-se as copulas C(uy, ug, u3), C(u1,u2), C(ui,us) e
C'(u2,us) resultantes da generaliza¢ao do modelo de Kimeldorf e Sampson com as copulas resultantes
da generalizagdo do modelo de Gumbel para cada idioma.

Se as energias estressadas podem ser modeladas através das generalizagoes do modelo de Kimel-
dorf e Sampson e do modelo de Gumbel, estes modelos propostos podem ser usados para caracterizar
a dependéncia das energias estressadas nas trés regioes de frequéncias, podendo, futuramente, serem
utilizados para a discriminagao (em termos dos pardmetros dos modelos citados) de diversos idiomas.

Portanto, os Capitulos 1, 2 e 3 fornecem o suporte para a realizagdo do objetivo desta dissertacao
que é o estudo do ajuste dos modelos de copula, citados anteriormente, aplicados as linguas inglesa
e francesa em relagao & modelagem multidimensional de caracteristicas de estresse do sinal actstico
quantificadas pelas energias observadas nas trés regides de frequéncias sendo que o proximo passo
seria o estudo de técnicas de agrupamento para que seja criada uma regiao de confianca em torno do
ponto (01, 02) correspondente aos modelos de copula e aos idiomas considerados, de forma que uma
dada frase possa ser discriminada automaticamente e alocada em algum idioma. Para isso, poderia
ser estudada a distribuigdo amostral dos estimadores de (01, 62) onde 6; e 62 s@o os parametros dos

modelos de copula.
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Capitulo 1

Caracterizacao da Convergéncia do

Maximo de Variaveis Aleatorias

1.1 Introducao

Seja X1, Xo, ... uma sequéncia de variaveis aleatorias (v.a.) independentes e identicamente
distribuidas (i.i.d.) tendo fungao de distribuigao Fx e consideremos M,, como sendo o maximo das
primeiras n variaveis aleatorias, isto é, M,, = maz (X1, ..., Xp).

A funcao de distribuigao da variavel aleatoria M, Fiy, (x), ¢ dada por:
Fuy, () =P(M, <z)=P(X; <uz,...X, <z)=(Fx(z))"

Mas, para n muito grande, a fungédo de distribuigao de M,, pode ser degenerada. Com isso, seria
de grande utilidade algum resultado assintético para o maximo.

A Teoria de Valores Extremos assegura a existéncia de uma distribuigéo assintotica nao-degenerada,
G, para uma transformacao linear de M,,, isto é, para constantes apropriadas a,, > 0 e b, € R tem-se

que:
Mn - bn d
_—
Qn

G (1.1)

ou, equivalentemente,

lim P(M, < apz+b,) = lim F¥(apz + b,) = G(x)

n—oo

1



para z € R ja que as possiveis fungoes de distribuicao G (estas serao apresentadas na no Teorema

) s@o fungdes continuas em R [?, ?].

Se (1.1) for verificado, Fx pertenceré ao dominio de atra¢do do méximo associado a distribui¢ao
de valores extremos G, denotado por Fy € D(G)), ou seja, a cole¢ao das Fy tais que os maximos
associados possuem uma distribuicao limite nao-degenerada é denominada dominio de atracao da
G.

Na proxima secao serd obtido que a distribuigdo assintética G é do tipo valor extremo, ou
seja, ela pode ser a distribuigao Weibull, Fréchet ou Gumbel. Para isto serao introduzidos alguns
conceitos importantes para a formulacao e demonstragao do Teorema de Fisher-Tippett, que sera

feita na Secao 1.3 [?].

1.2 Preliminares

Para a identificacao da distribuicao assintética nao-degenerada (G, que sao possiveis leis limites
para o maximo de uma sequéncia i.i.d. de variaveis aleatorias, define-se uma classe de distribuicoes
denominadas max-estéveis. Mas, primeiramente, serd apresentado o conceito e alguns resultados

sobre a inversa de fung¢oes mondétonas.

Definigao 1.1. Se ¢)(x) for uma fun¢ao nao-decrescente e continua a direita, define-se a fun¢ao in-
versa generalizada, =1, de(x), no intervalo (inf{1)(z)},sup{e(z)}), como sendo 1~ (y) =inf{z|y(z) >
Yt

Observa-se que a funcao de distribuicdo de uma v.a. é nao-decrescente e continua & direita.
Assim, a inversa generalizada de uma fungao de distribuicao G, G~1(y)=inf{z|G(x) > y},0 < z < 1,

é chamada fungao quantil da fungdo de distribuigao G.

Lema 1.1. 1. Para v definido acima, se a>0, b € R e ¢ € R constantes e H(x) = ¢¥(ax +b) —c
tem-se que H1(y) = a (¢ "y +¢) — b);

2. Para 1 definido no item 1., se = for continua entio v ~1((z)) = x;

3. Se G for uma funcdo distribuicio nao-degenerada, existem y1 < yo tais que G~ (y1) < G~ (y2)

sao bem definidas e finita.



Demostragao:

1. Tem-se que H™'(y) = inf{z[y(ax+b) —c >y} = a~ ' (inf{(ax +b)[¢(ax+b) > y+c} —b) =
a"1(¢¥=(y + ¢) — b) como requerido.

2. A partir da definicio de 1~! é claro que ¥~ !(¥(x)) < 2. Se a desigualdade estrita for
valida para algum x, a definicio de 1! mostra a existéncia de z<x com ¥(z) > ¥(z) e,
portanto, ¥(z) = 1(x) pois ¥ é ndo-decrescente. Para y=¢(z)=1(r) tem-se que 1~ 1(y) < z,
considerando para y>1(z) = 9(z) temos ¥~ 1(y) > =, contrariando a continuidade de ¢~

Entdo, ¥~ (¢(x)) = z.

3. Se G for nao-degenerada existem :Ell < m,2 tais que 0 < G(xll) =y < G(x’z) =1y < L.
Claramente, 1 = G~ (y1) e 2 = G~ (y2) sdo ambos bem definidos. Também, G~ (y2) >
¢ a igualdade implicaria G(z) > y2 para todo z > x; de modo que G(z}) = lim, oG (z] +¢) =
G(x}+) > yo, contrariando G(x}) = y1. Entdo, G~'(y2) > ] > x1 = G~ (1), como re-

querido. 0

Corolario 1.1. Se G for uma func¢ao de distribuicdo nao-degenerada, a > 0, a>0,b € R e 8 € R

forem constantes tais que G(ax + b) = G(ax + ) para todo z, entio a = a e b= 3.

Demonstracao: Tome y; < y2 € —00 < 21 < x3 < 00, pelo item 3. do Lema 1.1, de modo
que 71 = G~ 1(y1) e 29 = G~!(y2). Considerando a inversa de G(ax + b) e G(ax + 3) tem-se que
a Y (G (y) —b) = a Y (G~ (y) — B) para todo y, pelo item 1. do Lema 1.1. Aplicando isto a 1
e 12, dados acima, obtem-se a~!(z; — b) = o }(z1 — ) e a" (22 — b) = a"}(z2 — B), a partir das

quais, segue-se que a = . e b = 3. ]

Teorema 1.1 (Khintchine). Seja {F,,} uma sequéncia de fungoes de distribuicao e G uma fungao

de distribuicao nao-degenerada. Sejam a, > 0 e b, € R constantes tais que

Fo(anz + by) % G(2) (2.2)

Seja G, uma funcdo de distribuicao nao-degenerada tal que



d
Fo(anz + B,) — Gi(x) (2.3)
se e somente se

a; o, — a (2.4)

agl(ﬂn - bn) —b

para algum a >0 e b € R onde o, > 0 e 3, € R, entdo

Gi(x) = Glax +b) (2.5)

Demonstragao: Dados a > 0, b € R, a>0, 8 € R e considerando o/n =a, lay, ﬂ;L =a, (Bn—bn) e

/

F,(z) = F,(anx + b,) pode-se reescrever (2.2), (2.3) e (2.4), respectivamente, da seguinte maneira:

Fl(z) % G(2), (2.6)

n

Fo(apx + 6p) = Fn(ana;x + (anﬁ;z +bn)) = Fn(an(a;lx + B;z) + bn)
= Fy(apz+8,) -5 Gu(x)

(2.7)

a;l —a (2.8)

B, —b

para algum a > 0e b € R.
Se (2.6) e (2.8) valem entdo (2.7) vale com G, (x) = G(az + b) pois, por (2.7) e (2.8), F, (anz +
bn) <, G.(z), e, por (2.6), F,(anz + by) <, G(anx + by). Entao, (2.2) e (2.4) implicam em (2.3)

e (2.5).

A prova estara completa se mostrarmos que (2.6) e (2.7) implicam em (2.8) para, entdo, (2.5)

ser valida.



Como, por hipotese, G, é nao-degenerada, existem dois pontos 2 e’ (que podem ser pontos
de continuidade de G,) tais que 0 < G4(z') <1e 0 < G, (z") < 1.

A sequéncia {a,z’ + 3, } precisa ser limitada pois, se ndo fosse, uma subsequéncia {ny} poderia
ser escolhida de modo que {oe;%x/ + ﬁ,;k} — 00, 0 que, por (2.6), (jA4 que G é uma fungao de
distribui¢do) implicaria que o limite de F,/Lk (a;lka:/ + ﬁ;k) seria zero ou um, contradizendo (2.7) para
z = 2. Entéo, {a;zx/ + ﬁ;} ¢ limitada e, similarmente, {a;wﬂ + ﬁ;l} também é, o que mostra que
as sequéncias {a, } e {(,} sdo limitadas.

Dado que as sequéncias {a,} e {3,} sdo limitadas, existem constantes a > 0 e b € R e uma
subsequéncia {ny} de inteiros tais que a/nk —ae B;k — b e, segue-se que, F,;k(a;%x + B;Lk) <,
G(az + b) donde, por (2.7), G(ax + b) = G (x).

Por outro lado, se houvesse uma outra subsequéncia {my} de inteiros tais que oz;nk —a >0e
ﬁ,/nk — b € R, ter-se-ia, pelo Corolario 1.1, G(a'z +b') = G.(z) = G(ax + b) e, portanto, d =a

e b =b. Entao, o/n —ae B;L — b como requerido para completar a prova. ]

Definicao 1.2. Seja uma sequéncia de varidveis aleatorias Xy, .., X, i.1.d. e seja X uma varidvel
aleatoria nao-degenerada e i.i.d. com a seqiiéncia. A varidvel aleatoria X é chamada maz-estdvel
se existirem constantes apropriadas a, > 0, b, € R para cada n>2 que satisfa¢a mazx(Xy, ...,
X)L a, X + by

Definigao 1.3. Duas fungoes de distribui¢ao G1 e G sao do mesmo tipo se Ga(x) = G1(ax + b)

para algumas constantes a>0 e b € R.

Pelas defini¢oes 1.2 e 1.3, pode-se dizer que uma fung¢ao de distribui¢do G nao-degenerada é
max-estavel se, para cada n >2 existirem constantes a, > 0 e b, € R tais que G"(apz +by) = G(x),

ou seja, a funcao de distribuicao G™ é do mesmo tipo que G.

Definigao 1.4. Se F¥(anx + by) <, G(z) valer para alguma sequéncia {a, > 0} e {b, € R}, Fx

pertencerd ao dominio de atragao de G, Fx € D(G).

Teorema 1.2. 1. Uma funcao de distribuicio nao-degenerada G € max-estdvel se e somente se

existir uma sequéncia {F,} de fungdes de distribuicao e constantes a, > 0 e b, € R tais que



Fo(ani + buy) — G () (2.9)
quando n — oo para cada k = 1, 2, ... .

2. Em particular, se G for nao-degenerada, D(G) serd nao-vazio se e somente se G for maz-
estavel, G € D(G). Desta maneira, a classe das fungoes de distribui¢ao nao-degeneradas G
que aparecem como limite em lei, em (1.1) (para X1, Xo, ... i.i.d), coincide com a classe das

funcgoes de distribuicao max-estdveis.

Demonstracao:

1. Se G for nao-degenerada, G também serd, para cada k = 1,2,... . Se (2.9) valer para cada
k, o Teorema 1.1 implicard que G%(x) = G(agr + Pi) para algum ay > 0 e [ € R e, assim,
G sera max-estavel. Reciprocamente, se G for max-estavel, G"(anx + b,) = G(x) para algum

an > 0e b, € R e, considerando F,, = G,

Fr(@ni + bpg) = (G (anp + bi)) ¥ = (G(2))*

de forma que (2.9) segue trivialmente.

2. Se G for max-estavel, G"(anz + b,) = G(z) para algum a, > 0 e b, € R e, quando n — o0,

G € D(G). Reciprocamente, se D(G) for ndo-vazio, F' € D(G), ou seja, F"(anz + by,) 4,

G(z). Entdo, F™ (an,w + bpuy) 4, G(z) ou F™(ankx + bpk) <, G%(m) Assim (2.9) vale com

F, = F" e, assim, GG é max-estavel. ]

Corolario 1.2. Se G for maz-estdvel, existem fungées reais gi(s) > 0 e ga(s) € R definidas para

s > 0 tais que

G*(g1(s)z + g2(s)) = G(x) (2.10)

para todos reais x,s > 0.

Demonstragao: Dado que G é max-estavel, existem a,, > 0 e b, tais que

G"(apz + by) = G(x) (2.11)



e, desta forma, G["S](a[ns]:c + bpng]) = G(z) onde [.| denota a parte inteira. Disto ¢ facilmente visto

(por exemplo, tomando logaritmo) que:

G" (afuey + bips)) — G () (2.12)

Pelos limites (2.12) e (2.11) e desde que G 5 seja nao-degenerada, o Teorema 1.1 pode ser apli-
cado, com ay, = aj € By = by, para mostrar que G(g1(s)r+g2(s)) = G%(x) para algum g1 (s) > 0
e g2(s) € R, como desejado. O

Definicao 1.5. Seja Fx a funcao de distribuicao de uma v.a. . O limite superior xp, do suporte

da distribuicao Fx € definido com xp, = sup{x € R|Fx(z) < 1}.

Teorema 1.3. Toda distribuicio max-estdvel possui uma das sequintes estruturas funcionais citadas
1.

a sequir

Tipo I (Distribuicao Gumbel):

G(x) =exp(—e ) para —oo <z <0

Tipo II (Distribuicao Fréchet):

G(z) = exp(—x~*) para algum o >0 epara x>0

Tipo III (Distribuicao Weibull):

G(z) = exp(—(—x)%) para algum o >0 epara x <0

! As distribuigdes do Tipo I, IT e III sdo denominadas Distribuicio Valor Extremo Generalizada (GEV).



Reciprocamente, as distribuicoes do Tipo I, Il e III sao maz-estdvel.

Demonstragao: A reciproca segue facilmente. Para o Tipo I temos:

Dados a,, > 0 e b, € R, deve ser verificada a relagdo G"(anx + b,) = G(z). De fato,

(exp(_e—(ana:—&-bn)))n _ exp(_e—(an:c—f—bn—Ln(n)))
Entao, tomando a,, = 1 e b, = Ln(n) verifica-se a defini¢ao de distribui¢gdo max-estéavel.

Similarmente, temos a reciproca para os Tipos II e III.
Agora, provaremos a afirmacao direta:

Se G for max-estével entao (2.10) sera valida para todo s > 0 e para todo z. Se 0 < G(z) < 1,
(2.10) fornece —sLn(G(a(s)z +b(s))) = —Ln(G(z)) donde —Ln(—Ln(G(a(s)x +b(s)))) — Ln(s) =
—Ln(—Ln(G(x))).

Observa-se, a partir da propriedade max-estavel com n = 2, que G nao pode ter saltos em algum
limite superior (ou inferior) finito do suporte da distribuigao G. Entao a fungao nao-decrescente
P(z) = —Ln(—Ln(G(x))) é tal que inf{y(x)}= -00, sup{yp(x)}=cc e, desta forma, existe uma
fungao inversa U(y) definida para todo real y. Além do mais, (a(s)x + b(s)) — Ln(s) = ¢(x).

Entao, pelo item (i) do Lema 1.1, temos:

(Wlalsa-+56) — Inle)) = (@) = LD gy

isto é,

U(y + Ln(s)) — b(s)

a(s) =Ul(y)

Efetuando U(y) — U(0) temos:



Uly+2) —U(z) = U(y)a(z) (2.13)

para todo y, z reais.
Agora, analisaremos dois casos:
Caso 1: a(z) = 1 para todo z.

Neste caso, de (2.13) obtemos U(y + z) = U(y) + U(z).

A tnica solucdo monodtona crescente é dada por U(y) = py para algum p>0, ou seja, U(y) —
U(0) = py ou v~ L(y) =U(y) = py +v, v =U(0). Dado que a expressio ¥)~! é continua, pelo item
(ii) do Lema 1.1, temos x=1~1(x(z)) = py(z) + v ou ¢ (z) = £55 que fornece:

G(x) = exp <_<>>

quando 0 < G(z) < 1 pois ¢(x) = —Ln(—Ln(G(z)).
Como notado anteriormente, G nao pode ter saltos em algum limite superior (ou inferior) finito

do suporte da distribui¢ao G. Desta forma, para todo x, a forma supra-citada (Tipo I) existe.
Caso 2: a(z) # 1 para algum z.
Neste caso, intercalando y e z em (2.13) e subtraindo (2.13), obtemos:

Uly+2)—Uly+2)+U(z) = Uly) = ~Uly)a(z) + U(z)a(y)
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isto é,
U(y)(1—a(2) = U(z)(1 — a(y)) (2.14)
Assim, (2.14) fornece:
) = (1~ aly) = (1 - aly) (2.15)

onde c:lgfj()z) # 0 (dado que U(z) = 0 implicaria U(y) = 0 para todo ¥ e, entdo, U(y) = U(0),
constante).

Avaliando a expressao (2.13) de acordo com (2.15) obtemos:

Uy +2) = U(z) = U(y)a(=)

isto é,

(1 —a(y +2)) —c(l —a(z)) = (1 — a(y))a(z)

A expressao acima fornece:

a(y + z) = a(y)a(z)

Mas @ ¢ monotona (por (2.15)) e, entdo, a unica solugdo monoétona nao-constante da equagao
acima possui a forma a(y) = e para p # 0. Entdo, (2.13) fornece ¢~ (y) = U(y) = v + ¢(1 — e¥)
com v=U(0).

Dado que —Ln(—Ln(G(x))) é crescente entao U também é. Além disso, temos que ¢ < 0 se

p>0ec>0se p<0.

Pelo item (ii) do Lema 1.1 obtemos:

z =9 (@) = v+e(l - ) = v e(1 - (~Ln(G(x)) ")

fornecendo

com 0 < G(z) < 1.

Novamente, a partir da continuidade da G em algum limite finito do seu suporte da distribuigao,

tem-se que G é do Tipo II ou do Tipo III, com « = % ou = —%, de acordo, respectivamente, com
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p > 0(c<0) ou p < 0(c>0). O

1.3 Teorema de Fisher-Tippett e sua Implicagao

Teorema 1.4. (Teorema de Fisher-Tippett) Seja My, = max(Xy, ..., X,) onde X;, i = 1,...,n, sao

varidveis aleatdrias i.i.d. . Se para algumas constantes (em n) a, >0 e b, € R, temos

Pla; (M, — by) < ) -% G(z) (3.16)

n

para alguma G nao-degenerada, entao G é um dos trés tipos citados no Teorema 1.3. Reciproca-
mente, cada fungao de distribuicao G do tipo valor extremo aparece como um dos limites em (3.16)

e, de fato, aparece quando G é, ela mesma, a fun¢io de distribuicao de cada X; [?, 7).

Demonstragao: Se (3.16) vale, o Teorema 1.2 mostra que G é max-estavel e, entao, pelo Teo-
rema 1.3, é do tipo valor extremo. Reciprocamente, se G é do tipo valor extremo, ela é max-estéavel,
pelo Teorema 1.3, e, assim, o item (ii) do Teorema 1.2 mostra que G € D(G). ]

Pelo Teorema 1.4, pode-se, entao, estimar a distribuicao assintotica de Mfzi:b" diretamente da
familia G sem fazer-se alguma referéncia & distribuigao de X pois temos que a distribuigao G' (que
corresponde & distribui¢ao dos méaximos M,, = max (X1, ..., X,) onde X;, i=1, ..., n, s@o variaveis
aleatorias i.i.d.) é uma das trés dadas no Teorema 1.3.

A expressao seguinte incorpora as trés distribuigoes de valor extremo:

exp (7(1+am)7§> a0
G(z) =
exp(—exp(—x)) a=0

onde 1 + ax > 0.

. o . ~ ’ .
Pode-se, também, utilizar a parametrizacao @ = —« e, assim, obter:
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onde 1 —a'z > 0.

Pode-se, ainda, incorporar parametros de locacdo e escala na distribuicao de valor extremo
substituindo-se = por “=£ onde 1 € R e 0 > 0. Assim, a familia de locacao-escala correspondente
é dada por

eap (~(1— o' () ) o £0
G(x) =
exp(—exp(— L)) o =0

ondel—a/(x;—“)>0,,u€ReJ>O.

A condicao 1— O/(%) > 0 fornece que x é limitado superiormente e inferiormente por p+o/ o,
respectivamente, se o >0ea <O0.

No decorrer do texto sera utilizada a familia locagao-escala da GEV supra-citada.

O Teorema de Fisher-Tippett fornece a distribuigao limite para o maximo coletado em blocos
de tamanho n. Sendo 1, ....,x,;, as realizacoes da varidvel X, considera-se blocos de tamanho k

desta amostra, isto é, os dados amostrais sao particionados em b blocos tais que bk < m. Definimos,

entao:
M, = mazx{ry,..,zp}
My = maz{rgi,...,Tox}
My = max{Ter—ri1,-s Ton}

Através dessa nova amostra, My, ..., M, pode-se obter os estimadores de &, i e & e, assim,

determinar a distribuigdo extremal G.



Figura 1.1: Distribuigdes Weibull, Fréchet e Gumbel geradas considerando-se os parametros u

respectivamente, « = 0,5, a= - 0,5 e =0

Figura 1.2: Distribui¢des Weibull, Fréchet e Gumbel geradas considerando-se os parametros

respectivamente, a=2, a= -2 e a=0
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Capitulo 2

Estimacao

2.1 Introducao

O Teorema de Fisher-Tippett fornece a distribuicao assintotica G para o maximo de varidveis
aleatorias independentes e com a mesma distribuicao. A distribuicdo G depende dos pardmetros de
locagdo u, escala o e forma a. Portanto, estes parametros devem ser estimados a fim de obter-se
Gpsa(z) = G(z|,0,4).

Diversos tipos de inferéncia podem ser realizados através de Gg6(x) como, por exemplo, a

predicao e calculo de quantis que estabelecam medidas de risco na ocorréncia de eventos extremos.

Este capitulo aborda dois métodos de estimagao de parametros: Método de Maxima Verossim-

ilhanga [?, 7, 7, ?] e 0 Método dos L-Momentos |?, ?|.

Com a finalidade de comparé-los, serdao geradas amostras de uma Distribuicao GEV e serédo
obtidas as estimativas fornecidas por ambos os métodos. Também, serao mencionadas as condic¢oes
que garantem as propriedades assintéticas dos estimadores de méxima verossimilhanca e casos em
que tais propriedades assintoticas ficam comprometidas, em particular, o caso da Distribuicao GEV
sendo que este comprometimento ocorre para outras distribuigoes. Com isso, o Método dos L-

Momentos é um método alternativo de estimagao que possui normalidade assintética.

15
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2.2 L-Momentos de uma Distribuicao de Probabilidade

Um problema comum em Estatistica é a estimagao pontual na Estatistica Cléssica, a partir
de uma amostra de tamanho n, dos pardmetros de uma dada distribuicdo de probabilidade cuja
especificacdo envolve um numero finito p de parametros desconhecidos. Analogamente ao método
dos momentos usuais, o0 método dos L-momentos obtém estimadores pela igualdade dos primeiros

p L-momentos amostrais as correspondentes quantidades populacionais.

Definigao 2.1. Seja (X1, ....X,,) uma amostra aleatdria da varidvel aletoria real X com fungao de
distribuicao acumulada G (z) e funcao quantil x(G), e sejam X1y, ..., Xpnyn as estatisticas de ordem

obtidas a partir da distribuicao de X. Define-se o L-momento de ordem r de X, A, como:

1
(_1)kcr—l,kE(Xr—k,r) (21)
0

T

Ay =

S|

=
Il

parar =1,2,... onde Cy}, = ( ; )

Observe que A é uma fungao linear das esperancas das estatisticas de ordem. A esperanca das

estatisticas de ordem pode ser escrita como:

r! 1 . ,
E(X;) = I /O 2[G(2) 7M1 - G(a))7dG (22)

(G =D r =3

Substituindo a expressao (2.2) em (2.1), tem-se:

1
A = / +(G)Pr_(G)dG 2.3)
0
PHG) = Y pi " (2.4)
k=0
P = (=1)"FCrkCripop (2.5)

)

comr =1,2 ...
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Por exemplo, utilizando as equagdes (2.3), (2.4) e (2.5) tem-se que os quatro primeiros L-

momentos sao dados, respectivamente, por:

1
Moo= E(X) = / 2(Q)dG (2.6)
0

1 1

Ao = SE(Xpp—Xig) = / (G)(2G — 1)dG
0

1 1

A3 = gE(X;g,g — 2X273 + X173) = / I(G)(6G2 —6G + 1)dG
0

1 1
Moo= (E(Xag = 3Xg4 43X — X1a) = / z(G)(20G® — 30G* + 12G — 1)dG
0

Os momentos A\; e Ay podem ser considerados como medidas, respectivamente, de locagao e

escala.

O uso dos L-momentos para descrever distribui¢ées de probabilidade é justificado pelo teorema

a seguir:

Teorema 2.1.

1. Os L-momentos, A\r, v = 1,2,..., da varidvel aletoria X existem se e somente se X tiver

esperanga finita.
2. Uma distribui¢io cuja esperanga exista é caracterizada pelos L-momentos {A.:r=1, 2, ... }.

Demonstragao: [?]

1. A esperanca finita de X implica na esperanga finita de todas as estatisticas de ordem e, assim,

o resultado segue imediatamente.

2. Primeiramente, sera mostrado que a distribuicao é caracterizada pelo conjunto {E(X,.,), r=1,

2, ..}
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Sejam X e Y variaveis aleatorias com distribuigdes acumuladas F' e G e fungdes quantis z(u)

e y(u), respectivamente.

Considere € = B(X,.,) = [ slP@)dF e & = E(Y;,) = r [ alG(o)'dG.
Entao: .
X, X, = / (0 + 2w — (r + D (w)du 2.7)
0

Considerando g = z(u) e df = (r + 2)u"! — (r 4+ 1)u"]du sendo, respectivamente, dg = dz(u)

e f=u""2 —y ! tem-se, utilizando integragdo por partes em (2.7),

1 1
/ [+ 2w — (r + Dufle(w)du = (2 — a™+ D)} - / (= Du+de(u)  (2.8)
0 0
Como (u™*2 —u™ )z (u)|§ = 0, a expressio (2.8) torna-se
1 1 1
r urt = (r u'|z(w)du = — u— D"z (u) = uwu(l —uw)dz(u .
[+ 20 = 4 Dulatwde == [ =D tdeu) = [ uru - udete) - 29)

Da expressao (2.9) tem-se

1 1
X — &5 = /0 uu(l — u)dx(u) = /0 u"dzx (u)

onde zx (u), definido por dzx (u) = u(1 — u)dz(u), é uma funcao crescente em (0,1).

Se ¢X =¢Y r =1,2,.., entdo fol u'dzx(u) = fol u"dzy (u), r = 0,1,... . Entao, zx e zy
sao distribui¢oes que possuem os mesmos momentos no intervalo finito (0,1). Consequente-
mente, zx = zy implicando que z(u) = y(u). Com isso a distribuigao com esperanga finita é

caracterizada pela sequéncia {&, : r =1,2,...}.

Utilizando (2.3), tem-se:

A= pr gk (2.10)
k=1
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T

(2k — D)r!(r — 1)!
(r—k)(r—1+ k)"

ér:

k=1

(2.11)

Portanto, pelas equagoes (2.10) e (2.11), uma dada sequéncia de A, determina uma tunica

sequéncia de &,. O

Com o resultado anterior, uma distribuicao pode ser especificada pelos L-momentos mesmo se
alguns dos momentos convencionais nao existir, sendo que tal especificagao é sempre tnica.

Para uma v. a. continua com fun¢ao densidade f(z), os momentos usuais de ordem r centrados
em uma constante a e os momentos centrais usuais de ordem r sdo dados, respectivamente, por
= [Z(x—a) flx)dz e p = [ (x— ) f(z)dz. Paraa=0er =1 temos i, = [ af(z)da
que corresponde A esperanca de uma v.a. e, para r = 2 temos ps = ffooo(ac — ull)Qf(x)d:U que
corresponde & varidncia de uma v.a. . Para v.a. discretas, basta trocar, nas defini¢oes acima de ,u;
e pr, a integral pelo somatorio.

Através dos momentos ,u; e pr, define-se os coeficientes de assimetria (medida da simetria de
uma distribui¢ao) e curtose (medida do grau de achatamento de uma distribui¢ao) respectivamente,
por 3?2 = Z—% e By = Z—g Os coeficientes de assimetria e curtose amostrais sao dados, considerando-

2

2z . . me=
se uma amostra aleatéria x1,...,x, da v.a. X, respectivamente, por b? = Feby = i onde
2

s = iy i (@i — 2% me = S (e —T) e T = g 30 @ |7].

Também, define-se o coeficiente de variagao, como sendo a razao entre o desvio padrao e a
esperanga, que é uma medida de dispersao utilizada na comparacdo da dispersao entre diferentes
populagoes pois é uma medida independente de escala [?].

Pode-se definir razdo de L-momentos como sendo 7, = :\\—;, r = 3,4,... . Também, é possivel
definir a razao T = i—f sendo, tal quantidade, analoga ao coeficiente de variacdo. As quantidades 7,

e 7 sdo limitadas como mostra o teorema seguinte.

Teorema 2.2. Seja X uma varidvel aleatdria nao degenerada com esperancga finita. Entdo, as razoes

de L-momentos de X satisfazem |1.| < 1 para r > 3. E, se X > 0 entdo T satisfaz 0<T<1.

Demostragao: Para a demonstracao consulte |?].
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Tabela 2.1: L-momentos de algumas distribuicoes

Distribuicao G(x) ou x(G) A1 e Ao Ty € Ty

Uniforme r=a+ (f—a)G A= s(a+0), 73=0,74=0

Exponencial z=§—-aln(l-G) M ={+a, a=5% Ts=4T=1%
Logistica r=¢+aln(55) AM=& M =a T3=0,74=%
Normal G=o(%=F) M=p =110 75 =0,

71 =307 1 tan~! /2 — 9= 0,1226

Os L-momentos Aq,..., A\, e as razoes de L-momentos 71, ...,7, sdo quantidades usadas para
resumir uma distribuicdo. Os L-momentos sao analogos aos momentos centrais e a razao de L-
momentos é analoga & razao de momentos. Em particular, A1, A2, 73 € 74 podem ser tomados como
medidas de locacao, escala, assimetria e curtose, respectivamente. Ja a quantidade 75 pode ser

interpretada como uma medida de tendéncia & bimodalidade de uma distribuicao [?].

Na pratica, os L-momentos precisam ser estimados a partir de uma amostra aleatéria de uma
distribuicao desconhecida. Pelo fato de A, ser uma funcao da esperanca das estatisticas de ordem de
uma amostra de tamanho r, é natural estimé-los pela U-estatistica [?, 7], isto é, a correspondente
funcao da média das estatisticas de ordem amostrais sobre todas as sub-amostras de tamanho r,

que podem ser construidas a partir da amostra observada de tamanho n. A U-estatistica é definida



21

por
1
U=—— E E E D(Xiyy ey Xi))
n 1<ii< i2< <ip<n
r
onde ¢(Xj,, ..., Xj, ) representa o nucleo da U-estatistica. Entao, considerando-se a amostra xy, xg, ..., Ty,
e a amostra ordenada 1, < z2, < ... < x,, e considerando-se o nicleo da U-estatistica como

sendo a estatistica de ordem z; _, ,, define-se o r-ésimo L-momento amostral como sendo

<
[y

lT:i(_l) r—1,kC, ZZ wam

k=0 1<i1 < 19< <ir<n
comr=12..n

Em particular,

ll = n_l Z.’Bz
%
lo = %CE%ZZ(ZL'ML - 5Uj,n)
> g
ls = é ;éZZZ(-Tz,n - 2$j,n +$k,n)

> > k

l4 = ZZZZ Tin — 3$]n+3xkn wln)

> 5> k>

As U-estatisticas sdo nao viciadas e possuem propriedades como normalidade assintotica (veja

[13

o anexo sobre U-estatisticas) e moderada resisténcia a influéncia de “ outliers ” |?].

Para calcular I,., ndo é necessario iterar sobre todas as sub-amostras de tamanho r. A estatistica
pode ser expressa, explicitamente, como uma combinacao linear das estatisticas de ordem da amostra
de tamanho n [?]. Considerando os estimadores da U-estatistica de E(X, ,), mostra-se que o seu

estimador pode ser escrito como 7b,_1 onde:

r—n_lz (1 —1)( —2)...(1’—7“) i

mn—=1)(n-2)...(n—r) "
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Entao, por (?7), temos:

r—1
L= pi i bk
k=0

A distribuicdo amostral exata dos L-momentos € dificil de obter. E comum aplicar-se a teoria
assintotica a distribuicao dos L-momentos amostrais e & razao de L-momentos como mostra o

seguinte teorema.

Teorema 2.3. Considere X uma varidvel aleatoria real com distribuicao acumulada G e A\, 0s
L-momentos com varidncia finita. Sejam l., v = 1,2,....,m, 0os L-momentos amostrais calculados
através de uma amostra aleatoria de tamanho n e T, = i—; et,= ;—;, r=3,4,....,m. Entao, quando

n — oo!

1. n1/2(lr —Ar), r=1,2,...,m, converge em distribui¢ao para a distribui¢cao normal multivariada

N(0,A) cujos elementos Ayg, 7,5 =1,2,...,m, de A sao dados por:

re= ] PGP () + PLy(G) RA(G)IG) (1~ Gly)drdy

onde PF ¢é dado por (2.4).

2. 0 wvetor n*?[(Iy — A1) (I — Xo)(t3 — 73)(t4 — 7a)...(tm — Tim)]* converge em distribuicio para a

distribui¢ao normal multivariada N(0,T) onde os elementos Tys, 7,8 = 1,2,..,m, de T sao

dados por:
A r<2,s8<2
Tpy = Arsmehes r>3,5<2
Ars_TTAQS_;s%AQT‘f’TrTsAZQ r Z 3, s 2 3

Demonstragao: Para a demonstragao consulte [?].



23

As correspondentes versoes amostrais dos coeficientes de assimetria e curtose calculados por

L-momentos sao dadas, respectivamente, por t3 = % ety = %.

Hosking |?] verificou a relagao entre os coeficiente de curtose 32 e 74 = i—;‘ e o poder do Teste de
Shapiro-Wilk [?]. Nesse artigo, Hosking considera varios tipos de distribui¢oes, como N(0,1), t10,
Laplace(0,1), Logistica(0,1) entre outras, com diferentes valores do coeficiente de curtose (2 e 7y,
como distribui¢oes alternativas & normal no teste de normalidade de Shapiro-Wilk com amostras
de tamanho 20 e nivel de significAncia 5%. Obtendo-se os graficos do poder do teste versus [ e
poder do teste versus 74, Hosking verificou que o grafico do poder do teste versus (3o apresentou
comportamento linear crescente apenas para as distribui¢oes com curtose préxima de 3 sendo que os
demais pontos ficaram dispersos sem um comportamento funcional explicito. Ja o grafico do poder
do teste versus 74 apresentou comportamento linear crescente. A mesma verificagdo do compor-
tamento obteve-se considerando os coeficientes de assimetria usual, 31, o coeficiente calculado por
L-momentos, 73 = %’ e o poder do teste de normalidade de Shapiro-Wilk, porém, o comportamento
linear apresentou-se mais evidente para o caso em que foi considerado o coeficiente de curtose. Com
isso conclui-se que, se o objetivo for utilizar o coeficiente de curtose, é melhor usar o coeficiente cal-
culado por L-momentos. Como os momentos sao, frequentemente, usados como medidas sumarias
da forma de uma distribuigdo, a verificagdo que Hosking obteve, sugere que os L-momentos prové

boas medidas sumarias da forma da distribuigao.

Hosking [?], também, gerou 50 amostras aleatorias de tamanho 100 a partir de trés distribuigoes
diferentes: Distribuicado GEV com coeficiente de assimetria 3y = 3, Distribuicao Weibull com co-
eficiente de assimetria 81 = 1 e Distribuicao Weibull com coeficiente de assimetria, calculado por
L-momentos, 73 = 1, para analisar a discriminacao das distribuicoes através dos coeficientes de as-
simetria amostrais de 31 e 73 e dos coeficientes de curtose amostrais de 32 e 74. Com as distribuicoes
geradas, foram obtidos os graficos do coeficiente de curtose amostral by versus o coeficiente de as-
simetria amostral b1 e do coeficiente de curtose amostral ¢4 versus o coeficiente de assimetria t;. No
grafico de by versus by, os pontos gerados das distribuigoes GEV e Weibull citadas formaram uma
nuvem de pontos sobrepostos impedindo, assim, a discriminagao das distribui¢des. Ja no gréfico de
t3 versus t4, os pontos gerados das distribui¢oes formaram nuvens separadas de pontos permitindo,

assim, a discriminacao das distribuicoes.

Com isso, os coeficientes de assimetria e curtose calculados por L-momentos podem ser utilizados
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em uma anélise exploratoria de dados seja para o reconhecimento da forma (assimetria, curtose) da

distribuicao ou, ainda, para reconhecer misturas de distribuigoes.

2.2.1 Estimacao por L-momentos dos pardmetros da Distribuicao GEV

Nesta segao serao obtidos os estimadores dos parametros u, o e o da Distribuicao GEV utilizando-
se 0 Método dos L-momentos. Também, serao feitas simulagoes a fim de comparar-se os estimadores
obtidos com uma aproximagao proposta por Hosking.

A distribuicao GEV é dada por:

exrp (—(1 — ay)i) a#0
Gly) =
exp(—exp(—y))  a=0
onde 1 —ay >0ey="F

A seguir, serao calculados os 3 primeiros L-momentos da distribuicao GEV para a # 0.

Da expressao de G(x) temos que:

p+ 2 (1= (~In(G)") a0
2(G) =
w—oln(—In(Q)) a=0

Para o célculo do r-ésimo L-momento, serd definida a seguinte integral: fol z(G)G"dG onde G
é a distribuicao GEV.
1 1 o
L = / x(G)G”dG:/ (1 20— (-n(@))]) GmdG =
0 0 @

- /01 (M+ g) GG — 2 /01(—ln(G))O‘G”dG _ b (u 4 g) B Z/Ol(—ln(G))aG"dG

leY n+1 «
(2.12)

Utilizando a mudancga de variavel v = —In(G) em (2.12) temos:
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1 o o [! 1 oy o [0
I, = — ) - = _ o mn — bl e a,—(n+1)u _
n+1<ﬂ+a> a/o( ()" GG n+1<u+a>+a/ooue du
— 9\ _ 0 [T a —(nt1)u
n—i—l(lH_a) 04/0 ue du
(2.13)

Através da mudanca de varidvel v = (n+1)u e da utilizagao da fungao gama, I'(n) = [;° u" " te~"du,

0
em (2.13) temos:

b e D) f e (e ) - E [ e
= ) (0t 2) = S (D)D) =t )7 [k D (1= (k)70 + )]
Assim,
L=+ [u+ 2 (1= (0 +1)7T(1 +a))| (2.14)

Através das expressoes (2.14) e (2.6) obtem-se os L-momentos de ordem r=1, 2 e 3, dados a

seguir:
o
Al o= IO:M—l—a(l—F(l—i—a))
o —
Ao = 211_[02&(1_2 YT+ )
3 2 3 2
A3 = 6I2—6I1+10:ZI‘(1+04)(——1>:ZF(1+a)<——2+3>:

- gf(l +a)[-3(1—27%) +2(1—37)]



26

Da expressao de A3 e A9 obtém-se 73 = i—; =2 (tg:g) - 3.

Igualando-se as quantidades A1, A2 e % aos respectivos L-momentos amostrais obtemos os
estimadores de u, o e @ por L-momentos.

O estimador dos parametros p e o podem ser obtidos de forma explicita, em funcao do estimador

de a:

(2.15)
(1-T1+aq))

Para estimar-se «, nao existe solucao explicita. O estimador de « é obtido resolvendo-se nu-

mericamente a equacao:

I3 1-37¢
l3=—=2—— ] — 2.1
3 lQ (1—20‘) 3 ( 6)

Sera utilizado o Método da Bissecgao [?]|(veja o anexo sobre este método) para a obtengao de d.
Hosking, Wallis e Wood |?] forneceram a seguinte aproximagao para a equagao (2.16):

a* = 7,859¢ + 2,9554¢2 (2.17)

2 In(2

(3+3) WG

—

onde ¢ =

Z

Porém a aproximagao proposta vale somente se —1/2 < o < 1/2. Pela Tabela 2.2, observa-se
o comportamento das estimativas dos pardmetros dentro e fora deste intervalo. Hosking, Wal-
lis e Wood [?] utilizaram a aproximagdo anterior para modelar fendmenos naturais extremos em
hidrologia como, por exemplo, na modelagem da distribuicao dos maximos anuais de correnteza de

rios.
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Para comparar as estimativas fi, ¢ e & utilizando-se as equagoes (2.15),(2.16) e (2.15),(2.17)
foram geradas 500 amostras de tamanho 500 provenientes de uma Distribui¢ao GEV com parametros
u =0, 0 = 1. Para o parametro « foi considerado os valores -0,5; -0,2; 0; 0,2; 0,5 e 4. As estatisticas
sumarias obtidas encontam-se nas Tabelas 2.2 e 2.3.

Pela Tabela 2.2 observa-se que as estimativas i, 6 e & dadas por (2.15),(2.16) e (2.15),(2.17),
no intervalo —1/2 < o < 1/2, apresentaram-se muito proximas. Para a=4, as estimativas obtidas
utilizando a aproximagao proposta por Hosking e Wallis |?] apresentaram uma pequena discrepancia
em relac@o as estimativas dadas por (2.15) e (2.16).

Também, foram geradas 500 amostras de tamanho 500 provenientes de uma Distribuicao GEV
com parametros =0, 0 =1 e « = 8. Utilizando-se a aproximagao (2.17), observa-se, pela Tabela

2.4, uma grande discrepancia das estimativas e dos parametros populacionais y =0,0 =1e a = 8.
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Tabela 2.2: Estatisticas provenientes de amostras de tamanho 500 da Distribuicao GEV com

parametros = 0, 0 = 1 e « utilizando-se as equagoes (2.15) e (2.16)

Parametro Estimativa Minimo Q1 Q2 Q3 Maximo Média DP

i -1,061  -0,153 -0,028  0,0681 0,183 -0,067 0,187

a=4 o 0,275 0,714 1,061 1,46 4,874 1,19 0,663
& 3,051 3,39 3,701 4,134 4,917 3,774 0,467

i -0,365  -0,076  -0,008 0,073 0,266 -0,005 0,107

a=0,5 G 0,748 0,946 0,998 1,047 1,247 0,996 0,078
& 0,275 0,435 0,493 0,549 0,765 0,494 0,082

i -0,300  -0,079 0,003 0,081 0,371 0,0027 0,112

a=0,2 1 0,733 0,955 1,004 1,054 1,248 1,006 0,078
& 0,013 0,149 0,199 0,248 0,418 0,202 0,071

il -0,288  -0,081 0,003 0,082 0,393 0,0034 0,114

a=0 G 0,702 0,950 1,005 1,053 1,313 1,006 0,085
! -0,199  -0,045 0,0019 0,055 0,245 0,0036 0,076

il -0,341  -0,082 -0,0047 0,075 0,315  -0,0024 0,112

a=-0,2 G 0,728 0,930 0,994 1,063 1,249 0,996 0,095
& -0,439  -0,255 -0,199 -0,122 0,088 -0,192 0,089

i -0,281  -0,075 0,0241 0,101 0,461 0,021 0,123

a=-0,5 4 0,631 0,931 1,029 1,110 1,666 1,031 0,140

joN

0,882 -0,528 -0,441 -0,376  -0,135  -0,454 0,121
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Tabela 2.3: Estatisticas provenientes de amostras de tamanho 500 da Distribuicao GEV com

parametros = 0, 0 = 1 e « utilizando-se as equagoes (2.15) e (2.17)

Parametro Estimativa Minimo Q1 Q2 Q3 Maximo Meédia DP

i -2,331  -0,834 -0,530 -0,343 0,0020 -0,622 0,383

a=4 o 0,853 2,455 3,434 5,024 35,16 4,02 2,515
& 1,923 2,541 2,697 2,863 3,244 2,699 0,225

I -0,377  -0,078 -0,0051 0,071 0,400  -0,0057 0,115

a=0,5 4 0,759 0,939 0,988 1,058 1,275 0,995 0,087
& 0,254 0,443 0,499 0,549 0,765 0,497 0,082

i -0,355  -0,079 -0,0092 0,071 0,283  -0,0052 0,108

a=0,2 o 0,780 0,943 0,999 1,045 1,210 0,996 0,076
& -0,021 0,147 0,194 0,243 0,409 0,197 0,072

i -0,349  -0,084 -0,0087 0,074 0,298  -0,0063 0,112

a=0 6 0,758 0,938 0,998 1,051 1,239 0,997 0,082
& -0,226  -0,054 -0,0079 0,054 0,209  -0,0019 0,074

il -0,274  -0,092 -0,0067 0,076 0,426  -0,0030 0,117

a=-10,2 4 0,679 0,920 0,996 1,058 1,359 0,998  0,1065
& -0,565  -0,255 -0,186 -0,130 0,088 -0,196 0,097

i -0,282  -0,075 -0,024 0,101 0,460 0,021 0,123

a=-0,5 6 0,632 0,936 1,033 1,109 1,664 1,035 0,138
& -0,868  -0,527 -0,441 -0,376  -0,136 -0,453 0,119
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Tabela 2.4: Estatisticas provenientes de amostras de tamanho 500 da Distribuicao GEV com

parametros = 0, 0 = 1 e « utilizando-se as equagoes (2.15) e (2.17)

Estimativa Minimo Q1 Q2 Q3 Maximo Meédia DP

i 46000 -72,77 -33,82 -1555 -1,086 -177,4 2070,661
& 9,613  140,9 388,7 1080 1532000 4687  68881,34
é& 2,628 3,058 3,156 3,231 3,303 3,13 0,130

2.3 Meétodo de Maxima Verossimilhanca

Dada uma distribuicao de probabilidade cujos pardmetros sao desconhecidos, tem-se como obje-
tivo, a partir de uma amostra de uma determinada populacgao, estimar o valor do parametro da dis-
tribuigao de probabilidade que representa toda a populagao. Assim, considerando X = (X1, ..., X},)
uma amostra aleatoria i.i.d. com distribuigao de probabilidade p(x | #) onde 6 é o vetor de paramet-
ros a serem estimados, deseja-se dar uma estimativa do valor de § ou de uma funcao de 7() a partir
de valores observados z1,...,x,. O Método de Maxima Verossimilhanca, por ser um método de

estimagao pontual, nos fornecera um valor numérico de uma estatistica 7'(X) para estimar 7(6).

Dada uma amostra x = (z1,...,2,), 0 Método de Maxima Verossimilhanga consiste em maxi-
mizar a fungao de verossimilhanga definida por L(0|x) = p(x|0) = p(x1]0).p(z2, 0).....p(xy,0), 0 € ©
onde © representa o espago paramétrico de 6, isto é, o método consiste em encontrar 6 tal que
0= argmazgco L(0]x) onde 0 ¢ o vetor das estimativas de 6 e § = é(X) é o vetor dos estimadores
de méaxima verossimilhanca de 6.

Como o valor de # que maximiza L(f|x) ¢ o mesmo que maximiza [(8|x) = Ln(L(0|x)) e

[(0|x) sempre esta definida pois L(6|x) é positiva (produto de fungoes de probabilidade) entao,
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por simplicidade, maximiza-se {(6]x).

O Método de Maxima Verossimilhanga pode apresentar algumas dificuldades praticas:

e O célculo de derivadas é muito complicado ;
e A resolugio 2 55 L(0]x) = 0 nao possui solugao explicita;
L(0]x) nao possui ponto de maximo ou L(f|x) possui maximos locais.

Devido as dificuldades praticas, deve-se recorrer 4 métodos numéricos de otimizagao para o
célculo de um estimador de maxima verossimilhanca.

A seguir, serdo apresentadas algumas propriedades dos estimadores de maxima verossimilhanca
Mas, primeiramente, serd definida a Matriz de Informacao de Fisher para o caso uniparamétrico e
multiparamétrico e os conceitos de suficiéncia, consisténcia e eficiéncia.

Suponha que o modelo paramétrico seja regular ! e que © seja um subconjunto aberto em R.
Por simplicidade, sera assumido que p(x|#) seja uma func¢ao densidade. A discussao e os resultados

sdo essencialmente idénticos para o caso discreto. As seguintes condigoes serdao consideradas.

1. O conjunto A = {x : p(x|f#) > 0} nao depende de € onde p(x, ) é uma densidade. E, para
todox € A, 0§ € O, %Ln(p()d&)) existe e ¢é finita;

2. Se T & alguma estatistica tal que Ey(|T'|) < oo, para todo 6 € O, entao

ae/ p(x]0) dx—/T( )gg (x|0)dx (3.18)

sempre que o lado direito de (3.18) for finito.

Definigao 2.2. Se a condi¢ao 1. for vdlida, o Numero de Informagao de Fisher, 1(0), é definido

por

16) = By ([ngn@(Xw»r) -/ [(.fngp(xw))rp(xw)dx

1Um modelo paramétrico Ps é denominado regular se: Todos os modelos Py forem continuos com funcéo densidade

p(x|0) ou todos os modelos Py forem discretos com fungao de probabilidade p(x|6) existindo um conjunto {z1, z2, ...},

independente de 6, tal que Y 2, p(x;]0) = 1, para todo 6
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Note que 0 < () < oo.

Lema 2.1. Suponha que as condicoes 1. e 2. sejam vdlidas e que

E ';;Ln(p(Xﬂ))’ < o0

Entao,
By (2 Ln(px1)) =0
0 00 p =
E, portanto,
1(0) =Var éLn( (X16))
- a6~
Demonstracao:

200
B (gyLnto(xion)) = [ 2SR o) = [ Soioyix= 3 [ ixiorax—o

Teorema 2.4. Seja T(X) uma estatistica tal que Varg(T(X)) < oo para todo 6. Denotando
Eg(T(X)) por ¥(6), supondo a validade das condigoes 1. e 2. e 0 < I(0) < oo temos que, para todo
0, 1(0) é diferencidvel e

(3.19)

onde () = %w(ﬁ).

Demonstragao: Utilizando as condigoes 1. e 2. obtém-se

6(0) = 55 [ TOOpxi0)ax = [ T(X) Lp(xiyix = [ T(x) [;Ln@(xw»] p(x|o)dx  (3.20)
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Pelo Lema 2.1, Eg(&; Ln(p(X|0))) = 0. Entao,

Cov (gpLnpXinT0)) = 5 (| 5enxio)| 700)) - 5 g En(exio) ) EX) =

— & (| g Laxin)] 7o)

- [ [;anxw»} p(x|9)dx = v(0)

Utilizando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz [?] para as variaveis aleatorias %Ln(p(XW)) e
T(X), isto é, |Cov ([%Ln(p(XW))] ,T(X))| < \/Var(T(X))Var (%Ln(p(X\H))), obtém-se

9(6)] < \/Varmx»ww (5p2ntoxo))

Pelo Lema 2.1, Var (%Ln(p(X\G))) = [(6#). Portanto,

O

Proposicao 2.1. Suponha que X = (X1,..., X)) é uma amostra aleatoria de uma populagdo que
possui densidade p(x|,0), 0 € O, e que as condigoes do Teorema 2.4 sejam vdlidas. Seja I1(6) =
E ([§Ln(p(X110))]"). Entio,

1(6) = nI, (6)
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Demonstragao: Esta proposicao é consequéncia do Lema 2.1 e da expressao

1(0) = Var <689Ln(p(x]0))> = Var (Z ;Ln(p(xiw))) = Z Var <§9Ln(p(Xi|9))> = nI;(0)
=1 =1
]

Para o caso multiparamétrico, seja 8 = (61, ...,04). Suponha que © seja um subconjunto aberto
em R? e que {p(x]f) : # € O} seja um modelo paramétrico regular com as condigdes 1. e 2.

satisfeitas quando a diferenciagao ¢ aplicada a 6;, j = 1,...,d.

Definicao 2.3. A Matriz de Informagao de Fisher € definida como sendo

Tpxp(0) = (Ljk(0))1<j<d,1<k<d
onde
130) = & ( 5 Lo(X16)) 55 Lnlo(X10) )

Proposigao 2.2. Sob as suposicoes supra-citadas

Ey (jgjm(poqe») ~0

0

13(6) = Conn (- In(p(XI0). 5 Lno(X10)

Demonstragao: Para a demonstragao consulte [?].

Teorema 2.5. Supondo que as condigoes citadas anteriormente sejam vdlidas e que a matriz 1(0)

seja nao-singular. Entio, para todo 0, 1(0) existe e Varg(T(X)) > ¥(0)I(6) [ (0)].
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Demonstragao: Para a demonstragao consulte [?].

Por simplicidade, no decorrer da secao, serda assumido o caso uniparamétrico. Os conceitos e

resultados sao analogos para o caso multiparamétrico.

Definigao 2.4. Seja T(X) um estimador para o parametro T(0). O estimador T'(X) € nao-viciado
se Eg(T'(X)) = 7(0).

Para o caso em que 7'(X) é um estimador nao-viciado, a desigualdade (3.19) torna-se,

Varg(T(X))

v

pois 1(0) = Eo(T(X)) = 7(6).

Um estimador, em geral, depende do tamanho da amostra. Entao, indexando o estimador pelo
tamanho amostral, tem-se uma sequéncia de estimadores. E intuitivo esperar que quanto maior a
amostra, melhor seja o estimador. Para tal situagao, considera-se a propriedade de consisténcia dos
estimadores a qual descreve o comportamento de um dado estimador quando o tamanho amostral

torna-se muito grande.

Definigao 2.5. Sejam Ti,...,T,, ... uma sequéncia de estimadores de 7(0) onde T,, = T,,(X). A
sequéncia {T,} € uma sequéncia consistente de estimadores do pardmetro 0 se, para cada € >0 e cada
0 €0, lim,_ooPy(|T, — 0] > €)=0.

Um estimador pode alcangar a igualdade na desigualdade (3.19) ou na desigualdade mostrada no
Teorema (2.5). Neste caso, o estimador possui varidncia minima na classe de todos os estimadores

de 7(0). Para o caso assintotico define-se:

Definigao 2.6. Uma sequéncia de estimadores T, (X) € assintoticamente eficiente para o pardmetro
7(0) se
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Quando um experimento é realizado, depara-se com amostras. Em geral, o conjunto de dados
nao estao suficientemente organizados para que se possa obter alguma informagao. Nesse ponto, uma
analise exploratoria de dados é realizada e os dados sao reduzidos de forma que se possa entender
o fendomeno de interesse. Com isso, hd uma perda de informagao. Entao, pergunta-se: Os dados
podem ser reduzidos em uma colecao de estatisticas sem perda de informagao sobre o parametro?

No problema de estimagao tem-se um conjunto de dados observados. O objetivo é condensar
a informacao contida na amostra em alguns ntimeros sem perder informacao sobre o parametro de

interesse. Dai, considera-se a propriedade de suficiéncia das estatisticas.

Sejam x e k sendo, respectivamente, o espago amostral e o dominio de 7'(X).

Definigao 2.7. Seja X = (X1, ..., Xp) uma amostra que possui distribui¢io de probabilidade p(X|0).
Uma estatistica T(X) € suficiente se e somente se a distribui¢ao condicional de Xy, ..., X, dado

T =t nao depender de 0 para qualquer valor t € k.

P

Teorema 2.6. Em um modelo regqular, a estatistica T(X) € suficiente para 6, se e somente se,
existir uma funcao g(t|f) definida para t € kK e 8 € © e uma funcao h definida em x tal que
p(x]0) = g(T(x)|0)h(x) para todo x € x, 0 € O.

Demostragao: Para a demonstragao consulte [?].

Dada as defini¢Ges e resultados anteriores, serdo enunciadas algumas propriedades pertinentes

aos estimadores de maxima verossimilhanca.

Os estimadores de méxima verossimilhanca sdo invariantes pela aplicagao de uma fungdo no
estimador de maxima verossimilhanca, ou seja, esta propriedade nos indica um meio de encontrar
um estimador de méaxima verossimilhanca de uma funcdo 7(0) através do estimador de maxima

verossimilhanga de 6 como mostra o teorema seguinte |?].

Teorema 2.7. Seja 6 = 0(X) o estimador de mdzima verossimilhanca de 0. Se 7(0) for uma

transformagao no espago paramético ©, entao o estimador de mdxima verossimilhanga de 7(0) serd
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Demonstragao: Seja d o estimador de méxima verossimilhanca de 6 e L* (T]x) = sup(g|r@)=r)L(0]x)
a funcdo de verossimilhanca de 7(6). E suficiente mostrar que L*(7(0) |1, ..., 2,) > L*(7(0)|1, ..., 2p)

para algum 7 € T, a qual segue imediatamente da inequagao

L*(r(0)|z1,..,an) = sup(gr(o)=r)L(Ol21, ... 20) < supgee)L(bl21, ... xn) =
= L(é\xl, ,.%'n) = sup(g‘T(g):T)L(G\xl, ceey xn) = L*(T(é); x1, ,.%'n)

O

Temos, também, que se existir uma estatistica suficiente entdo os estimadores de méxima

verossimilhanga serdo fungao da estatistica suficiente como mostra o seguinte resultado [?].

Teorema 2.8. Se ezistir uma estatistica suficiente T'(X) associada & uma distribuicao de prob-

abilidade p(x|0) entao o estimador de mdxima verossimilhanga 0 de 0 serd funcdo da estatistica

suficiente, § = (T(X)).

Demonstragao: Se a estatistica suficiente T'(X) existir entao ela satisfara o Teorema 2.6, ou seja,
p(x]0) = g(T(x)|0)h(x).

Como

0
x|0) =0 = %g(x|9) =0

%ZD(
pois h(T'(x)) independe de 6.
Com isso, temos que o estimador de maxima verossimilhanga, o qual é obtido pela maximizagao

de L(f]x), é fungao da estatistica suficiente T'(X). O

Os estimadores de méaxima verossimilhanga possuem propriedades assintoticas. Cramér [?],
mostrou que os estimadores de maxima verossimilhanga sao consistentes, eficientes e possuem nor-

malidade assintotica. Considerando, L(x|0) =[]\, p(x;|6), ele supos algumas condigoes:

1. As derivadas %Ln(p(:d@)), aa—;gLn(p(xW)) e %Ln(p(ﬂ@)) existem para todo 6 pertencente

a um intervalo nao-degenerado A e para quase todos os x;

2. Para todo 0 pertencente a A, tem-se
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889 (a:\@)‘ < Fi(z)

\aa;p(xw' < R@)
el <

onde as fungdes Fy e Fy sdo integraveis em (—oo,00) enquanto que [* H(x)p(z|0)dz < M,
M independente de 0;

3. Para todo 0 pertencente a A, a integral [ [%ln(p(:d&))fp(x\@)d:c é finita e positiva.
Teorema 2.9. Sob as condi¢oes supra-citadas, tem-se:

1. Seja X = (Xq,...,X,) uma amostra i.i.d. possuindo fun¢io de distribui¢ao p(x|0) sendo
L(0]x) = [[i, p(zi|0) a sua fungao de verossimilhanca. Sejam 0 o estimador de mdzima

verossimilhnaga de 0 e 7(60) uma fungao continua. Entao, para cada € >0 e cada 0 € O,

limy oo Po(]7(0) — 7(0)| > €) = 0

2. Os estimadores de mdzrima verossimilhancga sdo eficientes;

3. Seja 7(0) o estimador de mdzima verossimilhanga de 7(0). Se 7(0) for diferencidvel entio

temos que T(0) tem assintoticamente uma distribuicao Normal com média 7(0) e varidncia

[ (6))2
nl(6) -

Demonstragao: Para a demonstragao consulte [?].

Bickel e Doksum [?]| consideraram condig¢bes mais gerais e demonstraram a eficiéncia e a nor-
malidade assintotica para os M-estimadores [?, 7| sendo que a eficiéncia e a normalidade assintotica
dos estimadores de maxima verossimilhanca segue como um caso particular no contexto dos M-

estimadores.
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Mas ha casos em que as propriedades assintéticas dos estimadores de Maxima Verossimilhanca
nao sao garantidas. Smith [?] considerou o estudo de fungdes densidade da forma f(z|f,¢) =
(x—0)"Lg(x—0|¢) com § < x < oo onde 6 e ¢ sido vetores formados por componentes desconhecidas,
g ¢ uma funcao que tende para a constante xc quando z | #. Assume-se que k = k(¢) é¢ uma fungao
de ¢ duas vezes diferencidvel com 0 < k < co. Esta formulagao engloba os casos em que x é uma
componente de ¢ e k é uma constante conhecida. Neste artigo, o autor apresenta trés resultados
que permitem o estudo da validade das propriedades dos estimadores de méaxima verossimilhanca
da fungao f(z|0, ¢). Mas, para tal proposito, serao consideradas certas suposigoes.

Assumindo-se que 6 é um nimero real e os valores de ¢ pertencem ao conjunto & C RP, para
algum p > 1, @1, ¢, ... e ¢L, $?, ... representam, respectivamente, elementos de ® e componentes de
um dado ¢ sendo ;, i=1,...,p, a i-ésima componente de ¢; e o simbolo |¢| denota a norma L? de

¢, assume-se as seguintes condigoes:

1. As derivadas parciais de segunda ordem de g(z|¢) existem e sdo continuas em 0 < x < 00,
¢ € ®. Além disso, ¢(¢) = k~'limg(z|p), quando z | 0, existe, é positiva e finita para cada ¢

e é duas vezes continuamente diferenciavel como uma funcao de ¢;

2. Se ¢1 e ¢ forem elementos distintos de ®, entdo o conjunto {z : f(z|0,¢1) # f(z]0,¢2)}

possuird medida de Lebesgue positiva;
3. Para algum ¢* > 0 fixo e para cada n > 0, ¢1 € ®, tem-se

Ln(g(z — €[9)) — Ln(g(z — e1]d1)) < Hy(z|¢1)

sempre que |e| <7, [e1| <n, | — P1] <n, x —e > 6", v — € > 0" e a funcdo H,, satisfazendo

oo
Jiny Hy (2 +y|o1) f(2]0, ¢o)dx = 0
—0Jo
para cada y > 0, ¢, € P;

4. Existindo uma sequéncia fixa crescente de subconjuntos compactos {K,,,m > 1} de RPT! e
uma constante fixa § tal que Uy, Km = R x ¢ e, para 6, 0,, ¢, ¢, satisfazendo § < 6, — 5
com ¢, P, € P, (0, ) ndo pertencendo a K,,, tem-se

Ln(f(x’07 ¢)) - Ln(f(me ¢o)) < an(m‘em ¢o)
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com x > 6, onde
—oo < lim sup H; (2100, ¢0) f(x]00, po)dx < 0;

m—oo J@,

5. Existindo uma sequéncia fixa crescente de subconjuntos compactos {K,/n,m > 1} de ® com
U,, K,, = ®, e uma constante fixa § > 0, tal que para ¢ € & — K, , 0, € ®, |e] < &,
max(0,€) < z < 0o e algum > 0, tem-se

0 k() + {#(¢) — K(@o)} Ln(x) + Ln(g(x — €|¢)) — Ln(g(z|$o)) < Hyy(x]d0)

onde
~oo < limsup [ H, (ald0) (a0, 00)do < 0
0

m—00

6. Se E, denotar a esperanga com respeito a f(.|0, ¢), entdo, para cada ¢ € ®, 4,5 =1,...,p,

(a)

o (g Ln(FX10.)) =0

o (2 ntrCx10.00) (o LnrxX10.0) ) ) = —Eo (5 En70X10.60)) = mis(6)

(b) Se k > 1 entao

o (- LniX10.6))) =0

-8, (ot x10.0) ) (in(rx0.6)) ) = Eo (5o in(iXI0.0)) =

= mio(¢) = moi(9);
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(c) Se k > 2 entao

2 2
E, ([iLMﬂmo,qs))} ) — 8y (s Ln(A(X10,6))) = man(®) >0

7. Considerando h(x|¢) igual & expressao

82
0x0P!

Ln(g(x|¢))

ou & expressao

2

DPptOpI

Ln(g(x|¢))

entdo, quando 0 — 6, e ¢ — ¢,,

Eo(’h(X - 9‘(25) - h(X - 90’¢0)|) —0

onde E, é a esperanga em relagao a f(.|0,, ¢o). Se k(o) > 2, sera requerido o mesmo para
2
h(zl$) = gz Ln(g(x]9));

8. Para cada € > 0, § > 0, existe uma funcao h s tal que

2

0
g Ln(a(el)| < 55 + hislyion)

sempre que |¢p — ¢o| < 8, [z — y| < & ¢ heg satisfazendo [ he 5(z]do) f (210, ¢o)da < o0;

9. Para cada § > 0, ¢ € P,

0

/:O [%L”(Q(%@)rf(wl(l, $)dx < .
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As suposigdes 1. e 6. sdo as mais importantes para as demonstragoes dos teoremas que serao
enunciados posteriormente. As demais sao suposi¢oes impostas por razoes técnicas. As suposicoes
2. a 5. sdo similares, porém mais complexas, as suposigoes classicas de Wald [?]. A suposi¢ao 9. é
uma suposi¢ao assumida por Woodroofe |?].

Considere 0, e ¢, como sendo os verdadeiros valores, respectivamente, de 8 e ¢. Os simbolos &
e ¢, a menos que se mencione o contrario, denotarao, respectivamente, k(¢,) e c(¢,).

Seja X = (X7, ..., X;,) uma amostra aleatéria i.i.d. com densidade f(.|6,, %) € (X1n,-.es Xnn)
a amostra de X ordenada. A fungio L, (0,¢) = n=t 3" | Ln(f(X;|0,$)) representa a funcio de
verossimilhanga dividida por n. Note que L, (0, ¢) esta definido somente para 6 < X j,.

Para o caso especial em que 6 = 6, for conhecido, ¢,, = ¢,,(0,) denotara o estimador de maxima

verossimilhanca de ¢ satisfazendo 5
L _
" (0,5 ) = 0.
8¢7, ( ¢7’l)

Similarmente, 8, = 0,,(¢,) denotara o estimador de méaxima verossimilhanca de 6 quando ¢ = ¢,
for conhecido.

Além disso, seja

1 6>1
§ng = Ln(n) p=1
1
nil 0<p<1

onde n > 1.

Define-se Y, <, ry, para v.a. {Y,} e constantes positivas {ry}, se

lim limsup P(|Y,| > ar,) = 0.

a—0 p—oo

O teorema seguinte é um resultado que abordara o comportamento local da fungdo de verossim-
ilhanga perto dos verdadeiros valores dos pardmetros. Nao havera garantia de que o méximo local,
cuja existéncia serd garantida pelo préoximo teorema quando k > 1, seja tnico, sabendo-se que o

maximo local nao é um méximo global.
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Teorema 2.10. Assumindo-se as suposicoes 1. e 6. a 8 e que K > 1 e supondo-se que M €

estritamente definita positiva onde:
1. Para k> 2, M é uma matriz (p+ 1) x (p+ 1) com entradas m;;(¢,), i, =0,...,p;

2. Para 1 < k <2, M é uma matriz p x p com entradas m;j(¢,), i,j = 0,...,p, onde a fun¢ao

m;; foi definida na suposigao 6. .

Entao, existe uma sequéncia (H;L,d;n) de solugoes das equagoes de verossimilhanga tal que 6, —
0o <p (nfm,.;)_l/2 e gbAn—d)O <p n~Y/2. Além disso, se k= 2, 6, —0,, <p n_l/Q(Ln(n))_1 e ﬁn—a <p

(nLn(n))~'/? enquanto que, para 1 < k < 2, tem-se 6, — O <p n~rtl/2 ¢ I <p n=1/s,

Demonstragao: Para a demonstracao consulte [?].

O proximo teorema, através da sua demonstragao, mostrarda que a regiao na qual X, — 0
¢é exponencialmente pequena e k(¢) < 1 sera, assintoticamente, a tunica regiao onde a funcao de
verossimilhanca é mal comportada embora o principal interesse seja os resultados para o caso k > 1,

quando os ftens 1. e 2., dados no teorema a seguir, forem validos.

Teorema 2.11. Suponha que, para cada n, X seja uma amostra aleatéria com n observagoes i.i.d
com fung¢ao densidade f(.|0, ¢o) onde (X1 n, ..., Xnn) representa a amostra de X ordenada. Fizados
0>0,e>0, v < oo, define-se as sequintes regioes do espaco paramétrico R x ®: U € o conjunto de
(0, ¢) para o qual @ < 0,—0, ¢ € ®, e V,, € o conjunto de (6, p) para o qual |0 —0,| < 3, |¢p—do| > 0
e, ou k(p) >1+eoub <Xyp—n.

1. Supondo que as suposi¢oes 1. & 6. sejam vdlidas com §* = § na suposicio 3., 6* = & nas

suposicoes 4. e 5. . Entao,

n—oo

lim P(sup L, (0,¢) > L,(6,, ¢0)) = 0;
U

2. Supondo que as suposi¢ées 1. a 6. sejam vdlidas com 6* = 0 na suposi¢io 3., § = & nas

suposicoes 4. € 5. e k > 1. Entao,

lim P (suanw, 6 > Ln<eo,¢o>) —o.

n—oo Vn
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Demonstragao: Para a demonstragao consulte [?].

Teorema 2.12. Sob as suposicoes do Teorema 2.10, seja (én, gZ;n) uma sequéncia de estimadores de

mdxima verossimilhanga satisfazendo as conclusées do Teorema 2.10.

1. Se k > 2 entdo nl/Q(én —0,, ggn — ¢o) converge, em distribui¢ao, para a Distribui¢io Normal

N (0, Zfl) onde M foi dada no item 1. do Teorema 2.10 € ) € uma matriz de covariGncia;

2. Se k= 2 entio {(ncLn(n))2(0, — 05),nY%(dn — ¢o)} converge, em distribuicio, para a

Distribuicao Normal com matriz de covaridncia da forma

o o]

onde M foi dada no item 2. do Teorema 2.10;

3. Sel< k<2 entio {(nc)/*(0, — 0,),n*(¢p, — o)} — (Y, Z), em distribuicio, onde Y € R
e Z € RP sdo v.a. independentes, Z tendo Distribuicio Normal N(0, M=), com M dada no
item 2. deste teorema, e Y tendo func¢do de densidade H onde H foi definida no enunciado
do Teorema 2.4 de Woodroofe [?].

Demonstragao: Para a demonstragao consulte |?].

O préximo corolario mostrara que a variancia dos estimadores podera ser estimada, assintotica-

mente, pelas médias da informacao observada, no caso em que a informacao esperada nao exista.

Corolario 2.1. Se k = 2 entao

1.

_ 0L (O, 60) )
(0 — 6,) {—n(;ﬂ)} Ny

06?

onde a convergéncia € em distribuicao e, para cada caso, Z possut Distribuicao Normal Padrao.

o a2 Y 1/2
(0 — 0,) {_naL”(Q”’d)”)} N4
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Demonstragao: Para a demonstragao consulte [?].

2.3.1 Estimacgao por Maxima Verossimilhanca dos parametros
da Distribuicao GEV

Nesta secao serao obtidos os estimadores dos parametros pu, o e a da Distribuicao GEV utilizando-
se 0 Método de Maxima Verossimilhanca. Também, serao discutidos os casos em que as propriedades
assintoticas de tais estimadores permanecem validas ja que o suporte da Distribuicao GEV depende
dos seus parametros.

Para a Distribui¢ao GEV, com 0=(pu, 0, «), temos a seguinte fungao de verossimilhanga:

(e () (22

Tomando o logaritmo natural da expressao acima temos:

n

Lox) =]

i=1

1(0)x) = Ln(L) = —nLn(o) = (1—a) Yz — » e (3.21)
=1 =1

onde z; = —2In(1 — o (2£)).

Pela expressao (3.21), a resolugao de %L(G) = 0 ndo possui solugdo explicita. Assim, serd

utilizado o método iterativo Nelder-Mead [?, ?| (veja o anexo sobre este método).

A funcao densidade da Distribuicdo GEV é dada por

g(zlp,0,a) = % (1 N <”lj - ”>>(1_a)/a exp (— <1 —a (m - “))é> (3.22)

cujo suporte é o conjunto {z : o (=£) < 1} sendo r = L.

Observa-se que o suporte da Distribuicdo GEV depende dos seus parametros.
Por causa disso, as propriedades assintoticas, como normalidade assintotica, consisténcia, efi-

ciéncia, dos estimadores de maxima verossimilhanca da Distribuicdo GEV ficam comprometidas.
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Smith [?] mostrou que os estimadores de méaxima verossimilhanga dos parametros da Distribuigao
GEV nao mantém as suas boas propriedades para a > %

Para o > 0, os resultados anteriores sao diretamente aplicaveis e, mostram, em particular, que
as propriedades assintoticas dos estimadores de méaxima verossimilhanca permanecem validas para

0 < a < 1/2, mas nao para a > 1/2, isto é, a existéncia de um ponto de méaximo e a convergéncia
1
(0%

respectivamente, o € (0,1/2) e a = % E, paral <k <2 (a€ (%, 1)), o Teorema 2.10 garante a

assintotica sao garantidas, respectivamente, pelos Teoremas 2.10 e 2.12, para = =k > 2 e kK = 2,
existéncia de um ponto de méaximo mas o Teorema 2.12 nao garante uma convergéncia assintotica
usual.

Para a < 0, o suporte da distribuicdo novamente depende de pardmetros desconhecidos, com
fun¢ao densidade positiva quando = > p+ Z. Utilizando = —1/a, 6 = p+ Z, a fungao densidade

(3.22) reparametrizada ¢ dada por

s =L () e (- (1)) oz

para x > 6 sendo que ela converge a zero mais rapidamente do que alguma poténcia de = — 6

quando x | 6. Ainda que isto nao caia dentro do escopo do Teorema 2.10, os argumentos que foram
aplicados 14, para o caso k > 2, sao aplicaveis aqui também, e mostram a existéncia do estimador
de méxima verossimilhanga assintoticamente normal e eficiente.

Entao, conclui-se que as propriedades asssintéticas dos estimadores de méaxima verossimilhanga
permanecem validas para —oo < a < 1/2 sendo que a matriz de informacao é finita no intervalo

—co<a<i.

2.4 Comparacao entre os Métodos dos L-momentos e

Maxima Verossimilhanca

Nesta se¢ao, os Métodos de Méaxima Verossimilhanga (MV) e L-momentos (LM) serdao compara-
dos considerando-se perturbagoes dos parfmetros populacionais como aproximagoes iniciais dos
métodos numéricos utilizados.

Para a compararacao dos Métodos de Maxima Verossimilhanga e L-momentos, gerou-se 30 e 100

amostras independentes de tamanho 15, 50, 100, 500 e 1000 de uma Distribuicdo GEV. Para cada
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amostra independente, obteve-se dois vetores de estimativas dos parametros, i, o, a, da Distribuicao
GEV sendo que cada vetor corresponde a um método de estimagao. Através dos vetores de estima-
tivas, estatisticas sumarias e o erro quadratico médio correspondente a cada método e parametro

estimado foram calculados.

Em relagao ao Método dos L-momentos, para a obtencao de &, utilizou-se o Método da Bisseccao
(veja o anexo sobre este método) para obter-se a raiz da equacao (2.16). E, em relagao ao Método
de Maxima Verossimilhanga, para a obtencao das estimativas fi, 6 e &, utilizou-se o Método de
Nelder-Mead (veja o anexo sobre este método) a fim de que a equagao (3.21) fosse maximizada.
Estes métodos numeéricos foram escolhidos por nao dependerem da primeira derivada de (2.16)
e do gradiente e da hessiana de (3.21), respectivamente, em relagao aos Métodos da Bissecgao e
Nelder-Mead.

Para o Método da Bissecgao foi utilizado o intervalo [« — e, a4 €| como aproximagao inicial para
o método. Para o Método de Nelder-Mead utilizou-se, como estimativas iniciais, [ +¢,0 4+, o+ €]
onde u, 0 e o sao valores populacionais e € é uma perturbacao dos valores populacionais citados.
O wvalor escolhido de € foi 0 mesmo para cada método sendo que tal escolha dependeu do éxito da
convergéncia dos métodos numéricos utilizados pois, para uma dada aproximagao inicial, apenas
um dos métodos convergiu ou ambos néo convergiram. Este parametro foi incluido nas simulacGes
para que as aproximacoes iniciais ficassem, relativamente, proximas dos valores populacionais dos
pardmetros da Distribuicao GEV para que os métodos de estimacao pudessem ser comparados pois
as aproximacoes iniciais influem nas estimativas fornecidas pelos métodos numéricos ja que elas
determinam a regiao inicial da busca da raiz de uma equacao ou do maximo de uma funcao e,
assim, se um método numérico fosse inicializado numa regido muito distante em relagdo ao outro
método, as estimativas obtidas poderiam tornar-se inadequadas. Como na prética, ndao se conhece
os verdadeiros parametros de uma distribuicao, deve-se obter resultados numeéricos considerando-se

varios valores das condigoes iniciais.

Foram geradas 30 e 100 amostras independentes provenientes da Distribuigao GEV de paramet-
ros p = 0,0 =1, = —0,6 com ¢ = 0,55. As estatisticas sumérias e os erros quadraticos médios

amostrais (EQM) obtidos encontam-se nas Tabelas 4.5, 4.6, 4.7, 4.8 e 4.9.

Também, foram geradas 30 e 100 amostras independentes provenientes de uma GEV de paramet-

ros u = 0,0 = 1,a = 0,5 com ¢ = 0,45. As estatisticas sumarias e os erros quadréticos médios
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amostrais (EQM) obtidos encontam-se nas Tabelas 4.10, 4.11, 4.12, 4.13 e 4.14.

Pela Tabela 4.5 (tamanho amostral 15) observa-se que os erros quadraticos médios amostrais de
& e &, estimados por L-momentos, apresentaram-se, respectivamente, menores e maiores em relacio
aos erros quadraticos médios das estimativas obtidas pelo Método de Méxima Verossimilhanca. Ja
o erro quadratico médio de [ apresentou-se praticamente igual nos dois métodos para 100 amostras
e, para 30 amostras, o EQM correspondente ao Método de Méxima Verossimilhanga apresentou-se

menor.

Pela Tabela 4.6 (tamanho amostral 50) observa-se que os erros quadraticos médios amostrais de &
e 0, estimados por L-momentos, apresentaram-se, ligeiramente, maiores. Ja o erro quadratico médio
de i apresentou-se praticamente igual nos dois métodos para 100 amostras e, para 30 amostras, o

EQM correspondente ao Método de Maxima Verossimilhanca apresentou-se menor.

Pelas Tabelas 4.7 (tamanho amostral 100), 4.8 (tamanho amostral 500) e 4.9 (tamanho amostral
1000) observa-se que os erros quadraticos médios amostrais de &, fi e &, estimados por L-momentos,

apresentaram—se maiores.

Pela Tabela 4.10 (tamanho amostral 15) observa-se que os erros quadraticos médios amostrais
de & e &, estimados por L-momentos, apresentaram-se menores. Ja o erro quadratico médio de [

apresentou-se praticamente igual nos dois métodos.

Pelas Tabelas 4.11 (tamanho amostral 50), 4.12 (tamanho amostral 100), 4.13 (tamanho amostral
500), 4.14 (tamanho amostral 1000) observa-se que os erros quadraticos médios amostrais de &, fi e

& apresentaram-se praticamente iguais nos dois métodos.

Em geral, pelas Tabelas 4.5 e 4.10, o Método dos L-momentos mostrou-se mais eficiente, respec-
tivamente, para estimar o parametro de forma e os pardmetros de escala e forma. Para grandes
amostras, o Método de Maxima Verossimilhanca apresentou-se, ligeiramente, mais apropriado que
0 Método dos L-momentos para o < 0 e ambos os métodos de estimagao apresentaram-se, pratica-

mente, equivalentes nos valores das estimativas de todos os parametros para a > 0.

Vale observar que as estimativas &, ji e & foram obtidas utilizando-se os Métodos da Bissecgao
e Nelder-Mead. Outros métodos numéricos poderiam ser utilizados como, por exemplo, o Método
de Newton [?], para obtengao de raiz de equagoes, em vez do Método da Bisseccao e o Método
de Newton [?]|, para maximizagao de fungoes, em vez do Método de Nelder-Mead sendo que os

Métodos de Newton citados necessitam de derivadas de primeira e segunda ordem. Adicionalmente,
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no Anexo, serdo apresentados e comparados os resultados obtidos a partir de algumas simulacGes
feitas utilizando-se os métodos numéricos de Nelder-Mead e Newton para a maximizacao de uma

funcao e os métodos da Bisseccao e Newton-Raphson para a obtengao das raizes de uma equagao.

Do fato que os Métodos de L-momentos e Maxima Verossimilhanga necessitaram de rotinas
numéricas, os valores das estimativas fornecidas pelos métodos depende dos valores iniciais dados a
eles. A fim de observar-se o fato descrito, gerou-se 100 amostras independentes de tamanho amostral
1000 da Distribuigao GEV com parametros p = 0,0 = 1, = 0,7. Com isso, foi observado o efeito
de ¢ nas estimativas de u,0 e «. As estatisticas sumérias e o erros quadraticos médios amostrais
(EQM) obtidos encontam-se nas Tabelas 4.15 ¢ 4.16.

Pelas Tabelas 4.15 e 4.16 observa-se que o Método de Méxima Verossimilhanca, através do
Método de Nelder-Mead, apresentou-se mais sensivel aos valores de € pois, para €=0,27; 0,28 ¢ 2, a
média das estimativas obtidas de « afastou-se, consideravelmente, do valor a = 0,7. J4 para e=0,25
e 0,26, a média das estimativas obtidas de « apresentou-se proxima do valor o = 0, 7. Cabe salientar
que o Método dos L-momentos, através do Método da Bisseccao, apresentou-se mais resistente as

perturbacoes € obtendo estimativas mais proximas dos valores reais dos parametros.

Os métodos numéricos utilizados, em geral, ndo convergiram para tamanhos amostrais pequenos
como tamanho 15, no contexto das simulagoes apresentadas na se¢do. Este mesmo problema foi

enfrentado por Hosking [?].

Além dos erros quadraticos médios das estimativas dos parametros, obtidas através do Método
dos L-momentos para tamanhos amostrais pequenos como tamanho 15, serem menores, este método
convergiu a maioria das simulagoes em relagdo ao Método de Méaxima Verossimilhanca. Fre-
quentemente, o Método de Maxima Verossimilhanga nao convergiu, principalmente, para tamanhos

amostrais pequenos.

Em relacao as propriedades assintéticas como, por exemplo, normalidade assintotica, o Método
de Méxima Verossimilhanga aplicado & Distribui¢do GEV possui tais propriedades asseguradas
quando —oo < a < 1/2 sendo que nao ha restrigdes quanto a normalidade assintotica no Método
de L-momentos. Além disso, o Método de Méaxima Verossimilhanga apresentou-se mais sensivel as
condigdes inicias.

Vale observar que os dois métodos de estimagao apresentados podem ser utilizados simultane-

amente, ou seja, as estimativas obtidas pelo Método dos L-momentos, por ser mais resistente em
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relagdo as aproximacoes iniciais, podem ser utilizadas como estimativas iniciais no Método de Max-
ima Verossimilhanga e, também, pode-se obter, para diferentes valores das aproximagodes iniciais, as
estimativas dos paradmetros e observar a concordancia destas em ambos os métodos.

As expressoes dos estimadores de u,0 e o dados pelas equagoes (2.15) e (2.16) foram obtidos
pelos caculos dos L-momentos A1, Ao e A3 utilizando-se a Distribuiggo GEV com « # 0. Da mesma
forma, a equacdo de log-verossimilhanga (3.21) foi obtida utilizando-se a Distribuigao GEV com
a # 0. Isso é devido ao fato de que, na pratica, nao se conhece os valores dos parametros da
distribuicao populacional, isto é, deve ser utilizada a expressao da Distribuicao GEV que fornega
os valores a # 0. No caso em que « é um valor proximo de zero, deve ser feito um teste estatistico
para verificar se a pode ser considerado nulo ou ndo. A Tabela 4.17 mostra que, para amostras
geradas a partir da Distribuicao GEV com parametros u =0, 0 = 1 e a = 0, as estimativas obtidas
para o parametro a sdo proximas de zero.

Para testar a hipotese a = 0 em uma Distribui¢ao GEV (teste para verificar se a distribuicao é
a Distribui¢do Gumbel), pode-se utilizar o Teste de Hosking [?], cuja hipotese nula é H, : a = 0.

Neste teste, a estatistica é Z = (&)( 2 onde & é a estimativa obtida pelo Método dos L-

05633)
momentos de «. Esta estatistica deve ser comparada com os valores de uma Normal Padrao sendo
que valores positivos significantes de Z rejeitam a hipdtese nula em favor da Distribui¢ao Weibull
enquanto que valores negativos significantes de Z rejeitam a hipotese nula em favor da Distribuigao
Fréchet. Se os parametros da Distribuigao GEV forem estimados utilizando-se o Método de Méxima
Verossimilhanga, pode-se utilizar o Teste de Razao das Verossimilhangas [?] cuja estatistica é dada
por A = —2(LgumBer — Laev) onde LoumEerL € Lapy s@o as fungdes de log-verossimilhanga,
respectivamente, das distribui¢des Gumbel G5 ¢ GEV (G} 4,4) com as respectivas estimativas
por maxima verossimilhanca. A estatistica do teste A deve ser comparada com uma distribui¢ao

qui-quadrado com grau de liberdade 1 (x?) para algum nivel de significancia pré-estabelecido.
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Tabela 4.5: Estatisticas provenientes de amostras de tamanho 15 da Distribuicao GEV com paramet-

ros u=0,0=1, a = —0,6 e perturbacao € = 0,55

n  Método Estimativa Minimo Q1 Q2 Q3 Méaximo  Média DP EQM

i -0,485  -0,135 -0,028 0,290 1,238 0,104 0,384 0,153

30 LM o 0,455 0,735 0,984 1,128 3,327 1,138 0,673 0,457
& -0,977  -0,588 -0,441 -0,327  -0,051 -0,468 0,201 0,056

i -0,578  -0,172 -0,014 0,156 0,470 -0,0051 0,245 0,058

30 MV G 0,446 0,669 0,881 1,087 1,80 0,895 0,322 0,111
Q -1,61 -1,01  -0,731 -0,458  -0,203 -0,774 0,371 0,163

i -0,470  -0,173 0,0054 0,243 0,719 0,032 0,274 0,075

100 LM o 0,398 0,769 0,960 1,252 2,345 1,042 0,383 0,147
& -0,885  -0,593 -0,468 -0,322  -0,051 -0,454 0,208 0,064

I -0,644  -0,232 -0,039 0,158 0,558 -0,030 0,275 0,076

100 MV G 0,368 0,711 0,896 1,048 1,530 0,889 0,256 0,077

-2,037  -0,937 -0,672 -0,489  -0,103 -0,716 0,357 0,140

>
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Tabela 4.6: Estatisticas provenientes de amostras de tamanho 50 da Distribuicao GEV com paramet-

ros u=0,0=1, a = —0,6 e perturbacao € = 0,55

n  Método Estimativa Minimo Q1 Q2 Q3 Maximo Média DP EQM
i -0,235  -0,058 -0,0022 0,097 0,209 0,0028 0,115 0,012

30 LM o 0,699 0,892 0,996 1,129 1,378 0,991 0,167 0,027
& -0,713  -0,515 -0,462 -0,419 -0,324  -0,474 0,096 0,024

i -0,199  -0,142 -0,025 0,036 0,232 -0,036 0,109 0,01

30 MV G 0,692 0,843 0,894 0,989 1,151 0,915 0,126 0,022
& -0,833 -0,672 -0,6107 -0,512 -0,343  -0,597 0,121 0,014

i -0,381  -0,103 0,015 0,107 0,530 0,015 0,167 0,028

100 LM o 0,522 0,865 0,975 1,135 1,698 1,007 0,205 0,041
& -0,924  -0,628 -0,504 -0,387 -0,198  -0,522 0,167 0,033

I -0,436  -0,127  -0,022 0,086 0,469 -0,015 0,168 0,028

100 MV G 0,485 0,827 0,906 1,070 1,287 0,945 0,164 0,029
& -0,978  -0,741 -0,622 -0,518 -0,281 -0,630 0,162 0,027
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Tabela 4.7: Estatisticas provenientes de amostras de tamanho 100 da Distribuicao GEV com

pardmetros 4 =0, 0 =1, « = —0,6 e perturbagao € = 0,55

n  Método Estimativa Minimo Q1 Q2 Q3 Méaximo Média DP EQM

fi 0,182 -0,049 0,0087 0,058 0,293 0,014 0,095 0,0090
30 LM & 0,717 0953 1011 1,100 1495 1,017 0,156 0,023
G 0,834  -0,562 -0,476 -0425  -0,300 -0,511 0,123 0,022
fi 0,179  -0,098 -0,011 0,047 0,179  -0,018 0,096 0,0093
30 MV & 0,723 0,870 0,952 1,043 1,228 00958 0,120 0,015
& 0,822 -0,669 -0,611 -0,556 -0,418  -0,605 0,098 0,0094
fi 0,277  -0,069 -0,0021 0,076 0,371  0,0064 0,113 0,012
100 LM & 0,706 0,907 1,003 1,106 1455 1,010 0,152 0,023
& 0,852 -0,639 -0,521 -0,447  -0,180 -0,534 0,135 0,022
fi 0,256 -0,081 -0,0205 0,046 0,278  -0,020 0,092 0,0088
100 MV & 0,706 0,897 0,969 1,035 1226 00964 0,107 0,012
é 0,831 -0,692 -0,608 -0,5309 -0,216 -0,611 0,113 0,012
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Tabela 4.8: Estatisticas provenientes de amostras de tamanho 500 da Distribuicao GEV com

pardmetros 4 =0, 0 =1, @« = —0,6 e perturbagao € = 0,55

n  Método Estimativa Minimo Q1 Q2 Q3 Méaximo  Meédia DP EQM

fi 0,116 -0,031 0,0103 0,0607 0,112  0,0083 0,063 0,0039
30 LM & 0,825 0,988 1,051 1,083 1,136 1,029 0,078 0,0068
& 0,681 -0,611 -0,568 -0,535 -0,455  -0,571 0,057 0,0040
fi 0,112 -0,034 -0,0029 0,035 0,079  -0,0060 0,051 0,0025
30 MV & 0,872 0,964 1,021 1,044 1,088 1,005 0,055 0,0030
G 0,691 -0,637 -0,606 -0,579  -0,513  -0,609 0,042 0,0017
fi 0,109 -0,033 0,0003 0051 0,158 0011 0,055 0,0031
100 LM & 0,858 0,962 1,029 1,075 1,175 1,023 0,071 0,0055
& 0,802 -0,615 -0,568 -0,525 -0,428  -0,571 0,064 0,0048
fi 0,130  -0,034 -0,0025 0,025 0,121  -0,0044 0,049 0,0024
100 MV & 0,870 0,960 0,995 1,034 1,114 0,996 0,050 0,0025

0,755 -0,642 -0,613 -0,586 -0,497  -0,611 0,047 0,0023

joN
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Tabela 4.9: Estatisticas provenientes de amostras de tamanho 1000 da Distribuicao GEV com

pardmetros 4 =0, 0 =1, « = —0,6 e perturbagao € = 0,55

n  Método Estimativa Minimo Q1 Q2 Q3 Méaximo Média DP EQM

fi 0,004 -0,018 -0,0021 0,035 0,078  0,0043 0,040 0,0016
30 LM & 0,882 0,994 1,031 1,063 1,114 1,019 0,057 0,0035
G 0,734 -0,614 -0,583 -0,542 -0,480  -0,584 0,058 0,0035
fi 20,0554  -0,027 -0,0031 0,015 0,060 -0,0035 0,032 0,0010
30 MV & 0,942 0,984 1,003 1,031 1,070 1,006 0,034 0,0011
& 0,675 -0,627 -0,604 -0,585 -0,544  -0,606 0,036 0,0013
fi 0,100 -0,022 0,0056 0,038 0,098  0,0047 0,045 0,0020
100 LM & 0,802 0,970 1,012 1,059 1,161 1,012 0,066 0,0045
& 0,869 -0,618 -0,577 -0,540 -0,453  -0,588 0,075 0,0057
fi 0,089 -0,028 -0,0063 0,020 0,774  -0,0040 0,036 0,0013
100 MV & 0,898 0,972 1,001 1,023 1,080 00999 0,039 0,005
é 0,708 -0,631 -0,607 -0,584 -0,551  -0,608 0,034 0,0012
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Tabela 4.10: Estatisticas provenientes de amostras de tamanho 15 da Distribuicado GEV com

pardmetros 4 =0, 0 =1, a« = 0,5 e perturbagado € = 0,45

n  Método Estimativa Minimo Q1 Q2 Q3 Maximo Média DP EQM

ii 0,405 -0,188 0,060 0,198 0,694 0,026 0267 0,070
30 LM & 0,517 0,888 00984 1,023 1221 0,945 0,163 0,028
& 0247 0,361 0447 0,651 0802 0,491 0,162 0,025
i 0,374 -0,137 0,106 0248 0,711 0,070 0,264 0,072
30 MV & 0,480 0,854 00950 0,992 1,187 0,917 0,169 0,034
& 0,230 0,445 0544 0,699 00918 0,559 0,181 0,035
fi 0,580 -0,194 0,014 0,147 0,735  -0,0040 0,265 0,069
100 LM & 0,517 086 00988 1,065 1512 0967 0,182 0,033
G 0,180 0,364 0472 0,594 0,806 0,482 0,157 0,024
i 0,505 -0,132 0,064 0,197 0,721 00531 0258 0,069
100 MV & 0,480 0,814 00954 1,041 1,355 0,939 0,179 0,035

0,230 0,445 0,586 0,699 0,918 0,571 0,164 0,031

[N




Tabela 4.11:

pardmetros 4 =0, 0 =1, @« = 0,5 e perturbagao ¢ = 0,45

o7

Estatisticas provenientes de amostras de tamanho 50 da Distribuicao GEV com

n  Meétodo Estimativa Minimo Q1 Q2 Q3 Méaximo Média  DP EQM
i -0,343 -0,086 0,019 0,084 0,416 0,014 0,162 0,025
30 LM o 0,717 0,913 0,964 1,043 1,295 0,9827 0,122 0,014
& 0,296 0,417 0,501 0,575 0,710 0,495 0,114 0,012
i -0,325 -0,065 0,044 0,118 0,385 0,033 0,159 0,025
30 MV G 0,691 0,915 0,957 1,034 1,262 0,976 0,120 0,014
& 0,322 0,442 0,523 0,588 0,781 0,526 0,108 0,011
i -0,332 -0,026 0,056 0,131 0,458 0,048 0,143 0,022
100 LM G 0,724 0,890 0,978 1,047 1,178 0,972 0,104 0,011
& 0,255 0,417 0,502 0,575 0,780 0,499 0,109 0,0118
i -0,329  0,00061 0,087 0,158 0,493 0,074 0,140 0,024
100 MV G 0,702 0,889 0,970 1,040 1,192 0,968 0,107 0,012
& 0,282 0,475 0,545 0,612 0,842 0,543 0,099 0,0116
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Tabela 4.12: Estatisticas provenientes de amostras de tamanho 100 da Distribuicao GEV com

pardmetros 4 =0, 0 =1, a« = 0,5 e perturbagado € = 0,45

n  Método Estimativa Minimo Q1 Q2 Q3 Maximo Média DP EQM

fi 0,164 -0,062 0,046 0,087 0264 0,023 0,105 0,011
30 LM & 0,823 0937 0,98 1,036 1,138 00977 0,075 0,0059
b 0,309 0439 0,495 0,529 0,616 0483 0,071  0,0052
ii 20,165 -0,045 0,057 0,119 0232 0,039 0,101 0,011
30 MV & 0,819 00933 0,978 1,035 1,140 00979 0,078 0,0063
é 0,378 0482 0,508 0,551 0,619 0513 0,054 0,0030
fi 0,222  -0,057 0,023 0,087 0217 0,0107 0,1004 0,0101
100 LM & 0,775 0,945 1,001 1,053 1,156 0,991 0,082 0,0068
G 0,283 0441 0,495 0,565 0,669 0501 0,086 0,0073
i 20,202 -0,041 0,027 0,098 0,238 0,023 0,1004 0,0105
100 MV & 0,769 0,940 1,000 1,040 1,147 00991 0,081 0,0066
é 0,313 0,490 0526 0,561 0,721 0524 0,062 0,0044
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Tabela 4.13: Estatisticas provenientes de amostras de tamanho 500 da Distribuicao GEV com

pardmetros 4 =0, 0 =1, a = 0,5 e perturbagdo € = 0,45

n  Método Estimativa Minimo Q1 Q2 Q3 Maximo  Média DPp EQM

fi 0,095 -0,027 0,0032 0,028 0,127  -0,0016 0,048  0,0022
30 LM & 0,901 0,965 0,980 1,018 1,085 0,994 0,043 0,0018
G 0,415 0,468 0495 0,522 0,575 0,495 0,036 0,0013
fi 0,104 -0,014 0,0047 0,036 0,117 00054 0,046 0,0020
30 MV & 0,902 0,971 0,993 1,024 1,088 0,997 0,042 0,007
@ 0,446 0,493 0,508 0,522 0,584 0,508 0,030  0,0009
fi 0,156 -0,027 0,0018 0,027 0,127  -0,00085 0,047  0,0022
100 LM & 0,901 0,965 0,9900 1,018 1,085 0,993  0,0397 0,0016
& 0,408 0,470 0497 0522 0,577 0495 0,038  0,0014
fi 0,147  -0,019 0,0064 0,031 0,117  0,00579 0,045 0,0021
100 MV & 0,902 0,966 0,9918 1,020 1,088 0,994  0,0395 0,0015
& 0,446 0,490 0,506 0,523 0,584 0,506 0,026  0,0007
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Tabela 4.14: Estatisticas provenientes de amostras de tamanho 1000 da Distribuicao GEV com

pardmetros 4 =0, 0 =1, a = 0,5 e perturbagdo € = 0,45

n  Método Estimativa Minimo Q1 Q2 Q3 Maximo Média DP EQM

fi 0,052 -0,0051 0,023 0,041 0,08 0,020 0,035 0,00158
30 LM & 0,940 0,973 00994 1,008 1,047 0991 0,024 0,0006
& 0441 0,494 0507 0518 0544 0,503 0,023  0,0005
fi 0,049 -0,0109 0,015 0,049 0,076 0,018 0,034 0,00151
30 MV & 0,943 0,977 00995 1,010 1,041 0,993 0,022 0,0005
& 0468 0,494 0503 0511 0532 0,503 0,016 0,0002
fi 0,080  -0,022 0,0055 0,036 0,093  0,0066 0,037 0,004
100 LM & 0,9246 0,981 1,001 1,017 1,058 0,998 0,025 0,00066
& 0441 0,487 0507 0518 0568 0,503 0,025 0,00067
fi 0,083  -0,018 0,0041 0,033 0,093 00064 0,035 0,0013
100 MV & 0,243 0,983 1,000 1,014 1,054 0,998 0,024 0,00060

0,464 0,493 0,503 0,517 0,537 0,504 0,016 0,00028

jo)
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Tabela 4.15: Estimativas provenientes de 100 amostras de tamanho 1000 da Distribuicao GEV com

pardmetros p =0,0 =1, «a =0,7

€ Método Estimativa Minimo Q1 Q2 Q3 Méaximo  Média DP EQM

i 0,000 -0,029 0,022 0029 0097 -0,0018 0,039 0,0015
025 LM & 0,929 0,980 0,997 1,016 1,088 0,998 0,029 0,0008
& 0,637 0,682 0,703 0,719 0,774 0,700 0,029  0,0008
i 20,083  -0,027 -0,0011 0,031 0,179  0,0006 0,041 0,0016
025 MV & 0,936 0,982 0,999 1,021 1,209 1,002 0,035 0,0012
& 0,658 0,688 0,701 0,716 0,982 0,704 0,033 0,0011
ii 0,081 -0,016 0,0069 0034 0091 00064 0,034 0,0012
026 LM & 0929 0981 1,002 1,020 1,068 1,000 0,029 0,00083
& 0,619 0,683 0,705 0,722 0,775 0,704 0,031  0,0009
i 20,086 -0,014 000049 0032 0091  0,0082 0,033 0,0011
026 MV & 0,936 0,980 1,002 1,020 1,067 1,001 0,028 0,00081
& 0,666 0,693 0,706 0,720 0,762 0,707 0,018 0,0004
fi 0,076 -0,019 0,008 00296 0,099  0,0056 0,035 0,0012
027 LM & 0,929 0,983 1,002 1,020 1,069 1,001 0,028 0,0008
& 0,633 0,685 0,706 0,728 0,775 0,706 0,031  0,0010
i 0,077 0204 0208 0209 0212 0,185 0,069 0,039
027 MV & 0046 1210 1213 1215 1,341 1,194 0,064 0,041

0,660 1,001 1,002 1,003 1,007 0,973 0,092 0,083

jo)
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Tabela 4.16: Estimativas provenientes de 100 amostras de tamanho 1000 da Distribuicao GEV com

parametros p =0,0 =1, «a =0,7

€ Método Estimativa Minimo Q1 Q2 Q3 Maximo Média DP EQM
i -0,090 -0,020 0,010 0,032 0,085 0,0064 0,037 0,0014
0,28 LM o 0,929 0,982 0,998 1,016 1,058 0,999 0,027  0,0007
& 0,638 0,684 0,707 0,728 0,771 0,706 0,030  0,0009

i 0,198 0,212 0,214 0,216 0,220 0,214  0,0035 0,045

0,28 MV 4 1,207 1,219 1,221 1,222 1,224 1,220  0,0029 0,048
Q 1,008 1,012 1,013 1,014 1,017 1,013  0,0018 0,097

i -0,093 -0,016 -0,0017 0,018 0,0812 0,0 0,031  0,0009

2 LM o 0,918 0,985 1,003 1,020 1,091 1,002 0,028 0,0008
& 0,577 0,682  0,7002 0,715 0,767 0,708 0,030  0,0009

i 0,283 0,303 0,308 0,312 0,318 0,307  0,0070 0,094

2 MV o 2,443 2,452 2,454 2,455 2,458 2,453 0,0029 2,111
Q 2,188 2,202 2,206 2,212 2,222 2,207  0,0074 2,270




63

Tabela 4.17: Estimativas provenientes de 100 amostras de tamanho 100 da Distribuicao GEV com

pardmetros 4 =0, 0 =1, @ = 0 e perturbacao ¢ = 0, 15

Método Estimativa Minimo Q1 Q2 Q3  Maximo Média DP EQM
i -0,201  -0,063  0,0078 0,091 0,278 0,014 0,105 0,0112

LM % 0,814 0,937 0,985 1,033 1,258 0,986 0,073 0,0054
& -0,144  -0,0508 -0,0129 0,046 0,146  -0,0038 0,067 0,0045

i -0,193  -0,051 0,023 0,107 0,276 0,022 0,106 0,0116

MV 4 0,842 0,938 0,982 1,025 1,201 0,981 0,067 0,0047

& 0,168  -0,034 -0,0082 0,034 0,171  0,0029 0,068 0,0046
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Capitulo 3

Copula

3.1 Introdugao

Em Estatistica é desejavel o conhecimento da funcao de distribui¢cao acumulada de uma variavel
aleatoria a fim de se estudar o seu comportamento. Quando estamos interessados em mais que uma
variavel aleatéria devemos conhecer a funcgao de distribui¢do acumulada conjunta que, geralmente, é
mais dificil de se obter, em comparacao as fungoes de distribui¢ao acumulada marginais associadas
A tais variaveis aleatoérias.

Pelo resultado obtido por Sklar [?], a func¢ao de distribuigdo acumulada conjunta Fx pode ser
obtida através de suas fungoes de distribui¢do acumulada marginais e da copula, o objetivo deste
capitulo sera a estimacao da estrutura de dependéncia dada por uma distribuicdo Cx associada & X,
isto é, Cx ¢ uma funcao de distribui¢ao acumulada conjunta de U = (Uy, ..., Uy, ) onde U; = Fx,(X;),
it =1,...,n sendo FY, a fun¢ao de distribuigao acumulada marginal associada a v.a. X;, i =1,...,n,
e Cx a estrutura de dependéncia denominada copula [?].

Vale observar que a copula é uma fungao de (U, ...,U,) onde U; = F(X;), 1 = 1,...,n. Isto sig-
nifica, por exemplo, quando se tem valores observados de duas v.a. X e Y, a copula modela a ordem
dos valores observados das v.a. X e Y pois considera-se a f.d.a. de cada v.a. sendo que a ordem
da amostra é algo inerente & esta funcdo. Neste caso, pode-se pensar que tais valores observados

transmitem a informagao de dependéncia através, por exemplo, de um Gréfico de Dispersao. Mas,
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Figura 3.1: A esquerda: Grafico de Dispersdo dos 1000 valores gerados das v.a. independentes X ~ Exp(2) e
Y ~ Exp(10). A direita: Grafico de Dispersio dos 1000 valores gerados das v.a. X ~ Ezap(2) e Y ~ Ezp(10)

avaliados em suas respectivas f.d.a.

com isto pode-se obter uma falsa impressao de dependéncia. Gerando-se, por exemplo, 1000 valores
das v.a. independentes X ~ Exp(2) e Y ~ Exp(10), o Grafico de Dispersao dos valores gerados
de X versus os valores de Y indica uma dependéncia pois os valores estarao concentrados em uma
mesma regiao ji que a esperanca das v.a. X e Y sdo, respectivamente, 0,5 e 0,1. Agora, com o
Grafico de Dispersao dos 1000 valores gerados das v.a. X ~ Ezp(2) e Y ~ Ezp(10) avaliados em
suas respectivas f.d.a., Fx(z) = 1—e 2% ¢ Fy(y) = 1 —e 1% nao havera indicacao de dependéncias
entre os valores gerados como mostra os gréficos a seguir [?].

Ha4 varios modelos de copula que podem ser utilizados dependendo do tipo de dependéncia e do
nimero de variaveis aleatérias a serem descritas. Por isso, nas préximas secoes, serao apresentados

alguns conceitos, propriedades e exemplos de dependéncia.
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3.2 Tipos de Dependéncia entre Variaveis Aleatoérias

O estudo dos varios tipos de dependéncia é importante pois um dado modelo de copula pode ser
mais adequado para um tipo de dependéncia do que para outro. Por exemplo, hd modelos de coépula
que modelam dependéncias positivas (limitante superior de Fréchet |?]) enquanto que ha modelos
de copula que modelam dependéncias negativas (limitante inferior de Fréchet [?]).

Ha véarias formas para caracterizar dependéncias. Para uma dada amostra, pode ser mais con-
veniente a modelagem utilizando-se um conceito mais forte de dependéncia (por exemplo, MT P,

ou M RRy) do que um conceito de dependéncia mais fraco (por exemplo, PQD ou NQD).

3.2.1 Funcgoes Totalmente Positivas e Totalmente Negativas

Nesta secao, por simplicidade, serao dadas as defini¢oes e propriedades utilizando-se funcgoes

densidade. O caso discreto é anélogo.

Definicao 3.1. Seja uma fungao f(x), definida em x = x1 X x2 X ... X Xn onde cada x; € totalmente

ordenado, satisfazendo

fxVvy)f(xny) > f(x)f(y) (2.1)

onde V e N\ sdo operagdes definidas como sendo

xVy = (mazx(x1,91), ..., mazx(n, Yn))

XA y = (min(mla y1)7 sy mm(mn, yn))a

X = (x1,.0,2n) ey = (Y1, -, Yn). A funcgao densidade que satisfizer (2.1) serd denominada fungao
multivariada totalmente positiva de ordem 2 (“multivariate totally positive of order 27 ) denotada
por MTPy. Um vetor aleatorio X = (X1,...,Xp) de n componentes serd chamado MT P, se sua
funcao densidade for MTPs [?].

Definicao 3.2. A funcao f(x) que satisfizer a inequagao (2.1) com a desigualdade trocada (< no
lugar de >) serd chamada fun¢ao multivariada totalmente negativa de ordem 2 (“multivariate reverse

rule of order 27 ) denotada por MRRy [?].
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Para a analise das defini¢coes acima serd considerado o caso n = 2. Para este caso, sera dada

uma interpretacao para cada um dos conceitos citados.

Definigao 3.3. Uma fungao f(x,y), nao-negativa, de duas varidveis reais, definidas em x1 X X2
com x1 € x2 totalmente ordenados serd totalmente positiva de ordem 2 (“totally positive of order
27 ), denotado por TPy, se o determinante da matriz quadrada de ordem 2, |f(x7;,yi)|i7j:172, for
nao-negativo, ou seja, f(x1,z2)f(y1,y2) — f(x1,y2) f(y1,x2) > 0 para toda escolha x1 < 2, Y1 < Yo,
T € X1, Yi € X2, 1 =1,2 [7].

O determinante da matriz quadrada de ordem 7, | f(x;, y;)|

sendo [?]:

ij=1,..ms L < m <7, édefinido como

Definigao 3.4. Seja uma fungao densidade de duas varidveis f(x,y) definidas em x = x1 X x2 com
X1 € X2 totalmente ordenados. A funcdo serd totalmente positiva de ordem r, denotada por TP,, se

para todo x1 < ... < Ty, Y1 < oooe < Ym, Ti € X1, Yi € X2, 1 <m <r, satisfizer

fler,y)  flr,y2) 0 f(21,9m)
f<3327y1) f($2,y2) e f(x2,Ym)

| f (i, yi)|i7j:172,,_,7m = ' . ' >0

f(xmyyl) f(xmaCUZ) f(xmvym)

Para a verificagdo da expressao (2.1), é suficiente mostrar que f(z1,...,z,) > 0 é TP, para cada
par de componentes X;, X; do vetor (X1, ..., X,,) considerando-se as demais componentes fixas [?|.

Por outro lado, para uma fun¢ao, o determinante da matriz quadrada de ordem 2, | f(z;, y;) |i, =125
pode ser nao-positivo. Entao, define-se:

Definicao 3.5. Uma funcao f(z,y), nao-negativa, de duas varidveis reais, definidas em x1 X X2
com x1 e X2 totalmente ordenados serd totalmente negativa de ordem 2 (“reverse rule of order 27 ),
denotado por RRo, se o determinante da matriz quadrada de ordem 2, \f(xi,yi)h?j:m , for nao-
positivo, ou seja, f(x1,x2)f(y1,y2) — f(x1,y2)f(y1,22) < 0 para toda escolha r1 < x2 e y1 < Y2,
i € X1, Yi € X2, 1=1,2 [?].
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Quando a funcdo f for uma funcao densidade, o seu dominio sera real, ou seja, toma-se x1, ...., Xn
como sendo R.

A condigao de dependéncia positiva f(x1,x2)f(y1,y2) > f(x1,y2)f(y1, z2) significa que é mais
provéavel que ocorram dois pares com componentes assumindo valores grande-grande ou pequeno-
pequeno do que dois pares com componentes assumindo valores grande-pequeno ou pequeno-grande.

Analogamente, f(x1,22)f(y1,y2) — f(x1,y2)f(y1,22) < 0 é uma condigao de dependéncia neg-

ativa.

Nas defini¢coes das dependéncias TP, e RRo, assume-se a existéncia de uma funcao densidade.
Pode-se definir tais conceitos utilizando-se o conceito de medida, ou seja, considere p uma medida
de probabilidade nos conjuntos de Borel em R™. Se I4,...,I, forem intervalos em R, define-se
(I, ..., Iy) = p(ly X ... x I,). Se I e J forem intervalos em R, I < J se xz € I, y € J implicar em

x <y . Com isso, define-se |?, ?|:

Definigao 3.6. Seja Ji uma medida de probabilidade em R?. Esta medida serd RRy se i(I1, Io)fi(Iy, I;) <
B(I, 1) (I, Is) para todos os intervalos Iy < I, Iy < I, em R.

Definigao 3.7. Seja u uma medida de probabilidade em R™, n > 2. Esta medida serd RRo aos
pares se [i(11, ..., I,) for RRy nos pares I;, Ij para todo 1 <1i < j < n sendo que as demais varidveis
sao mantidas fizas. As v.a. Xi,..., Xy (ou o vetor aleatdrio X ou sua f.d.a F') serao RRg aos pares

se sua correspondente medida de probabilidade em R™ for RRs aos pares.

A seguir, serao apresentadas algumas propriedades referentes ao conceito MTP,. A demon-
stracdo das propriedades podem ser encontradas em [?]. As seguintes propriedades podem ser

utilizadas para a obtencao de distribuicoes M T Ps.
1. Sejam f1(x), fo(x) fungoes densidade em y satisfazendo, para todo x,y € ¥,

f1(x) f2(y) < fs(xVx)fa(x Ny) (2.2)

Entao, para alguma funcao crescente ¢ em Yy, tem-se
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/X (%) fr(x)dx < / () fa()dx

. Seja f uma funcao densidade MT P, em . Entao a fungao densidade marginal, ¢, em Hle Xi

dada por

(p(:rl,...,:):k)—/ f(x1, oo, Tl Tt 1y ooy Ty ) AT Ry 1Ty
n Xk+1

& MTPs;

. Sejam f e g forem fungoes densidade MT P,. Entao, a fungao fg serd MT Ps;

- Sejam x = [ xi, € = T &» ¢ =[]}, G onde x;, & e ¢; sdo espagos totalmente ordenados.

Sejam f e g fungoes densidade M T Py, respectivamente, em & X x e x X (. Define-se, h(y,z) =
fx fly,x)g(x,z)do(x), 0 = 01 X ... X 0. Ent@o, h é uma fungao MTP, em & X (;

. Se f(x) for MTP,, x € X, ®1, ..., pn, forem todas fungoes crescentes (ou todas fungoes decres-

centes), respectivamente, em x1,..., xn € {¢r(2)}r=1,. n forem funcoes positivas. Entao, a
funcao ¥ (x) = V¥(x1, ..., xy) = (HZ‘L:1 oi(xk)) flp1(x1), ..., on(xp)) serda MT Py em ;

. Seja X = (X1, ..., X;) um vetor aleatério composto por variaveis aleatorias Xy, ..., X, indepen-

dentes onde cada X;, i = 1,...,n, possui fun¢do densidade, fx,, PFp!. Seja Y = (Y1,...,Yy,)
um vetor aleatério com fungao densidade conjunta, fy, MT P, em R™ e suponha que X e Y

sao independentes. Entao, Z = X 4+ Y possui uma funcao densidade MT Ps;

. Seja X um vetor aleatério definido de acordo com o item 6 e seja X, uma v.a. independente

de X possuindo funcao densidade fx,. Define-se Z; = X; + X,, ¢ = 1, ...,n. Entao, a funcao
densidade conjunta de Z = (Z1, ..., Z,) € MT Ps;

. Seja X = (X1, ..., X;) um vetor aleatorio composto por variaveis aleatorias Xy, ..., X, indepen-

dentes onde cada X;, ¢ = 1, ..., n possui funcao densidade, fx,. Seja X, uma variavel aleatoéria

positiva. Se, para i = 1,...,n, ou fx,(u/v) for TP, em —oco < u < oo e v > 0, ou fx,(uv) for

"Uma fungdo f(x) definida em (—oco,00) é PF,. (“Pélya frequency function of order r) se f(x — y) for TPy,

—oo < z,y < oo [7]
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TP, em —00 < u < oo e v > 0, entdo ambos os vetores aleatorios Z = (X1 X, ..., XpnX,) €
Z=(X1/X,,...,Xn/X,) terdo fun¢des densidade MT Ps;

9. Seja X = (X1, ..., X;;) um vetor aleatério possuindo densidade conjunta MT P,. Sejam 1) e ¢,

ambas fungoes crescentes (ou ambas fungoes decrescentes), em R™. Entao,

E[p(X)9(X)] = (E[p(X)D(E[HX)])-

Um caso particular da propriedade 1 pode ser obtido tomando-se uma fungao positiva 1(x)
e definindo-se fa(x) = % com y = fx¢(x)f(x)da e fi(x) = f(x), quando ¥(x) for uma
fungao crescente para que fi e fy satisfagam a expressdo (2.2): Seja f(x) uma func¢do densidade
com respeito a medida do(x) em x satisfazendo, para todo x,y € x, f(x)f(y) < f(xVx)f(xAYy)

entdo, para algum par ¢ e ¥ em x de fungoes crescentes (ou descrescentes), tem-se que
[ v syt > ( / so(X)f(X)dU(X)> ( / ¢(X)f(X)dU(X)>

Vale observar que, utilizando-se as propriedades 2 e 3, obtém-se a propriedade 4 e que da
propriedade 3, obtém-se: Variaveis aleatérias independentes possuem funcdo densidade conjunta
MTP;.

Da propriedade 2 obtém-se: Se X = (X1, ..., X,) for MT P, entao qualquer subconjunto formado
pelas componentes de X, por exemplo, (X, ..., Xi) serd MT Py onde 2 < i,k <n

As propriedades 2 & 5 sdo tteis para a obtengao de fung¢oes densidade MT P» a partir de outras
fungoes densidade MT P» e as propriedades 6 & 8 sdo uteis para a obtencao de fungdes densidade
MT P, a partir de funcoes densidade PF» ou T Ps.

E, da propriedade 9, obtém-se que

Cov(p(X), (X)) >0 (2.3)
a qual sugere a seguinte defini¢ao |7, ?|:

Definicao 3.8. Seja X = (X1, ..., X,) um vetor aleatorio satisfazendo a expressao (2.3) para qual-
quer par de fungoes crescentes (ou decrescentes) ¥ e @. Os componentes de X, Xy,..., X,, sao

denominados associados.
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Utilizando-se a definicao anterior, obtém-se o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Seja X = (X1, ..., Xp,) um vetor aleatdrio formado por varidveis aleatdrias associadas

e sejam @1, ..., ok fungoes nao-negativas em R™ sendo todas crescentes (ou todas decrescentes).
Entao,
k k
E|\[[e:X)| = [[Ele:(X)] (2.4)
i=1 i=1

Demonstragao: Para a demonstracao consulte [?].

Em particular, se ¢;(X) = ¢;(X;), i = 1,...,n, a expressao (2.4) do teorema anterior fornece

Elp1(X1)...on(Xn)] = HE[%‘(XD] (2.5)

Especialmente, a expressao (2.5) fornece P(X1 > ¢1,...,Xp, > ¢n) > [[1 P(X; > ¢) e P(X; <
1,y Xn < ) > [ P(X; < ¢). Na proxima segao, tais desigualdades designarao outros tipos
de dependéncia.

A seguir, serao apresentadas algumas propriedades referentes a v.a. associadas [?].

1. Um subconjunto de v.a. associadas é associado;

2. Se dois conjuntos de v.a. associadas forem independentes, entao a unido serd um conjunto de

v.a. associadas;
3. Fungbes nao-decrescentes de v.a. associadas sao associadas;
4. Um conjunto formado por uma tnica v.a. é associado;
5. Variaveis aleatorias independentes sao associadas;

6. Se T = (Tl(k), ey TT(Lk)) for um vetor aleatério com Ti(k), 1 =1,...,n, associadas para cada k
e T®) = T, em distribui¢do, entao as componentes do vetor aleatorio T = (11, ...,T},) serao

associadas.

Serao apresentados, a seguir, alguns exemplos de fungoes MT P, |?].



73

e Seja X = (Xy,..., X;,) uma amostra aletéria formada por variaveis aleatorias i.i.d. X, pos-
suindo funcao densidade f. Entao, a densidade conjunta das estatisticas de ordem Xy, ..., X5, 1,

é MTPQ;

e Considere que X = (Xy,...,X,,) ~ N(0,>]). Esta distribui¢ao sera MT P, se e somente se

— Zfl possuir elementos fora da diagonal nao-negativos;

e A funcio densidade da Distribuicdo Logistica Multivariada é definida como sendo

n n —(m+1)
f(z1,...,xy) = nlexp {—Zx,} {1 + Zemz}
i=1 i=1

O Nicleo Generalizado de Cauchy é dado por

1
(1422 w)®

onde y; > 0,7 =1,...,n. Este nacleo é TP, em cada par de varidveis. Com isso, a Distribuigao

k(y) =

Logistica Multivariada é MT P, pelas propriedades 3 e 5 referentes a fungao densidade MT Ps;

e Seja Xi,..., X, v.a. independentes com X; ~ Gama(w;, 3;), a; > 1, 3; > 0,i=1,...n. A
fungao densidade fy,(z) = ¢;z®le ¥ 1 > 0¢é PFy. Se X, for independente de X1, ..., X,
X, ~ Gama(ay, B,), entao o vetor Z = (X1 + X,, ...., X + X,) possui Distribui¢do Gamma
Multivariada e, pela propriedade 7 referente & fungao densidade MT P,, tem-se que a sua

densidade conjunta serd MT Ps;

e Seja Xi,...,X,, v.a. independentes com X; ~ Gama(wy, 3;), a; > 0, ; > 0,i=1,...,n. A
funcio densidade fx,(u/v) = c;i(u/v)*'e=Pu/Y) & TPy para u e v positivos. Se X, for inde-
pendente de X1, ..., X, e X; ~ x2,, entdo o vetor Z = ((X1/v1)(Xo/vo) ™, ooy (Xn/vn) (Xo/v6) )
possui Distribuicao F Multivariada e, pela propriedade 8 referente a fungdo densidade MT Ps,

tem-se que a sua densidade conjunta serd MT Py;

e Seja X = (X1,..., X,) ~ N(0,I) e S ~ x?, X e S independentes. Seja Z = (Z1,...,Z,) =
(X1/S,....,X,,/S). O vetor aleatério Z possui Distribuicao de Cauchy multivariada. Entao,
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(|Z1], ..., | Zn]) possui densidade conjunta MT P, considerando o mesmo argumento do exemplo

prévio desde que emu' /v ¢ TPy, comu >0, v >0.
A seguir, serdo apresentadas algumas propriedades referentes as fungoes M RRo [?].

1. Se f(z1,z2) for uma funcdo densidade RRy e hy, hg forem ambas fungoes crescentes (ou ambas

decrescentes) e absolutamente integraveis com respeito a f. Entao,
//hl(l'l)hg(l'g)f(l'l,l’Q)dl’ld{EQ S /hl ($1)f1 (iUl)dZEl / hg(l’z)fg(l’g)dl’g

onde fi(z1) = [ f(z1,22)dza e fo(wa) = [ f(x1,22)dz1, ou seja, fi(x;), i = 1,2, sdo fungdes

densidade marginais;
2. Sejam f e g forem fun¢ées M RRs. Entao, a fungdo fg sera M RRs;

3. Se f(x) for MRRy com x € x € ¢1, ..., g, forem todas fungoes crescentes (ou todas fungdes de-

crescentes), respectivamente, em x1i, ..., Xn. Entao, a fungao ¢¥(x) = ¢¥(x1,...,xn) = f(p1(z1), ..

sera M RRy em ;
A seguir, serdo apresentados alguns exemplos de distribui¢oes M RRy [?].

e Seja X = (Xi,...,X,) um vetor aleatério composto por v.a. independentes tais que X; ~
Binomial(ni,pi), Y iy pi =1, >y X; = N. A distribuicdo de X ¢ dada por

NI n NEDDUIE 2
Px() = v s .Hp (1—;%) (26)

onde x = (x1,...,xy,) representa um dado valor que o vetor aleatério X assume e p; > 0,
1 =1,...,n. Esta distribuicao é denominada Distribuicdo Multinomial e, pode-se mostrar, que
esta é M RR;

e Seja X = (Xq,...,X,) um vetor aleatorio composto por v.a. independentes. A Distribuigao

Hipergeométrica Multivariada ¢ dada por

“pn(n))
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-1
o e ()
€Ty m — i=1 xI; m

com > ' x;=m,0<xz; <M;,i=1,..,ned . Mj=M onde x = (x1,..., x,) representa

um dado valor que o vetor aleatério X assume. Pode-se mostrar que esta distribuigdo é M RRo;

e Seja X = (Xq,..., X,) um vetor aleatorio composto por v.a. independentes. A Distribuigao

de Dirichlet é dada
(274 0)) v
j=0"J 0;—1
— 1— , J 2.
I = ey | K =

j=1

onde 2?21 z;j<1,0<zjeb; >1,j=0,.,nsendo I'(.) a Funcdo Gama.

Pode-se mostrar que a Distribuicao de Dirichlet é M RR,.

3.2.2 Dependéncia do Quadrante Positivo (e Negativo) e do Octante

Considere X um vetor aleatorio de dimensao n (n > 2) com f.d.a. F. Define-se a dependéncia do
octante superior positivo (“positive upper orthant dependent”) e a dependéncia do octante inferior

positivo (“positive lower orthant dependent”) [?] como sendo:

Definigao 3.9. X ou F possuem dependéncia do octante superior positivo (PUOD) se P(X; >
ai,t =1, ,n) > H?:l P(Xl > CLZ'), Va = (al, ...,an) € R".

Definigao 3.10. X ou F' possuem dependéncia do octante inferior positivo (PLOD) se P(X; <
a;,t =1, ,n) > H?:l f)()(Z < ai), Va = (al, ...,an) € R™.

Se as expressoes que compoem as Defini¢oes 3.9 e 3.10 sao ambas validas entao X ou F' possuem
dependéncia do octante positivo(“positive orthant dependent”) denotada por POD.

Intuitivamente, a expressao da Definicdo 3.9 significa que é mais provavel que X1, ..., X, as-
sumam, simultaneamente, valores grandes comparado com o vetor de v.a. independentes com as
mesmas correspondentes distribuigoes marginais univariadas.

Similarmente, serdo enunciados os conceitos de dependéncia do octante inferior negativo (“nega-
tive lower orthant dependent”), dependéncia do octante superior negativo (“negative upper orthant

dependent”) e dependéncia do octante negativo (“negative orthant dependent”) [?].
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Definicao 3.11. X ou F' possuem dependéncia do octante superior negativo (NUOD) se P(X; >
ai,i=1,...,n) <I[", P(X; > a;), YVa= (a1, ...,an) € R™.

Definicao 3.12. X ou F possuem dependéncia do octante inferior negativo (NLOD) se P(X; <
aj,i=1,...,n) <[, P(X; < a;), Ya= (a1, ....,an) € R™.

Se as expressoes que compoem as Defini¢oes 3.11 e 3.12 sdo ambas vélidas entdo X ou F' possuem
dependéncia do octante negativo (NOD).

As expressoes que compdem as defini¢ées 3.9 e 3.10, em geral, para n > 3, ndo se equivalem
(veja um contra-exemplo na se¢ao 3.2.5). Porém, para n = 2, elas se equivalem. Isto, também, vale

para as definigoes 3.11 e 3.12. Com isso, defini¢oes acima se reduzem, para n = 2, as seguintes:

Seja X = (X1, X2) um vetor aleatorio bivariado com f.d.a. F. Entd@o, define-se a dependéncia

do quadrante positivo (“positive quadrant dependent”) [?, ?| como sendo:

Defini¢ao 3.13. X ou F possuem dependéncia do quadrante positivo (PQD) se P(Xy > a1, X2 >
az) > P(X1 > a1)P(X2 > ag), Yai,as € R, ou equivalentemente, P(X; < a1, X < ag) >
P(Xl < al) P(XQ < ag), Yai,as € R.

A expressao da definigao 3.13 representa uma condigdo de dependéncia positiva e significa que é
mais provavel que X e Xo assumam, conjuntamente, valores grandes ou pequenos comparado com
X| e X, onde X L X e Xy 4 X, sendo X e X,) v.a. independentes.

Similarmente, sera apresentada a dependéncia do quadrante negativo(“negative quadrant dependent”)

[?, 7| definido a seguir.

Definigao 3.14. X ou F' possuem dependéncia do quadrante negativo (NQD) se P(X; < a1, Xo <
az) < P(X1 < a1)P(X2 < ag), Vai,az € R.

A seguir, serao apresentadas algumas propriedades referentes ao conceito de dependéncia PQD
e NQD [?].

1. O vetor de v.a. (X, X) é PQD para todo X;

2. Se o vetor de v.a. (X,Y) for PQD, entao o vetor (X, —Y") sera NQD;
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3. Sejam (X1, Y1), ..., (Xp, Yy) pares independentes de v.a. com fungoes de distribui¢ao Fi, ...., Fi,.
Sejam r e s fungdes de n variaveis e sejam X = r(Xy,..., X)) e Y = s(Y1, ..., Y,,). Entao:
(a) (X,Y) sera PQD se, para cada i, as seguintes condigoes forem validas:

i. F; ¢ PQD e r, s sio concordantes 2 para a i-ésima coordenada ou;

ii. F; ¢ NQD e r, s sdo discordantes 3 para a i-ésima coordenada.
(b) Similarmente, (X,Y") serda NQD se, para cada i, as seguintes condigdes forem validas:

i. F; ¢ PQD e r, s sdo discordantes para a i-ésima coordenada ou;

ii. F; ¢ NQD e r, s sdo concordantes para a i-ésima coordenada.

(c) Sejam U e V v.a. independentes e independentes de (X1, Y1), ..., (Xp,Ys) e sejam X =
r(U, Xq,...,Xn)eY =s(V, X1, ..., X;,). Entao, as conclusoes dos itens (a) e (b) continuam

validas.
4. Se(X,Y) for PQD e se existir E(XY), E(X) e E(Y), entao E(XY) > E(X)E(Y).

A seguir, serdo apresentados algums exemplos de v.a. PQD [?]|7777777. As justificativas dos

exemplos baseiam-se nas propriedades anteriores.

Para alguma v.a. X e para alguma fun¢ao nao-decrescente s, o vetor (X, s(X)) sera PQD;

e X =U+aZeY =V +bZ serao PQD se a e b tiverem o mesmo sinal onde U, V e Z sao v.a.
independentes PQD;

e Para X e V v.a. independentes e PQD, X e Y = X + V serdo PQD;

X =rUZ2)eY = s(V,Z) serao PQD se U, V e Z forem v.a. independentes PQD e r ¢ s

forem fungdes nao-decrescentes em Z (arbitrarias para as demais v.a.).

2Duas funcbes reais r e s de m variaveis independentes serdo concordantes para a i-ésima coordenada se,
considerando-as fungoes da i-ésima coordenada, deixando as demais fixas, ambas sdo fung¢des nao-decrescentes ou

ambas sdo fungbes nao-crescentes
3Duas funcdes reais r e s de n variaveis independentes serdo concordantes para a i-ésima coordenada se,

considerando-as fungoes da i-ésima coordenada, deixando as demais fixas, uma das fungbes é nao-decrescente e a

outra é nao-crescente
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Agora, serao apresentadas algumas propriedades relativas ao conceito NOD |[?]:

1. Qualquer conjunto de v.a. independentes serda NOD;
2. Qualquer subconjunto de tamanho > 2 formado por v.a. NOD sera NOD;

3. Se Xy, ..., X, forem v.a. NOD e ¢, ...,p, forem fun¢ées Borel-mensuraveis crescentes com

valores reais. Entao, ¢1(X1), ..., on(Xy) serao v.a. NOD;

4. A unido de conjuntos disjuntos de v.a. NOD é NOD.
Também, serao apresentados alguns exemplos de distribui¢oes NOD |?].

e Seja X = (Xi,...,X,) um vetor aleatério composto por v.a. independentes tais que X; ~
Binomial(ni, pi), > i qpi=1,>1 1 Xi=N,p; >0,i=1,...,n. A Distribui¢gdo Multinomial
de X dada por (2.6) é NOD;

e Seja X = (Xq,...,X,) um vetor aleatorio composto por v.a. independentes. A Distribuigao

Hipergeométrica Multivariada dada por (2.7) é NOD;

e Seja X = (X1,..., X)) um vetor aleatério composto por v.a. independentes. A Distribuigao
de Dirichlet dada por (2.8) é NOD.

3.2.3 Variaveis Aleatoérias Estocasticamente Crescentes e Decrescentes,
Dependéncia Crescente na Cauda a Direita e Dependéncia Decrescente

na Cauda a Esquerda

Denotando-se S(F1, ..., F},) como a classe das distribui¢oes multivariadas que possuem fungoes
de distribui¢do marginais F, ..., F,, considere X = (X7, X2) um vetor aleatorio bivariado possuindo

f.d.a F € $(Fy, Fy). Define-se:

Definigao 3.15. A varidvel aleatoria Xo serd estocasticamente crescente (“stochastically increasing’ ),
denotada por SI, em Xy ou a distribuicdo condicional Fy|, serd estocasticamente crescente se P(Xz >

22| X1 = x1) = 1 = Fyp(w2]z1) T 21, Va [7].
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Se, na Defini¢ao 3.15, trocarmos os indices 1 por 2 e 2 por 1, ter-se-a4 que X7 serd SI em X5 ou
Fyjp serd SL

A expressao da definigdo 3.15 representa uma condigdo de dependéncia positiva e significa que
a probabilidade de que X5 ultrapasse um limiar z9 é crescente quando X; aumentar.

Se, na Definicao 3.15, trocarmos T por |, a variavel aleatéria Xo seréd estocasticamente decres-
centes (“stochastically decreasing”), denotada por SD, em X; [?].

Em P(Xy > 29|X; = 71), ao invés, da v.a. Xy ser condicionada a um valor fixo, x1, da v.a.
X1, pode-se considerar Xo condicionada em X; > x1 ou X; < x1. Com isso, tem-se as seguintes

definigbes, considerando-se (X7, ..., X,) [?].

Definigao 3.16. As v.a. Xi,..., X, serdo crescentes na cauda & direita em sequéncia (“right-tail
increasing in sequence’ ), denotada por RTIS, se, para todo x; € R, i = 1,...,n, P(X; > z;|X; >

I, --~7Xi—1 > xi—l) fO?" crescente em TlyeeeyLj—1-
Para n = 2, a Defini¢ao 3.16 torna-se:

Definigao 3.17. A wvaridvel aleatoria Xo serd crescente na cauda & direita (“right-tail increasing

7 ), denotada por RTI, em X1 se P(Xa > x2| X1 > 1) = % 1 x1,Vae [7].

Também, define-se [?]:

Definigao 3.18. As v.a. X1,..., X,, serao decrescentes na cauda & esquerda em sequéncia (“left-tail
decreasing in sequence’ ), denotada por RTDS, se, para todo z; € R, i = 1,...,n, P(X; < z;]X; <

X1y .y Xi—1 < wj_1) for decrescente em x1, ..., x;—1.
Para n = 2, a Defini¢ao 3.18 torna-se:

Definigao 3.19. A varidvel aleatoria Xo serd decrescente na cauda & esquerda (“left-tail decreasing

”), denotada por LTD, em X1 se P(Xo < x9|X1 < x1) = % |z, Vo [2].

As expressoes nas Definigoes 3.17 e 3.19 sdo condigoes de dependéncia positiva. Na Defini¢ao
3.17 tem-se que é mais provavel que X5 assuma valores grandes quando X; aumentar. E, na
Definicao 3.19 tem-se que é mais provavel que Xs assuma valores pequenos quando X7 diminuir.
Se a direcao da monocidade nas Defini¢oes 3.17 e 3.19 forem trocadas, ter-se-a4 conceitos referentes
& dependéncia negativa.

As Definigoes 3.16 e 3.18 possuem as seguintes versoes para dependéncia negativa |?]:



80

Definigao 3.20. As v.a. X1, ..., X,, serao decrescentes na cauda & direita em sequéncia (“right-tail
decreasing in sequence’ ), denotada por RTDS, se, para todo z; € R, i = 1,...n —1, P(X;41 >

Tyl ﬂz-:l(Xj > x;)) for decrescente em x4, ..., x;.

Para n = 2, a partir da Definigao 3.20, obtém-se que X2 é decrecente na cauda a direita (“right-

tail decresing”), denotado por RTD, em Xj.

Definigao 3.21. As v.a. Xy, ..., X,, serao crescentes na cauda a esquerda em sequéncia (“right-tail
decreasing in sequence” ), denotada por LTIS, se, para todo z; € R, i = 1,...n —1, P(X;4+1 <

Zit1] ﬂ;":l(Xj < x;)) for crescente em w1, ..., x;.

Para n = 2, a partir da Defini¢ao 3.21, obtém-se que X3 é crecente na cauda a esquerda (“left-tail
incresing” ), denotado por LTI, em X;.

A seguir, algumas propriedades referentes as dependéncias RTDS e RTD serao dadas [?]:

1. Um conjunto de v.a. independentes é RTDS;
2. Um subconjunto de v.a. RTDS permanece RTDS;

3. Se Xy, ..., X, forem v.a. RTDS e 1, ..., @, forem fung¢oes Borel-mensuraveis crescentes, entao
©1(X1), .oy on(X5,) sera RTDS;

4. Seja X = (Xl,Xg). Entao, Xo é RTD em X; & P(X2 > IQ’Xl > .731) | x1 para todo x9 <
E(o(X2)|X1 > x1) | =1 para toda fungao real ¢ crescente;

5. Seja X9 v.a. RTD na v.a. X; e seja Z uma v.a. independente de (Xj,X2). Definindo
X=X1+aZeY = X9+ bZ, a eb constantes, tem-se que Y é RTD em X;

6. Suponha a sequéncia de f.d.a. H,, convergente & H e considere a sequéncia de v.a. multivari-

adas relativas & H, sendo RTDS. Entao, a v.a. multivariada relativa & H serd RTDS;

7. Seja (U,V) RTD e seja Z uma v.a. independente de (U,V). Definindo ¢ e ¢, fungoes
Borel-mensuraveis que mapeiam R? em R com (1 (u, .) crescente em u e @o(.,v) crescente em

v. Entao, (X,Y) é RTD onde X = ¢1(U,Z) e Y = pa2(V, Z);
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8. Sejam X = (X7, ..., X,;) um vetor aleatorio formado por v.a. RTDS, ¢; : R — R uma fungao
Borel-mensurével crescente para cada [ = 1,...,n. Sejam Z = (Zy,...Z,) um vetor aleatorio
formado por v.a. RTDS sendo X e Z independentes. Definindo Y; = ¢;(X;) + Z;, 1 =1, ..., n,
tem-se que Y7, ..., Y, sdao RTDS;

9. Sejam

(a) Seja (X1,..., X,) um vetor aleatério tal que Fy(z1,...,2,) = P(X1 > x1,..., Xp, > )

satisfaca:

L.
/

(T, ey Ty oy Ty e, X)) ((x1, ..., T4, ey T ceey )

<0 (2.9

I

F
Fp((T1y ooy Ty ooy Ty ey T

I !

F,
Fo((z1, ey 2y, e Ty ey Tp)

para cada par de varidveis permanecendo as demais fixas;
ii. Se Fp(z1,....2k) = P(X1 > 21,..., Xp > 21), 1 < k < n, verificar (2.9) para cada

par de variaveis permanecendo as demais fixas;

Entao, (X1, ..., X,) serd RTDS e qualquer permutagao de (X1, ..., X;,) sera RTDS;

Ha dois conceitos de dependéncia que podem ser considerados como uma extensao multivariada
do conceito SI (Definigao 3.15): dependéncia positiva através da ordenagao estocastica (“positive de-
pendence through the stochastic ordering”) e dependéncia condicionalmente crescente em sequéncia

(“conditional increasing in sequence”)[?].

Defini¢ao 3.22. O vetor aleatorio (X, ..., X,) possuird dependéncia positiva através da ordenag¢ao
estocdstica , denotada por PDS, se [X;,i # j] condicionado a X; = x for estocasticamente crescente

quando T aumentar, para todo j =1,...,n.

Definigao 3.23. O vetor aleatorio (X1, ..., X,,) possuird dependéncia condicionalmente crescente em
sequéncia, denotada por CIS, se X; for estocasticamente crescente em X1, ..., X;—1 para i =2,...,n,

isto €, se P(X; > x| X; = x5, =1,...,1 — 1) for crescente em x1,...,x;—1 para todo x;.

Note que, para n = 2, PDS equivale & X5 SI em X; e X; SI em Xs5. Da mesma forma, CIS

equivale & SI.
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No caso em que n = 2 na Definicao de dependéncia CIS, X5 é dito ter dependéncia regressiva
positiva (“positive regression dependent”), denotada por PRD, em Xj.

Os conceitos de v.a. PDS e CIS possuem as seguintes versoes para dependéncia negativa:
dependéncia negativa através da ordenagao estocastica (“negative dependence through the stochastic
ordering”) e dependéncia condicionalmente decrescente em sequéncia (“conditional decreasing in

sequence” ).

Definigao 3.24. O vetor aleatorio (X1, ..., Xy) possuird dependéncia negativa através da ordenagdo
estocdstica , denotada por NDS, se [X1,..., X;—1|X; = x;] for estocasticamente decrescente em x;,

para todo i =1,...,n [?].

Definigao 3.25. O vetor aleatdrio (X1, ..., Xy,) possuird dependéncia condicionalmente decrescente
em sequéncia, denotada por CDS, se P(X; > x;|X; = xj,7 = 1,...,i — 1) for decrescente em

X1y .y Tim1 para todo x;, i =2, ...,n [?].

No caso em que n = 2, na Definigdo de dependéncia CIS, X5 é dito ter dependéncia regressiva
negativa (“negative regression dependent”), denotada por NRD, em Xj.

Para v.a. CIS e NOD, tem-se a seguinte propriedade [?]: Sejam X,, X1,..., X,, v.a. indepen-
dentes possuindo fungoes densidade PF;. Entao, para x fixo, as v.a. condicionais (X1, ..., X,,| X, +

X1+ ...+ X, = z) sdo RRy aos pares e, consequentemente, serao CDS e NOD.

Algumas propriedades relativas aos conceitos PRD e NRD serao dadas a seguir |?]:

1. (X1, X2) sera NRD se e somente se (—X1, X2) for PRD. Além disso, (X1, X2) sera NRD se e
somente se (X7, —X3) for PRD;

2. Seja o vetor aleatorio (X,Y") possuindo fungao densidade f(x,y) satisfazendo

flxi,y1)  f(w1,99)
f(w2,y1)  f(w2,92)

<0

para cada escolha z1 < x2, y1 < y2. Entao, (X,Y) serda NRD;

3. Sejam:
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(a) (Xi,...,Xy) um vetor aleatoério possuindo fungao densidade f(zy,...,x,) que satisfaz

F(@1y s @iy ooy Ty oy X)) f(a;l,...,a:i,...,x;,...,xn)
/ ’ !

<0 (2.10)
f@i, oy, s xn)  f(21, 0@y, vy T ceey Tp)

para cada par de varidveis permanecendo as demais fixas;

(b) Todas as fungoes de densidade marginais fx(z1,...,2x), 1 < k < n satisfazendo (2.10)

para cada par de variaveis permanecendo as demais fixas.

Entao, (X1, ..., Xp) serd CDS e cada permutagao de (X7, ..., X,,) serd CDS;

4. Seja o vetor aleatorio (X1, ..., X,,) CDS. Entao, E(o(X;)|X1 = z1,..., Xj—1 = x—1) serd de-

crescente em x1, ..., x;—1 para cada fungao integrével crescente ¢;

5. Seja a sequénxia {X,,,n > 1} de vetores aleatorios CDS p-dimensionais com f.d.a. {H,,n > 1}
tais que H,, — H fracamente quandon — oo onde H ¢é a f.d.a. do vetor aleatério p-dimensional
X. Entao, X sera CDS.

A seguir, serdo apresentados alguns exemplos relativos & alguns conceitos de dependéncia apre-

sentados nesta secgao [?]:

e Seja X = (X1, ..., X;,) possuindo Distribui¢ao Multinormal com vetor de médias u = (p1, ..., fin)

e matriz de varincia-covariancia ) definida positiva. Entao, X é CDS;

e Seja X = (X7, ..., X;,) um vetor aleatorio possuindo Distribui¢ao Multinomial com fungao de

distribuicao de probabilidade conjunta dada por

NI n N=> @
PX(X):H (N = Zflwz'Hp (1;1%)

=1

onde x = (x1,...,2,) representa um dado valor que o vetor aleatorio X assume e p; > 0,

i=1,.,n. onde x = (z1,....,xp) ep; >0,i=1,...,ned pi=1>" 2, =N

Pode-se mostrar que um subconjunto de (X1, ..., X,), (X1, ..., Xx), € CDS;
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e Seja X = (Xy,..., X;,) um vetor aleatoério composto por v.a. independentes possuindo Dis-

tribuicao de Dirichlet dada por

00—
n

1
f(X)_ Hn F(e]) 1 ]z: J ]]1 J

J=0 =1
para 0 < z;,j7 = 1,...,nm, Z’;:l zj < londef; >1,j=0,.,nel() representa a Fungao
Gama. Pode-se mostrar que (X7, ..., X;,) é CDS;

e Nos trés exemplos anteriores, no caso bivariado, as duas v.a. sao mutuamente NRD e, assim,

também, serao NQD.
3.2.4 Variaveis Aleatorias Negativamente Associadas

Definigao 3.26. As varidveis aleatorias X, ..., X, possuem associagao negativa(“negative association” ),

denotada por NA, se para cada par de subconjuntos disjuntos Ay, Ay de {1,...,n} tem-se
Cov(p(Xi,i € A1), (X;,j € A2)) <0 (2.11)
sempre que ¢ e 1 forem funcoes crescentes [?].

Vale observar que (2.11) continua valida se ¢ e v forem fungoes decrescentes.

A seguir, serao apresentadas algumas propriedades referentes ao conceito de v.a. NA [?].

1. Sejam Ay, ..., A;, subconjuntos disjuntos de {1, ...,n} e ¢, ..., ¢, fungdes crescentes e positivas.

Se as variaveis aleatérias, X1, ..., X;,, forem NA, entao:

E [H@(Xj,j € Ay)

i=1

< [TEW@i(x;.5 € A)]
=1

Uma consequéncia desta propriedade é dada a seguir:

Se Aj, As forem subconjuntos disjuntos de {1,...,n} e x1, ..., x, € R. Entao,

]3()(Z < xi,i = 1,...,%) < P(Xl < xi,i S AZ)P(XJ < .’L‘j,j S AQ)
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P(X;>x,i=1,...,n) < P(X; > x,1 € A;)P(X; > xj,j € Ag);
2. Um subconjunto de duas ou mais v.a. NA é NA;
3. Um conjunto de v.a. independentes é NA;
4. Funcgoes crescentes definidas em subconjuntos disjuntos de um conjunto de v.a. NA sao NA;
5. A uniao de conjuntos independentes de v.a. NA é NA;

6. Sejam Xi,..., X,, v.a. independentes e suponha que a esperanga condicional E(¢(X;,i €
A)| > e 4 Xi) seja crescente em Y. 4 X;, para cada fungao crescente f e para cada subcon-
junto apropriado A de {1,...,n}. Entao, a distribui¢do condicional de X3, ..., X,, dado > X;

é NA, quase certamente;

7. Sejam X1, ..., X, v.a. independentes possuindo fungoes densidade PF5. Entao, a distribuicao

condicional conjunta de X1, ..., X,, dado > X; é NA, quase certamente.

Uma imediada consequéncia da propriedade 1. é que, para Ay, Ao subconjuntos disjuntos de
{1,...,n} e 1,...,zyp € R, tem-se P(X; > z;,i = 1,...,n) < [[[~, P(X; > x;) e P(X; < x;,i =
1,..,n) <[, P(X; < ;). Em particular, Xy, ..., X,, sao NOD.

A seguir serao apresentados alguns exemplos de distribuigoes NA [?].

e Seja x = (z1,...,oy) um conjunto de m nimeros reais. Uma distribui¢do de permutagao

é a distribui¢ao conjunta do vetor X = (Xjy,..., X,;) que assume os valores de todas a n!
1

nh

permutacoes de x com igual probabilidade, sendo cada probabilidade igual a n > 1.

Temos que uma distribuicao de permutacao é NA;

e Seja X = (X1q,...,X,,) um vetor aleatoério composto por v.a independentes tais que X; ~
Binomial(ni,pi), Y iypi=1,Y 11 Xi=N,p; >0,i=1,..,n. A Distribuicdo Multinomial
de X dada por (2.6) é NA;

e Seja X = (Xq,...,X;,) um vetor aleatério composto por v.a independentes. A Distribuigao

Hipergeométrica Multivariada dada por (2.7) é NA;



86

e Seja X = (Xi,..,X,) uma amostra aleatéria de uma populagdo. Seja R; o posto de X,
i=1,...n. Como R = (Ry,..., R,) possui distribuigdo de permutagao, tem-se que R sera

NA;

M
e Variéveis aleatorias que possuem distribuigoes normais negativamente correlacionadas sao NA;

e Seja X = (X,...,X,) um vetor aleatorio composto por v.a. independentes. A Distribuigao
de Dirichlet dada por (2.8) é NA.

3.2.5 Implicacoes e Contra-exemplos envolvendo os Conceitos de Dependéncia

Teorema 3.2. Todos os tipos de dependéncias, definidos nas segdes anteriores, sao invariantes com

respeito as transformagoes estritamente crescentes sobre as componentes do vetor aleatorio.

Demonstragao: Para a demonstracao consulte [?].

Por exemplo, para a dependéncia PQD, o teorema anterior, diz que se (X7, X2) for PQD entao

(p(X1),¥(X2)) sera PQD se as fungoes ¢, 1 forem estritamente crescentes.

Teorema 3.3. Relacoes para o caso bivariado:

(a) densidade TPy = SI = LTD, RTI;

(b) LTD ou RTI = associa¢ao = PQD;

(¢) densidade TPy = f.d.a. TPy e func¢ao de sobrevivéncia T Ps;

(d) f.d.a TPy, = LTD e fungao de sobrevivéncia TP, = RTI.

Demonstragao: Para a demonstracao consulte [?].

Pelo teorema anterior, observa-se que a dependéncia TP é uma dependéncia forte pois esta

implica nas dependéncias SI, LTD, RTI, PQD e associagao entre v.a. . A dependéncia mais fraca é
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a PQD.

Teorema 3.4. Relagoes para o caso multivariado:

(a) um subvetor aleatdrio de um vetor aleatdrio associado € associado;

(b) associagao = PUOD e PLOD;

(¢c) PDS = PUOD e PLOD:;

(d) CIS = associagao.

Demonstragao: Para a demonstragao consulte [?].

A seguir, serdo dadas outras implicacoes entre os conceitos de dependéncia:

1. Um par de v.a. NQD implica em NA [?];

2. Um par de v.a. NA implica em NOD [?];

3. RTDS equivale a NOD [?7];

4. LTI equivale & NQD. Porém, para n > 3, LTIS néao implica em NOD [?];
5. RTIS implica em POD |[?];

6. Se (X7, X2) for NRD, ele sera também RTD;

7. Se (X7, X2) for NRD, ele sera também LTT;

Na sequéncia, serao dados contra-exemplos de implicacoes, entre os conceitos de dependéncia,

que nao sao validas:

e Paran >3, NUOD e NLOD nao se equivalem |?]
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Sejam as v.a. Xj, X9 e X3 assumindo valores (0,1,1),(1,0,1),(1,1,0) e (0,0,0) sendo que

cada valor assume a probabilidade 1/4. Entao,

1
P(X1>0,X2>0,X3>0)=0< 3= P(X; > 0)P(X2 > 0)P(X3>0)

P(X1<0,X<0,X3<0) == > =P(X; <0)P(Xs <0)P(X3 <0);

1
8

=

Nem v.a. NUOD e nem v.a. NLOD implicam em v.a. NA [?]

No contra-exemplo seguinte, X = (X1, X2, X3, X4) serd NOD mas nao sera NA.

Seja o vetor aleatorio X = (X7, X9, X3, X4) onde cada v.a. X; possui Distribui¢ao de Bernoulli
com P(X; =1)=0,5,7=1,...,4. Considere os pares (X1, X2) e (X3, X4) possuindo a mesma
distribui¢@o bivariada. A distribui¢do conjunta de probabilidade de (X7, X9, X3, X4) ¢ dada
pela Tabela 2.1.

Pode-se verificar que todas as condigoes NLOD e NUOD sao validas.

Porém, P(X; =1,i=1,...,4) > P(X1 = X9 = 1)P(X3 = X4 = 1) viola o conceito NA;

RTD nao implica em LTI |?]

Para mostrar isto, sejam (X,Y’) duas v.a. tendo distribuigdo conjunta de probabilidade dada
pela Tabela 2.2.

Entao, como

P(Y >0[X >0) = 3;

P(Y >0[X >1) = {;

P(Y >0[X >2)= 3%

(&



89

P(Y >0[X>3)=0

tem-se que Y é RTD em X.

Porém, P(Y =0|X <0)=2> 2 =P(Y =0|X <1) e, assim, ¥ ndo é LTI em X;

LTI nao equivale & RTD |?]

Para mostrar que LTI ndo implica em RTD, considere (X,Y) duas v.a. tendo distribuic¢ao

conjunta de probabilidade dada pela Tabela 2.3.

Entao, como

T
~<
Il
<
>
IA
=
Il
ulw l\jh—t [S2{] )

P(Y =0/X<3)=

[S{[eV]

tem-se que Y é LTI em X.

Porém, P(Y =1|X >1)=0,30 < 0,40 = P(Y = 1|X > 2) e, assim, Y ndo é RTD em X;

LTIS néo equivale & NOD |?]

Considere as v.a. X, Y e Z tais que Z condicionado em X < z e Y < y, possui fungao
densidade

P(Z <z X <z, Y <y)=1-ecap{—2(z+y)} (2.12)

onde z > 0. As v.a. X e Y possuem distribuigdo conjunta de probabilidade dada pela Tabela
2.3.
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Desde que lado direito de (2.12) é crescente em x e y e, a partir do exemplo supra-citado,
(X,Y) & LTI e a sequéncia (X,Y, Z) ¢ LTIS.

Porém, desde que

P(Z <z X <z)=1-—exp{—2(x+1)}

P(Z <z2lY <y)=1-exp{—2(y+3)}

segue que

P(X>2Y>0,Z>2)=e%-1,35¢%40,45¢7* > 0,1e7® = P(X > 2)P(Y > 0)P(Z > 2);

CIS nao implica RTIS [?];
RTIS nao implica CIS [?];

CDS néao implica em RTDS [?]

Para mostrar que CDS nao implica em RTDS, considere X7, X9 e X3 v.a. tais que

fXS\Xl,XQ ("173"7317 x9) = x9e T3

com z3 > 0. As v.a. X; e Xy possuem distribuigdo conjunta de probabilidade dada pela
Tabela 2.4.

Entao, como

P(X2 > 1]X; =0) = 1;
P(Xo > 11X =1) = ;
P(Xy>1X;=2)=1
P(X2 >2|X; =0) = £;
P(Xy>2|X;=1)=1

@
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P(XQ >2|X1 :2) =0
tem-se que X9 é NRD em Xj.

Também, como P(X3 > z|X| = x1, Xo = x9) = exp{—x2x} | x9, (X1, X2, X3) é CDS.

Por outro lado, utilizando-se a identidade
P(C|AUB) = P(C’\A)P

quando P(AN B) =0, P(A) > 0e P(B) > 0, obtém-se

P(X3>$|X1 >0,X2>1) = P(Xg>$|X1:1,X2:3)+P(X3>.’L’|X1 :2,X2:2):

N =N =

(673x + 6722)

enquanto que P(X3 > 2|X1 > 1, Xy > 1) = P(X3 > 2|X; =2, Xy =2) = ¢ 22,

Como P(Xg > x\Xl >1,X9 > 1) > P(Xg > .T|X1 >0, Xo > 1) para todo x > 0, (Xl,XQ,Xg)
nao é RTDS;

NA nao implica em RRj aos pares, CDS ou NDS [?|

No contra-exemplo seguinte, serd mostrado que Y é NA mas ndo é RRy aos pares, CDS ou
NDS.

Seja X = (X7, X9, X3) um vetor aleatério possuindo uma fungao de probabilidade multinomial
trivariada f com probabilidades pi, ps e p3 estritamente positivas e X7 + Xo + X3 = 3.
Considere o vetor aleatorio induzido Y = (Y7, Ys) onde Y1 = X; X5 e Yo = X3. A distribuicao
conjunta de probabilidade de (Y7, Ys) sera denotada por g e é dada pela Tabela 2.5.

A Distribuigao Multinomial é RRy aos pares, CDS e NDS [?, ?]. A funcdo de probabilidade

conjunta g ndao é nem RRy, nem CDS e nem NDS.

Pela fung¢éo de distribuicao de probabilidade conjunta de g, obtém-se que



Entao, conclui-se que g nao é RRs.

Notando que P(Y2 > 0]Y; = 0) =1 — P(Y> = 0]Y; = 0) < 1 enquanto que P(Y2 > 0]Y; =
0) =1— P(Y2 =0|Y; =0) =1, conclui-se que Y nao é CDS.

Como, para um vetor bivariado, CDS equivale & NDS, segue que Y nao é NDS.
Pelas propriedades 7 e 4 da secao 3.2.4, conclui-se, respectivamente, que X é¢ NA. e Y é NA.

Portanto, NA nao implica em RRs aos pares, CDS ou NDS.

Tabela 2.1: Distribui¢ao conjunta de probabilidade de (X1, X2, X3, X4)

v/x | 00 | (0,1) | (1,0) | (1,1)
) | 0,0577 | 0,0623 | 0,0623 | 0,0577
) | 0,0623 | 0,0677 | 0,0677 | 0,0623
)
)

0,0623 | 0,0677 | 0,0677 | 0,0623
0,0577 | 0,0623 | 0,0623 | 0,0577




Tabela 2.2: Distribuicao conjunta de probabilidade de X e Y

Y/X

0

1 2

3

0

0,15 | 0,10 | 0,20

0,25

1

0,10 | 0,10 | 0,10

Tabela 2.3: Distribui¢ao conjunta de probabilidade de X e Y

Y/X

0

1 2

3

0

0,10 | 0,15 | 0,20

0,15

1

0,15 | 0,10 | 0,05

0,10

Tabela 2.4: Distribuicao conjunta de probabilidade de X e Y

Y/X| 0 | 1 2
1 0 |0,20 | 0,30
2 1020] 0 |0,0
3 |010]010] 0

Tabela 2.5: Distribui¢do conjunta de probabilidade de (Y7,Y3)

Y/X 0 2
0 | £(0,3,0)+ £(3,0,0) 0 £(1,2,0) + £(2,1,0)
1| £(0,2,1) + £(2,0,1) | £(1,1,1) 0
2 | £(0,1,2) + £(1,0,2) 0
3 £(0,0,3) 0 0

93
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3.3 Construcao de Copulas com Dependéncia Positiva

Para distribuicoes continuas multivariadas, em termos de modelagem, pode-se utilizar as suas
fungoes densidade marginais univariadas e uma estrutura multivariada de dependéncia sendo que
tal estrutura multivariada de dependéncia pode ser representada por uma copula.

A copula é a distribuicdo multivariada de um vetor aleatério composto por distribui¢oes marginais
univariadas U(0,1). Para uma distribuicao m-variada F' € S(F1(21), ..., Fin(2m)), onde F; & a j-
ésima funcéo de distribuicao marginal univariada, a copula associada & F' é uma funcao distribuicao
C :[0,1]™ — [0, 1] que satisfaz

F(x) =C(Fi(z1),.... Fn(xm)) (3.13)

onde x € R™ [7].
Se F' é uma funcao de distribuigdo continua m-variada com marginais univariadas Fi, ..., Fi, e
fungdes quantis Fy ', ..., Fil, entdao C(u) = F(F; ' (u1), ..., Fy'(um)) é a escolha tnica em (3.13).

Este resultado segue essencialmente a partir de duas propriedades.

1. Se H & f.d.a. univariada com inversa H ' e U ~ U(0,1) entio H 1(U) ~ H;

2. Se H é f.d.a. univariada continua e X ~ H entao H(X) ~ U(0,1).

Por isso, se X ~ F e F ¢é continua entdo (F1(X1),....,Fn(Xm)) ~ C e se U~ C, U =
(U1, ..., Up), entdo (F7H(UY), ..., EnY(Up)) ~ F.

Vale observar que se F' for uma f.d.a. m-variada de uma v.a. discreta, a copula associada a esta
nao seré unica pois se uma f.d.a H nao for continua ou for uma f.d.a. univariada discreta e X ~ H,
entao H(X) néo possui distribui¢ao U(0,1) [?].

Oportunamente, alguns modelos de copula serdao discutidos.

A construcao de uma copula C esté vinculada com a Transformada de Laplace que sera definida

a seguir:

Definicao 3.27. Seja M uma funcao de distribuicdo acumulada de uma v.a. nao-negativa. A

Transformada de Laplace € definida por
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6(s) = /0 e M (w) (3.14)
onde s >0 [?].

Se m, for a massa de M em 0, entao lims_oop(s) = ¢(c0) = m,. Durante o capitulo, sera
assumido que as Transformadas de Laplace correspondem & transformadas de v.a. positivas, isto é,
M(0) = 0 ou, em termos de ¢(s), ¢(c0) = 0. Isto é devido ao fato de que exp{—¢ 1 (F(x))} sera
uma f.d.a. quando F for uma f.d.a. univariada.

Observa-se que a transformada ¢ é continua, estritamente decrescente e satisfaz ¢(0) = 1. Entao,
o funcional inverso ¢! ¢ estritamente decrescente e satisfaz ¢~1(0) = 00 e ¢~ 1(1) = 0.

Além disso, ¢ possui derivadas continuas de todas as ordens e derivadas com sinais alternados,
isto é, (—1)igb(i)(s) > 0 para todo s > 0 onde ¢(®) representa a i-ésima derivada. Esta propriedade
de alternancia de sinais na derivada é denominada completamente monétona.

Seja Ly, = {¢ : [0,00) — [0,1]|#(0) = 1,p(c0) = 0,(=1)7¢) > 0,5 = 1,....,m}, m = 1,2, ...,
a classe das fungoes diferenciaveis, estritamente decrescentes. Comnsiderando a classe L = {w :
[0,00) — [0,00)|w(0) = 0,w(c0) = o0, (—=1)?"twl) > 0,5 = 1,...n}, n = 1,2,..., tem-se que as
fungdes em L, sdo, usualmente, composigoes da forma 1)~! o ¢ com 1,¢ € L;. As composicdes do
tipo 9 ~! o ¢ € L%, aparecerdo na construgao de copulas trivariadas.

A seguir serao apresentados alguns teoremas sobre a classe LY . Estes s@o tteis pois nos fornecem
a imagem das fungoes que sao o dominio das Transformadas de Lapace. Isto nos possibilita verificar

se o dominio das expresoes utilizadas na construgao de copulas é [0, 00).

Teorema 3.5. Seja x uma Transformada de Laplace. Entdao x“ é completamente mondtona para

todo oo > 0 se e somente se —Ln(x) € L%,.

Demonstragao: Para a demonstragao consulte [?].

Teorema 3.6. Se 1 é uma Transformada de Laplace tal que —Ln(y) € L:, e ¢ é outra Transfor-

mada de Laplace, entao n(s) = ¢(—Ln(y(s))) € uma Transformada de Laplace.

Demonstragao: Para a demonstragao consulte [?].
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Agora, seja ' uma dada f.d.a. univariada. Entao, existe uma unica f.d.a. G tal que

Flz) = /D GO () dM (o) (3.15)

Comparando (3.14) e (3.15) podemos escrever

F(z) = /0 " G ()M (a) = $(—In(G())) (3.16)

Da expressao (3.16) obtemos G(z) = e=¢ ™ (F),
Considerando a classe bivariada S(Fi, Fy), seja G; = e*¢_1(FJ'), j = 1,2. Entao, a expressao a

seguir ¢ uma f.d.a. em (Fy, Fy):
| 6r65aM(@) = (- Ln(G) - LalGa) = oo™ (F) + 9 R) (3D
A copula obtida considerando que F} e Fy assumem valores da distribuigao U(0,1) é
Clur,uz) = ¢(¢ (ur) + ¢~ (u2)) (3.18)

A forma (3.18) é denominada Cépula Arquimediana. e possui a seguinte propriedade:
Teorema 3.7. A cdpula (3.18) possui densidade T Ps.

Demonstragao: Para a demonstragao consulte [?].

O teorema anterior fornece a dependéncia da copula arquimediana. Como ela é TP, que é
uma dependéncia forte, entao, ela, também, possui dependéncia SI, LTD, RTI, PQD. Porém, ela
poderé ser adequada na modeladem de varidveis aleatorias TP, e nao ser adequada na modelagem

de varidveis aleatorias que possuem algum tipo de dependéncia mais fraco, por exemplo, v.a. SI.

Para m f.d.a. univariadas, Fi,..., F},, uma extensao simples é dada pela f.d.a. multivariada
F=¢(> 0, ¢~1(F})) cuja Copula Arquimediana &,
Clu) =6 ¢ (u) (3.19)

J=1
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Para se conseguir mais tipos de dependéncia, considera-se

C(u) = /OOOK[e:Up(—aqb_l(ul)),...,exp(—a¢_1(um))]dM(a) (3.20)

Clu) = / / K (G, ..., GO Mo (da ., detyy)
0 0

71 : . . . ~ . .
onde K é uma copula multivariada, G; = e~ (W) o M,,, é uma distribuicao multivariada tal que a
Jj-ésima fungao de distribuicao marginal univariada possui Transformada de Laplace ¢;, j = 1,...,m.

A copula (3.20) possui a seguinte propriedade:
Teorema 3.8. A cdpula (3.20) serd associada se K e M, forem f.d.a. de v.a. associadas.

Demonstragao: Para a demonstragao consulte [?].

Uma generalizagao trivariada de (3.18), no sentido de obter-se mais tipos de dependéncia pois
a expressao seguinte envolverd duas Transformadas de Laplace diferentes e, consequentemente,
envolvera mais que um parametro, ao contrario da expressao (3.19) que envolve apenas uma Trans-

formada de Laplace, é dada por

Cw) =9 0 glo™ (ur) + ¢ (ua)] + ¢ (uz)) (3.21)

onde v, ¢ sdo Transformadas de Laplace e v =9t o ¢ € L.

Note que (3.21) possui fungoes de distribuigdo marginais bivariadas (1,2) da forma (3.18) com
Transformada de Laplace ¢ e fungoes de distribui¢do marginais bivariadas (1,3) e (2,3) da forma
(3.18) com Transformada de Laplace 1. Observe que (3.19) é um caso especial de (3.21) quando
1 = ¢. A representacdo em forma de mistura de fung¢oes de distribui¢do de (3.21), que generaliza
(3.17), ¢

cw- | h / " G 1) G (uz)AMa (B, 0) G5 (13)dM: () (3.22)
0 0
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onde G1 = Gy = e 9 e Gy = e ¥, M é a distribuicdo correspondente a 1, My(;a) é a
distribuigdo com Transformada de Laplace x, definida por x;'(z) = v~} (—a~tLn(z)).

A expressao (3.22) segue da seguinte representagao:

/O " G (ur, u2) G5 (u3)dMy ()

onde M; e G3 foram definidas acima e G1a(u1,u2) = exp(—v[¢p~(u1) + ¢~ (ug))]).

As seguintes familias uniparamétrica de Transformada de Laplace (TL) podem ser utilizadas

para a construcao de cépulas com o uso das expressoes apresentadas anteriormente:
o LTA: ¢p(s) = exp(—s'/?), 0 > 1;

LTB (gamma): ¢g(s) = (1+s)~/?, 6 > 0;

e LTC (série de poténcia): ¢p(s) =1 — (1 —e~*)1/% 9 >0,

e LTD (série logaritmica): ¢g(s) = —0"1Ln(1 — (1 —e %)e™®), 6§ > 0.

As correspondentes transformadas inversas sao dadas por:

LTA: ¢, (t) = (—Ln(t))";

LTB: ¢, '(t) =77 - 1;

LTC: ¢, (t) = —Ln(1 — (1 — t)%);

1—e—9

LTD: ¢, (t) = —Ln (1*6‘“).
onde t = ¢(s).

(1—e %)
10 ’
i = 1,2,....Similarmente, a familia LTC é obtida através de v.a. cuja funcio de probabilidade & ~!

parai=1¢e ! H;;ll(] — 071 parai =23, ...

A familia LTD é obtida através de v.a. cuja funcao de probabilidade possui a expressao
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Considerando-se as familias LTA, LTB, LTC e LTC, pode-se mostrar que —Ln(¢g) € L% . Para
as familias LTA e LTB, a demonstragdo é direta. E, para as familias LTC e LTD, demonstra-se
utilizando o Teorema 3.5. Para as demonstracoes destes fatos consulte [?].

Joe |?]| apresenta outras familias de Transformadas de Laplace.

Utilizando as familias de Transformada de Laplace supra-citadas e a equagao (3.18), obtém-se

algums modelos de copulas bivariadas.

e Familia B;: Modelo de Frank [?]

Este modelo utiliza a familia LTD para ¢. A copula associada & este modelo é dada por

Clu,v;6) = —5~'Ln (77 —(1- e—j:)(l _ e—5v)>

onden=1-—e"°0<4 < oo.
A funcao densidade associada & este modelo de copula é,

5n€—6(u+v)
(7= (L= (1 — )2

c(u,v;0) =

Esta familia possui as seguintes propriedades: SI, densidade TP, reflexdo simétrica 4 [?].

Este modelo engloba o caso das variaveis aleatérias serem independentes quando § — 0.

e Familia By: Modelo de Kimeldorf e Sampson [?]

Este modelo utiliza a familia LTB para ¢. A copula associada a este modelo é dada por

Ye(u,v)6 = ¢(1 —u,1 —v]6),0 < u,v <1
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Clu,v;6) = (W +0v 0 —1)"1/°

para 0 < 4 < oo.

A sua funcao densidade é dada por:

e(u,056) = (14 6) ()~ (w™® w0 = 1) 72710

Esta familia possui as seguintes propriedades: SI, densidade TPy [?].

Este modelo engloba o caso das v.a. serem independentes quando § — 0.

Familia Bs: Modelo de Joe [?]

Este modelo utiliza a familia LTC para ¢. A copula associada a este modelo é dada por

C(U,U;5) -1 (ﬂé +56 _ ﬂéﬁé)l/é

paral<d<ocondeu=1—uev=1-—w.

A sua funcao densidade é,

c(u,v;8) =@ — 1+ 70 + 770 - @) (@ + 7 - wTd)HH

Esta familia possui as seguintes propriedades: SI, densidade TPy [?].

Este modelo engloba o caso das v.a. serem independentes quando § = 1.
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Figura 3.2: Graficos da familia Bs correspondentes aos parametros § = 0,5 e § = 2
Figura 3.3: Gréficos da familia By correspondentes aos parametros § =2, § =5e 6 =9

e Familia B;: Modelo de Gumbel [?]
Este modelo utiliza a familia LTA para ¢. A copula associada a este modelo é dada por

C(u,v;68) = exp(— (W + °)1/9)

para 1 < ¢ < oo onde u = —Ln(u) e v = —Ln(v).

A funcéo densidade associada a este modelo de copula é dada por:

(@)

e, v:8) = Ol 0) ()™ 2 s

(@ +2°)0 46— 1]

Esta familia possui as seguintes propriedades: SI, densidade TPy [?].

Este modelo engloba o caso das v.a. serem independentes quando § = 1.

As figuras 3.2 e 3.3 mostram, respectivamente, alguns graficos do Modelo de Kimeldorf e Samp-
son e do Modelo de Gumbel.

Joe [?]| apresenta outros modelos de copulas bivariadas além de extendé-los para variaveis

aleatorias com dependéncia negativa.
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Neste capitulo, serao apresentadas as versoes trivariadas das familias By e By utilizando-se as
familias de Transformada de Laplace LTA e LTB e a equagao (3.21). Inicialmente, estes modelos
foram escolhidos por apresentarem expressoes, relativamente, mais faceis de serem manipuladas.
Em trabalhos posteriores, outros modelos podem ser utilizados.

Joe [?], também, apresenta outros modelos de copula trivariada além de extendé-los para var-

iaveis aleatorias com dependéncia negativa.

e Familia M;: Generalizacao da familia Bs

Este modelo utiliza a familia LTB para vy, € ¢g,. A copula associada a este modelo é dada

por

—0y 0 /02 _g I
C(u1,uz,u3;bh,02) = [(ul 2+ uy 2—1) + ug 1—1]
para91§92, 912069220.

e Familia M>: Generalizagao da familia B,

Este modelo utiliza a familia LTA para 1y, e ¢g,. A copula associada a este modelo é dada

por

1/02 1/61
C(u1,uz,us;01,02) = exp {— <([_Ln(u1)]62 + [—Ln(uz)]GQ)e " + [—Ln(u3)]61> }

para 601 < @, 0, >1e by > 1.

Como os modelos de copula My e My dependem de uq, uo e us, o grafico da fungdo densidade
de C(u1,u2,us;01,62) é quadridimensional. Por isso, a seguir, serdo apresentadas as projegoes do
grafico da funcao densidade de C(uq, ug,us; 01,62), dos dois modelos citados, para diferentes valores

dos pardmetros 01 e 0 e de uq, us e us.
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Figura 3.4: Graficos correspondentes aos parametros 61 = 0,1 e 2 = 0,3 no modelo M;

Figura 3.5: Graficos correspondentes aos parametros 61 = 0,1 e 2 = 0,3 no modelo M;

Figura 3.6: Gréaficos correspondentes aos pardmetros §; = 0,1 e 62 = 0,3 no modelo M;
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Figura 3.7: Gréficos correspondentes aos pardmetros 1 = 0,5 e 2 = 0,6 no modelo M;

Figura 3.8: Graficos correspondentes aos pardmetros 1 = 0,5 e 2 = 0,6 no modelo M;

Figura 3.9: Graficos correspondentes aos parametros 1 = 0,5 e 2 = 0,6 no modelo M;

Figura 3.10: Graficos correspondentes aos parametros 61 = 0,8 e 0

Figura 3.11: Graficos correspondentes aos parametros 6; = 0,8 e 0

Figura 3.12: Graficos correspondentes aos parametros 61 = 0,8 e 6

Figura 3.13:

Figura 3.14:

Figura 3.15:

Figura 3.16:

Figura 3.17:

Figura 3.18:

Figura 3.19:

Figura 3.20:

Figura 3.21:
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3.4 Implementacao de um Modelo de Cépula

Considere as variaveis aleatoérias X1, ..., X;,. Dada as realizacoes 1, ...., T;, da varidvel Xj,

7 =1,...,n e tomando-se blocos de tamanho k desta amostra tem-se:

M = max{zj1,....,xji}
Mj> = max{zjpi1,..., Tj2k}
Mj, = ma${$j,bk—k+17 L) xj,bk}

Por exemplo, considerando a Distribuicao GEV dada por
exp (—(1 — a(x;—“))i> a#0

exp(—exp(—=E)) a=0
pode-se, através dessa nova amostra, M;,..., M, obter os estimadores de «j, ji; e d; e, assim,
determinar a fungao de distribuigao marginal Fyy;, j=1, ..., n.

Depois de obter-se os dados {(Mi1, ..., Mp1), ... (Mip, ..., My p) }, pode-se ajustar um modelo de
copula aos dados a partir das funcoes de distribuicao marginais, construindo-se {(u1,1, ..., u1p), ..., (Un,1,

sabendo-se que Uj; = Fix,;(Xji), j=1,..,nei=1,..,b.

...,umb)}
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Capitulo 4
Aplicacao

4.1 Introducao

FEm linguistica, o estudo de correlacao actstica de classes ritmicas é um problema pesquisado.

Os idiomas diferem em seus ritmos da fala [?]. Originalmente, trés classes ritmicas foram
propostas: “syllable-timed rhythm”, “stress-timed languages” e “mora-timing”. Mas nenhuma cor-
relac@o acustica foi encontrada para estas classes [?].

Em 1999, Ramus, Nespor e Mehler [?], obtiveram evidéncias de que estatisticas baseadas na
segmentacao manual de vogais e consoantes de um sinal da fala poderia ser utilizado para a difer-
enciacao de classes ritmicas. Porém, o problema desta metodologia é o trabalho manual feito por
um foneticista e, por causa disto, eles usam conjuntos de dados pequenos e os resultados nao serao
estatisticamente significantes. Com isso, Galves et al. [?]| obtiverao resultados similares & Ramus
com o uso de uma metodogia completamente automatizada sem a necessidade de trabalhos manuais.

energia em duas regides diferentes do espectograma do sinal.

Considera-se um sinal acustico da fala como uma observagao, ou seja, uma pessoa pronuncia
uma frase e esta é codificada num sinal, conforme ilustra a Figura 4.1, relativo a pronuncia da frase
“I genitori lasciano Marco senza risorse” (lingua italiana). Tal codificagdo é permitida através de
um microfone pois este capta as diferengas de pressao durante a pronuncia da frase e as converte
em sinais elétricos.

O sinal resultante da pronuncia possui varias frequéncias. Entdo, como a Transformada de

107
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Fourier filtra frequéncias, tal transformada é aplicada ao sinal a fim de obter-se o espectograma o
qual mostra o comportamento do sinal nas diversas frequéncias. A Figura 4.1 ilustra o espectograma
do sinal resultante da pronincia da frase, em italiano, “I genitori lasciano Marco senza risorse”.

O espectograma no tempo ¢ e na frequéncia f, pode ser interpretado como a energia que a
frequéncia f adiciona & energia total num sinal actstico no tempo ¢t. A Figura 4.2 ilustra um
espectograma onde as regides escuras correspondem as altas energias e as seguintes regioes de
frequéncias: 80 Hz a 800 Hz (baixas frequéncias), 800 Hz & 1500 Hz (médias frequéncias) e 1500 Hz
a 3000 Hz (altas frequéncias). Vale observar que hé frequéncias acima de 3000 Hz que nédo serao
consideradas neste estudo.

Dado o sinal z(t), o seu espectro de Fourier e a sua energia estao definidos, respectivamente,

por

X(f)= /x(t)e_i%ftdt

t

E, = /|x(t)|2dt

onde t e f representam, respectivamente, o tempo e a frequéncia.

O teorema de Parseval fornece que

/t a(t)|2dt = /f X(f)df

Assim, |X(f)]? serd denominada densidade de energia espectral de x(t). O teorema de Par-
seval diz que a densidade de energia espectral para cada frequéncia pode ser interpretada como a
contribuicao desta frequéncia & energia total do sinal.

Como o interesse reside na densidade espectral local, sera utilizada a Transformada de Fourier
local. Definindo uma janela w(¢) como uma fungao real que vai para zero rapidamente a medida
que nos distanciamos do zero, o sinal no retorno de t, é definido como z,(to,t) = x(t)w(t — t,).
Entao, o espectro local seré definido como

Xoy(to, f) = /x(t)w(t —t,)e 2 gt

t

Define-se o espectograma como a densidade de energia para o espectro local de x(t), S;(t, f) =

| Xuw(t, ).
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Figura 4.1: Acima: Onda actstica resultante da prontincia da frase, na lingua italiana, “I genitori lasciano Marco

senza risorse”. Embaixo: Espectograma correspondente 4 onda acima indicando um tempo t e sua frequéncia f

associada sendo que este espectograma foi obtido considerando-se uma discretizagdo temporal de 2 ms

Figura 4.2: Acima: Indicagio de regides de alta e baixa enegia no espectograma. Embaixo: As regides de frequéncia

80 Hz a 800 Hz, 800 Hz a 1500 Hz e 1500 Hz a 3000 Hz sao mostradas no espectograma

Neste estudo, o tempo e a frequéncia foram discretizandos, respectivamente, a cada 25 ms e
20 Hz. No sinal actstico, a cada 25 ms e 20 Hz, utilizou-se uma janela gaussiana para obter-se os
coeficientes de Fourier para as regioes de baixa, média e alta frequéncia.

Em cada intervalo de tempo de 25 ms, considerou-se o seu ponto médio. Para tal ponto, através
dos coeficientes de Fourier para cada regiao de frequéncia, as energias associadas a cada regiao foram
obtidas pelas expressoes

I )
1= )

f=80,100,...,800

. 1 .
Y - § >
£=820,840,...,1500
3V - )
BY = = Y s

F=1520,1540,...,3000

sendo, neste caso, x = (i,j) onde as energias E}7, E37 e Eg’] representam, respectivamente, as
energias nas regides de baixa, média e alta frequéncia sendo que os indices i e j correspondem,

respectivamente, ao falante i e a frase j.
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4.2 Metodologia

O objetivo desta se¢@o sera modelar as energias extremas nas regioes de alta, média e baixa
frequéncia utilizando-se a Distribuicao GEV e, posteriormente, os modelos de copula tridimensional
My e Ms serao ajustados a fim de obter-se a fungdo densidade conjunta das energias extremas
uniformizadas.

Os dados utilizados consistem em 153 sentengas da lingua inglesa e 216 sentencas da lingua
francesa faladas por 4 falantes do sexo feminino. Para a lingua inglesa, uma pessoa pronunciou 33
frases e as demais pronunciaram 40 frases e, para a lingua francesa, as quatro pessoas pronunciaram,
respectivamente, 50, 58, 54 e 54 frases.

Para cada frase, o espectograma e as energias correspondentes a cada regiao da frequéncia foram
obtidos. As energias obtidas de uma dada frase, para cada falante, consistem na amostra, isto é,
para uma dada frase, obtém-se energias correspondentes a baixa, média e alta frequéncia sendo que
tais energias, separadas de acordo com as regioes de frequéncia, formam uma amostra.

Para cada amostra, o nimero de energias obtidas é diferente. Mas, para a estimagao da Dis-
tribuicao GEV, deve haver o mesmo nimero de obervagoes em cada amostra. Entao, foram retiradas
as m ultimas observacoes de cada amostra onde m correponde ao minimo dos comprimentos das
amostras.

Como, para a lingua inglesa, o minimo comprimento obtido foi 47, os blocos seriam formados por
47 observagoes e, assim, muita informacao seria perdida das amostras com mais que 100 observagoes.
Entao, foi decidido pela retirada da frase composta por 47 energias e, com isso, 152 amostras foram
consideradas. Para a lingua francesa, nao retirou-se frases.

Ao invés de considerar as energia de cada frase, considerou-se o log-retorno das energias, isto é,
Ln(Eliﬁl,k/Eli,’]z)’ [ =1,...,n; onde [ representa a [-ésima observacao da frase j do falante 7, n; é o
nimero de energias da frase i e k, k = 1,2, 3, representa a regiao de frequéncia. Com a aplicagao
do log-retorno, perde-se uma observagao em cada amostra.

Como ha amostras relativas aos falantes 1, 2, 3 e 4 das linguas inglesa e francesa, modelos auto-
regressivos |?]| foram utilizados para que fosse retirada a influéncia da prontncia de cada pessoa
tornando as observagoes, relativas & uma mesma frase, independentes, isto é, o residuo de um
modelo autoregressivo serd modelado.

Inicialmente, o critério utilizado para a obtengdo da ordem do modelo autoregressivo foi a
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minimizagdo do AIC (Critério de Informacao de Akaike) [?, ?]. Porém, para algumas frases, a

ordem obtida foi alta como, por exemplo, 14, 16.

Considerando-se algumas ordens para o modelo autoregressivo, foram obtidas as estimativas dos
pardmetros da Distribuicdo GEV e dos modelos de copula M; e Ms. Por exemplo, para os log-
retornos correspondentes a regiao de baixa frequéncia de frases da lingua inglesa, considerando-se o
Método de Méxima Verossimilhanca e o critério da minimizacao do AIC, obteve-se as estimativas
4,9326; 0,9777 e 0,1675 relativas, respectivamente, aos parametros u, o e a da Distribuicao GEV e,
também, obteve-se as estimativas 6, = 0,1756; 6y = 0,1756 e 6, = 1,0914; 6, = 1, 1523 relativas,
respectivamente, aos modelos de copula M; e My. J4, para o modelo autoregressivo de ordem 7,
obteve-se as estimativas 5,1729; 1,017 e 0,2043 relativas, respectivamente, aos pardmetros u, o e «
da Distribuicao GEV e, também, obteve-se as estimativas 6, = 0, 2038; 0y = 0,2038 e 6, = 1,0835;

0y = 1,2119 relativas, respectivamente, aos modelos de cépula M; e Mo.

Analisando os graficos de autocorrelacao, os valores dos AIC dos modelos ajustados considerando-
se varias ordens e o Teste de Box-Pierce [?| para as trés regides de frequéncia, optou-se por um

modelo autoregressivo de ordem 7 para ambas as linguas.

Vale observar que ao invés de um modelo autoregressivo, um modelo ARMA foi considerado.
Porém, neste caso, o ajuste utilizando-se o “software” R nao foi possivel para os dados das linguas

inglesa e francesa.

Os residuos obtidos para uma dada frase foram considerados como sendo um bloco a fim de se
calcular o seu méximo para que os parametros da Distribuicao GEV fossem estimados pelos Métodos
dos L-momentos e Maxima Verossimilhanca para as trés regioes de frequéncia. Como necessita-se
de blocos de mesmo tamanho para o cilculo dos maximos, foram considerados blocos de tamanho

igual ao minimo do tamanho de todas as amostras.

Com os blocos de tamanhos iguais, obteve-se o méximo de cada bloco para que os pardmetros
u, 0 e a da Distribuicao GEV pudessem ser estimados. O Método dos L-momentos foi utilizado
para obter estimativas iniciais dos pardmetros p, o e a ji que ele apresentou-se menos sensivel
as condigOes iniciais e & nao convergéncia. Considerando-se as estimativas obtidas pelo método
citado como estimativas iniciais, foi utilizado o Método de Méaxima Verossimilhanca sendo que estes
métodos foram utilizados simultaneamente para verificar a concordéancia das estimativas obtidas.

As estimativas dos pardmetros obtidas pelos métodos citados sdo mostradas nas Tabelas 2.3 e 2.4
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correspondentes, respectivamente, as linguas inglesa e francesa.

O Teste de Hosking [?] foi aplicado utilizando-se as estimativas das trés regices de frequéncia,
obtidas por L-momentos. Para as regioes de baixa, média e alta frequéncia da lingua inglesa, o valor
da estatistica do teste foi, respectivamente, 3,03; 3,05 e 3,35 evidenciando que os dados podem ser
ajustados & Distribuicao GEV com « > 0 (Distribui¢cao Weibull). E, para as regioes de baixa, média
e alta frequéncia da lingua francesa, o valor da estatistica do teste foi, respectivamente, 3,17; 2,01 e
5,36 evidenciando que os dados podem ser ajustados a Distribui¢ao GEV com « > 0 (Distribuicao
Weibull).

Utilizando-se os méaximos uniformizados obtidos considerando-se os paradmetros da Distribuicao
GEV estimados pelos Métodos dos L-momentos e Méxima Verossimilhanca, foram aplicados o Teste
de Kolmogorov-Smirnov [?] e o Teste de Wilcoxon |?| para verificar o ajuste da Distribuicao GEV
com a sua distribui¢do empirica nas trés regioes de frequéncia e nas linguas inglesa e francesa.
Pelas Tabelas 2.1 e 2.2 verifica-se que o ajuste é melhor considerando-se o Método dos L-momentos
para a obtencao das estimativas dos pardmetros da Distribuicdo GEV referentes as linguas inglesa
e francesa. Assim, consideraremos as estimativas obtidas pelo Método dos L-momentos para ambas
as linguas.

Também, utilizando-se os maximos uniformizados nas trés regioes de frequéncia, foram obtidos
os graficos de dispersao baixa versus média frequéncia, média versus alta frequéncia e baixa versus
alta frequéncia, mostrados nas Figuras 4.3 e 4.4, para que fosse verificado o tipo de dependéncia
dos dados. Observou-se que os dados referentes as regioes de baixa, média e alta frequéncia nao
possuem dependéncia negativa para ambas as linguas. Pelas Figuras 4.3 e 4.4, observa-se que 0s

maximos uniformizados sugerem alguma dependéncia entre os maximos uniformizados.

Por fim, por meio da uniformizacao dos méaximos, foram estimados os pardmetros das copulas
trivariadas citadas no capitulo anterior (Familia M; e M) através do Método de Méaxima Verossim-
ilhanca para as linguas inglesa e francesa. Neste caso, a estimacgao dos pardmetros das copulas foi
obtida através do Método de Maxima Verossimilhanga por ser de facil implementagao ja que, para
aplicar-se o Método dos L-momentos, as expressoes dos L-momentos devem ser obtidas sendo que os
modelos de copula utilizados sao trivariados e isto pode tornar o calculo dos L-momentos laborioso

e sendo necessario a inversao da f.d.a. dos modelos utilizados de cépula.

Para os modelos M e Ms, as estimativas dos paraAmetros sao mostradas nas Tabelas 2.5 e 2.6,
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Figura 4.3: Gréficos de Dispersio dos méaximos uniformizados referentes as trés regides de frequéncia da lingua

inglesa
correspondentes, respectivamente, as linguas inglesa e francesa.

Tabela 2.1: Testes de Kolmogorov-Smirnov e Wilcoxon para verificar o ajuste da Distribuicao GEV

aos dados relativos & lingua inglesa

Regiao da Frequéncia Método de Estimacao Teste de Kolmogorov-Smirnov  Teste de Wilcoxon

Baixa MV 0,084 0,889
LM 0,997 0,955

Meédia MV 0,977 0,963
LM 0,999 0,920

Alta MV 0,997 0,925

LM 0,997 0,922
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Tabela 2.2: Testes de Kolmogorov-smirnov e Wilcoxon para verificar o ajuste da Distribuicao GEV

aos dados relativos a lingua francesa

Regiao da Frequéncia Método de Estimagao Teste de Kolmogorov-Smirnov — Teste de Wilcoxon

Baixa MV 0,992 0,858
LM 0,999 0,955

Média MV 0,974 0,901
LM 0,992 0,940

Alta MV 0,998 0,929
LM 0,998 0,929

4.3 Comparacgao entre os Modelos

Para que o ajuste dos modelos M7 e My fossem comparados, considerou-se a Classe de Fréchet,
ou seja, a classe formada pelas fungoes de distribui¢do acumulada marginais de uma dada funcgao
de distribuicdo multivariada. Por exemplo, considerando uma funcao de distribuicao trivariada
Fx(x) onde X = (X7, X3, X3), uma das Classe de Fréchet é formada pelas fungoes de distribuicao
acumulada marginais (Fx,, Fix,, Fxs, Fx, X2 Fx1, X35, FX0, X5, FX1,X0,X3)-

Se os modelos ajustados forem parecidos, espera-se que as componentes que formam a Classe

Figura 4.4: Gréficos de Dispersio dos maximos uniformizados referentes as trés regides de frequéncia da lingua

francesa
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de Fréchet, de ambos os modelos, sejam compativeis.

A partir da copula C(uy,ug,us), as copulas marginais C(uy,uz), C(ui,uz) e C(ug,us) foram
obtidas tomando-se, respectivamente, us = 1, ug = 1 e u; = 1 ja que as copulas sao avaliadas em
dados uniformizados.

Comparou-se, através do Teste de Wilcoxon, a copula C(uy,us,us) e as copulas marginais
C(ui,uz2), C(ui,us) e C(ug,us), para ambos os modelos M; e My ajustados sendo que as esti-
mativas dos parametros da Distribuicao GEV foram estimados pelo Método dos L-momentos, com
as suas respectivas distribui¢oes empiricas. Também, utilizando-se tais modelos, considerou-se a
maior distancia, entre as copulas C(uy,uz,us3), C(ui,uz), C(ui,us) e C(uz,us) e as suas corre-
spondentes distribuigoes empiricas. Os resultados correspondentes as linguas inglesa e francesa sao
apresentados, respectivamente, nas Tabelas 3.7, 3.10, 3.8 e 3.11.

O procedimento supra-citado foi repetido comparando-se as copulas C'(ui,u2,usz), C(ui,uz),
C(u1,u3) e C(ug,us) resultantes do modelo M; com as copulas resultantes do modelo My. Os
resultados correspondentes as linguas inglesa e francesa sao apresentados, respectivamente, nas
Tabelas 3.9 e 3.12.

Pelas Tabelas 3.7 e 3.10, observa-se que o modelo de copula M; se ajusta melhor tanto para a
lingua inglesa como para a francesa utilizando-se como critério o Teste de Wilcoxon.

Pelas Tabelas 3.8 e 3.11, utilizando-se o critério da distancia méaxima entre o modelo de cépula
e a correspondente distribuicdo empirica, observa-se o modelo My apresentou as menores distancias
considerando-se a lingua inglesa enquanto que, para a lingua francesa, os resultados nao foram
conclusivos. No geral, ambos os modelos para ambas as linguas, apresentaram as distancias méaximas
pequenas.

Pelas Tabelas 3.9 e 3.12, observa-se que os modelos de copulas My e Mo nao sao discriminados,
para ambas as linguas consideradas, podendo-se utilizar qualquer um dos modelos embora o modelo
M, apresentou p-valores menores no Teste de Wilcoxon para ambos os idiomas conforme Tabelas

3.7 e 3.10. Talvez, utilizando um outro teste, diferencas entre os modelos poderiam ser detectadas.

4.4 Conclusao

Um objetivo ao ajustar-se os modelos de copulas poderia ser, dado um sinal actstico associado

a uma determinada frase, a discriminagao desta, por exemplo, determinado se ela pertence a lingua
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Figura 4.5: Grafico de 03 versus 01 considerando-se os modelos de cépula M; e M- e as linguas inglesa e francesa

inglesa ou francesa. Este problema de reconhecimento sonoro possui grande interesse e aplicabil-
idade. Por exemplo, uma pessoa que utiliza algum servigo internacional deseja comunicar-se em
sua lingua. Entao, pode-se implementar um sistema em que a pessoa pronuncia alguma frases e o
sistema codifica estas frases em sinais acusticos para que o seu idioma seja discriminado a fim de
alocar uma atendente que fale sua lingua.

O grafico 4.5 mostra os pontos formados pelas estimativas 01 e 05 dos modelos M7 e My aplicados
as linguas inglesa e francesa. Observa-se que os pontos formados pelas estimativas das linguas inglesa
e francesa estao préoximos entre si, apesar de possibilitarem uma discriminagao entre os modelos,
tanto para o modelo M7 quanto para o modelo M>.

O objetivo deste trabalho foi o estudo do ajuste dos modelos de copula M; e My aplicados as
linguas inglesa e francesa em relagdo & modelagem multidimensional de caracteristicas de estresse do
sinal actstico quantificadas pelos maximos das energias observadas nas trés regides de frequéncia.

O proximo passo seria o estudo de técnicas de agrupamento para que seja criada uma regiao de
confianga em torno do ponto (61, 602) correspondente aos modelos de copula e aos idiomas consider-
ados, de forma que uma dada frase seja discriminada automaticamente e alocada em algum idioma.

Para isso, poderia ser estudada a distribuicao amostral dos estimadores de (61, 62).
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Tabela 2.3: Estimativas dos parametros da Distribuicdo GEV correspondentes aos log-retornos
extremos das energias nas trés regioes de frequéncia da lingua inglesa obtidas através dos Métodos

dos L-momentos e Méaxima Verossimilhanc¢a considerando-se um modelo autoregressivo de ordem 7

Regiao da Frequéncia Estimativas obtidas utilizando-se o Estimativas obtidas utilizando-se o

Método dos L-momentos Método de Maxima Verossimilhanca
i = 5,1670 = 5,1729
Baixa 6=0,9813 6=1,017
& = 0,1850 & =0,2043
o= 6,4811 i1 =6,4753
Meédia 6 =1,5211 6=1,4758
& = 0,1858 & =0,1688
o= 6,1402 i =6,1337
Alta 6 = 1,2829 6=1,2833

& =0,2043 & =0,1936
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Tabela 2.4: Estimativas dos parametros da Distribuicaio GEV correspondentes aos log-retornos
extremos das energias nas trés regioes de frequéncia da lingua francesa obtidas através dos Métodos

dos L-momentos e Méaxima Verossimilhanc¢a considerando-se um modelo autoregressivo de ordem 7

Regiao da Frequéncia Estimativas obtidas utilizando-se o Estimativas obtidas utilizando-se o

Método dos L-momentos Método de Maxima Verossimilhanca

i = 5,1658 i = 5,1825

Baixa 6=0,8286 6=0,8471
a = 0,1619 & =0,2011

i = 6,6056 i1 =6,6218

Meédia 6 = 1,2612 6=1,2608
a = 0,1027 a =0,1231

i = 6,2067 i1 =6,2178

Alta 6 = 1,3159 6=1,2976

& =0,2738 & =0,2838
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Tabela 2.5: Estimativas dos parametros dos modelos de copula M; e My obtidas através do Método
de Méaxima Verossimilhanca considerando a uniformizagao dos maximos da lingua inglesa pela apli-
cagao da Distribuicao GEV com os parametros estimados pelos métodos dos L-momentos e Méxima

Verossimilhanca

Modelo de Copula Método utilizado na estimagao dos Estimativas dos parametro do

parametros da Distribuicao GEV do modelo de copula
M, LM 6:=0,1929
6y = 0,1929
M, MV 6,=0,2038
6y = 0,2038
M, LM 6, — 1,0788
65 = 1,2094
M, MV 6; = 1,0835

0y = 1,2119
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Tabela 2.6: Estimativas dos parametros dos modelos de copula M; e My obtidas através do Método
de Maxima Verossimilhanga considerando a uniformizagdo dos méximos da lingua francesa pela
aplicagao da Distribuicao GEV com os parametros estimados pelos métodos dos L-momentos e

Méxima Verossimilhanca

Modelo de Copula Método utilizado na estimagao dos Estimativas dos parametro do

parametros da Distribuicao GEV do modelo de copula
M, LM 6,=0,1544
6y = 0,1544
M, MV 6,=0,1663
65 = 0,1663
M, LM 6, = 1,074
6y = 1,130
M, MV 6; = 1,0657

0y = 1,1221
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Tabela 3.7: Teste de Wilcoxon entre os os modelos de cépula e as suas respectivas distribuicoes

empiricas considerando-se a lingua inglesa

Modelo de Copula  C(uy,uz,u3) Clui,uz) C(ui,us) Clug,us)

M, 0,261 0,924 0,989 0,232

M, 0,158 0,795 0,806 0,168

Tabela 3.8: Distancia maxima entre os modelos de copula e as suas respectivas distribuicoes em-

piricas considerando-se a lingua inglesa

Modelo de Copula  C(u1,us,u3) C(ur,us) Cluy,uz) C(ug,us)

M,y 0,089 0,060 0,055 0,083

M, 0,073 0,033 0,047 0,076
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Tabela 3.9: Teste de Wilcoxon e distancia maxima entre os modelos de copula M; e Ms

considerando-se a lingua inglesa

Critério de Decisao  C(uy,ug,us) Clur,uz) Clui,ug) C(uz,us)

Teste de Wilcoxon 0,770 0,699 0,803 0,824

Distancia Méaxima 0,030 0,029 0,0114 0,0117

Tabela 3.10: Teste de Wilcoxon entre os os modelos de copula e as suas respectivas distribuigoes

empiricas considerando-se a lingua francesa

Modelo de Copula  C(u1,us,u3) C(ur,us) Cluy,uz) C(ug,us)

M, 0,500 0,745 0,675 0,160

M, 0,317 0,634 0,79 0,132
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Tabela 3.11: Distancia maxima entre os modelos de copula e as suas respectivas distribuicoes

empiricas considerando-se a lingua francesa

Modelo de Copula  C(uy,uz,u3) Clui,uz) C(ui,us) Clug,us)

M; 0,038 0,042 0,028 0,062

M, 0,028 0,029 0,035 0,065

Tabela 3.12: Teste de Wilcoxon e distdncia méxima entre os modelos de copula M; e My

considerando-se a lingua francesa

Critério de Decisao  C(uy,us,us) C(ui,uz) Clur,uz) Clug,usz)

Teste de Wilcoxon 0,689 0,854 0,866 0,868

Distancia Maxima 0,020 0,018 0,008 0,008
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Apéndices

Comparagoes entre os Métodos de Maxima Verossimilhanca e L-
momentos utilizando-se os métodos numéricos de Nelder-Mead, Bis-

seccao, Newton e Newton-Raphson

Nesta segao os Métodos de Méaxima Verossimilhanga e L-momentos serao comparados utilizando-
se os métodos numéricos de Newton-Raphson e da Bisseccao para a obtencao das raizes de uma
equacao e os métodos de Nelder-Mead e de Newton para a maximizacao de uma funcao.

Para a compararacao dos Métodos de Méxima Verossimilhanga e L-momentos, gerou-se 10
amostras independentes de tamanho 50 e 500 de uma Distribuicago GEV. Para cada amostra in-
dependente, obteve-se dois vetores de estimativas dos pardmetros, u,o,«, da Distribuigao GEV
sendo que cada vetor corresponde a um método de estimacao. Através dos vetores de estimativas,
estatisticas sumarias e o erro quadratico médio correspondente & cada método e pardmetro estimado
foram calculados.

Pelas Tabelas , , e observa-se que o Método dos L-momentos utilizando-se os métodos numéricos
da Bisseccao e Newton-Raphson comportam-se de forma similar. Também, o Método de Méaxima

Verossimilhanga utilizando-se os métodos de Nelder-Mead e Newton comportam-se de forma similar.

U-estatisticas

Seja & a classe formada por de todas as f.d.a. e o funcional estatistico T': & — R. Em geral,

considera-se uma amostra aleatoria de uma distribui¢do desconhecida F' a fim de obter-se alguma
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Tabela 4.13: Estatisticas provenientes de amostras de tamanho 50 da Distribuicao GEV com

pardmetros 4 =0, 0 =1, @« = —0,6 e perturbagao € = 0,55

Método Método de Estimativa Minimo Q1 Q2 Q3 Maximo Meédia DP EQM
Numérico Estimagao

Método da i -0,093  -0,022 0,060 0,100 0,141 0,039 0,081 0,007

Bissec¢ao LM G 0,732 0,990 1,125 1,182 1,323 1,088 0,177 0,036

& -0,975  -0,713 -0,583 -0,524 -0,411 -0,632 0,174 0,028

Método de i -0,132  -0,043 0,019 0,085 0,181 0,025 0,095 0,008

Nelder-Mead MV G 0,844 1,047 1,073 1,109 1,239 1,070 0,099 0,013

& -0,869 -0,835 -0,711 -0,641 -0,484 -0,710 0,134 0,028

Método de i -0,093  -0,066 -0,010 0,076 0,120 0,005 0,084 0,007

Newton-Raphson LM o) 0,732 0,955 0,988 1,130 1,312 1,017 0,179 0,036

e -0,975  -0,713 -0,514 -0,433 -0,350 -0,589 0,205 0,028

Método de L -0,048  -0,025 0,019 0,085 0,181 0,038 0,079 0,007

Newton MV G 1,023 1,068 1,073 1,109 1,239 1,093 0,061 0,011

& -0,869  -0,835 -0,702 -0,639 -0,484  -0,708 0,135 0,028
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Tabela 4.14: Estatisticas provenientes de amostras de tamanho 500 da Distribuicao GEV com

pardmetros 4 =0, 0 =1, @« = —0,6 e perturbagao € = 0,55

Método Método de Estimativa Minimo Q1 Q2 Q3 Maximo Média DP EQM
Numérico Estimagao

Método da i -0,108  -0,026 -0,008 0,039 0,099 0,0001 0,059 0,003

Bissec¢ao LM G 0,823 0,962 0,984 1,017 1,065 0,982 0,066 0,004

& -0,784  -0,689 -0,536 -0,526 -0,443  -0,588 0,116 0,012

Método de i -0,070  -0,036 -0,023 0,033 0,121 -0,001 0,058 0,003

Nelder-Mead MV G 0,924 0,959 0,974 1,003 1,056 0,982 0,039 0,001

& -0,672  -0,611 -0,593 -0,579 -0,489  -0,595 0,052 0,002

Método de i -0,108  -0,026 -0,008 0,039 0,099 0,0001 0,059 0,003

Newton-Raphson LM o) 0,823 0,962 0,984 1,018 1,066 0,982 0,066 0,004

a -0,784  -0,689 -0,536 -0,526 -0,443 -0,588 0,116 0,012

Método de L -0,070  -0,036 -0,023 0,033 0,121 -0,001 0,058 0,003

Newton MV G 0,924 0,959 0,974 1,003 1,056 0,982 0,039 0,001

0,672 -0,611 -0,593 -0,579  -0,489  -0,595 0,052 0,002

[}
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Tabela 4.15: Estatisticas provenientes de amostras de tamanho 50 da Distribuicao GEV com

pardmetros 4 =0, 0 =1, @ = 0,5 e perturbacao ¢ = —0,25

Método Método Estimativa Minimo Q1 Q2 Q3 Miaximo Meédia DP EQM
Numérico Estimagao

Método da i -0,359  -0,187 -0,012 0,038 0,208 -0,051 0,181 0,032

Bissec¢ao LM G 0,873 0,948 1,016 1,066 1,094 1,000 0,079 0,005

a 0,328 0,374 0,430 0,527 0,638 0,459 0,111 0,012

Método de i -0,338  -0,165 -0,026 0,100 0,199 -0,036 0,177 0,029

Nelder-Mead MV o 0,859 0,944 1,009 1,035 1,079 0,989 0,072 0,004

& 0,430 0,446 0,472 0,493 0,601 0,478 0,049 0,002

Método de i -0,359  -0,187 -0,012 0,038 0,208 -0,051 0,181 0,032

Newton-Raphson LM o) 0,873 0,948 1,016 1,066 1,094 1,000 0,079 0,005

a 0,328 0,374 0,43 0,527 0,638 0,459 0,111 0,012

Método de i -0,338  -0,165 0,019 0,108 0,199 -0,024 0,183 0,030

Newton MV G 0,859 0,947 1,024 1,057 1,121 1,003 0,083 0,006

& 0,430 0,446 0,472 0,494 0,759 0,505 0,101 0,009
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Tabela 4.16: Estatisticas provenientes de amostras de tamanho 500 da Distribuicao GEV com

pardmetros 4 =0, 0 =1, @« = 0,5 e perturbagao ¢ = 0,55

Método Método de Estimativa Minimo Q1 Q2 Q3 Miaximo Média DP EQM
Numérico Estimagao

Método da i -0,049  -0,034 -0,005 0,014 0,052 -0,004 0,035 0,001

Bissec¢ao LM G 0,925 0,989 0,998 1,018 1,052 1,000 0,036 0,001

e 0,455 0,472 0,487 0,515 0,554 0,496 0,033 0,001

Método de i -0,047  -0,033 -0,006 0,031 0,064 0,0008 0,038 0,001

Nelder-Mead MV G 0,924 0,993 0,997 1,017 1,045 1,000 0,033 0,001

& 0,457 0,498 0,507 0,518 0,529 0,505 0,020 0,0004

Método de i -0,049  -0,0342 -0,005 0,014 0,052 -0,004 0,035 0,001

Newton-Raphson LM o) 0,925 0,989 0,998 1,019 1,053 1,001 0,036 0,001

e 0,455 0,472 0,487 0,515 0,554 0,496 0,033 0,001

Método de L -0,047  -0,033 -0,005 0,031 0,064 0,0008 0,038 0,001

Newton MV G 0,924 0,993 0,997 1,017 1,045 1,0001 0,033 0,001

0,457 0,498 0,507 0,518 0,529 0,505 0,020 0,0004

[}
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informagao a respeito de alguma fun¢ao envolvendo F' € S, isto ¢, § = T'(F') para um funcional T’

conhecido como, por exemplo:

e Se T'(F) = F(c) para alguma constante ¢, T' ¢ um funcional que mapeia cada F' em Pp(X < ¢);
e Se T(F) = F~!(p) para alguma constante p, T mapeia F no seu correspondente p-quantil;

e Se T(F) =E(X), T mapeia F' em sua média.

Seja (X1, ..., X,) uma amostra aleatoéria i.i.d. com f.d.a. F e ¢(z1,...,24), @ > 1, uma funcado

real que possui mais que um argumento real. Define-se a seguinte funcao estatistica de grau a > 1,

O(F)=T(F) =Ep(¢(Xy,..., Xa)) :/.../¢(x1,...,xa)dF(:v1) ..... dF(z,) (4.1)

para VF € <& onde, neste caso, & = {F : |6(F)| < oo} e ¢(x1,...,7,) é uma estatistica Borel-
mensuravel.
Como Ep(¢(X1,..., Xa)) = Ep(é(Xsy, .., Xx,)) para alguma permutagao 7 que mapeia {1, ...,a}

em {1,...,a} e ha a! permutagoes, considera-se a fun¢ao:

x def 1
qb (xl,...,xa) é aZQb(-Tﬂla-'-axﬂ'a)
R

Como Ep(d(X1, ..., Xo)) = Ep(o* (X1, ..., Xo)) € 0" (X1, ..., X4) € simétrica em seus argumentos,
temos que, na equagao (4.1), pode-se assumir, sem perda de generalidade, que ¢ é simétrica em seus

argumentos. Com isso, tem-se a seguinte definigao:

Definicao 4.1. Para algum inteiro a>1, seja ¢ : R* — R uma fungdo simétrica em seus a ar-
gumentos denominada fun¢do nicleo. Sejam Xq, ..., Xq varidveis aleatdrias i.i.d. com f.d.a. F e
seja, ainda, a esperanca, Ep(d(X1, ..., X4)), de ¢(X1, ..., Xa). A funcio T(F) = Ep(p(X1, ..., X4))

€ denominada funcional esperanca.

Suponha que T'(F') é um funcional esperanga definido de acordo com a equagao (4.1), para
algum a > 1. Se temos uma amostra aleatéria de tamanho n de F', um meio natural para se estimar
T(F) seria por meio do estimador “plug-in” de T'(F) dado por T(F,), ou seja, como F), atribui

probabilidade % para cada X;, tem-se
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Vo =T(Fy) =Ep (¢(X1,..., Xa naz Z¢ i1 Xil) (4.2)

i1=1 1a=1

O estimador supra-citado é denominado V-estimador ou V-estatistica. Para o caso em que a = 1,
Vo = % > iy H(X0).

Para a > 1, o somatorio, na equacao (4.2), contém alguns termos nos quais iy, ..., i, Nao Sao
todos distintos. Com isso, a esperanga de tais termos nao é necessariamente igual a § = T'(F) e,
assim, V,, é viciado para.

Sabendo-se que o vicio de V,, é devido as duplicagoes de i1, ...,%,, um caminho natural para
corrigir este vicio seria a restrigdo dos somatorios, na equagao (4.2), ao conjunto dos indices i1, ..., i,

que nao contém duplicagdes. Dai, obtém-se a U-estatistica de grau a |?, ?]|, definida por

217"') ia)
n 1<i1 < d2< <za§n
a

Note que o tamanho amostral deve ser no minimo a para que a U-estatistica esteja definida e

U,

que a V-estatistica é obtida tomando-se ¢ = 1 na definicdo da U-estatistica.
Além da U-estatistica ser nao-viciada, prova—se que ela possui normalidade assintética, isto é, se
02 < oo para i =1,...,a entdo \/n(U, — 0) 4, N(0,a%0%) onde o; = Varp(¢;(Xi, ..., X)) [7, ?].
Se as observagoes consistem de duas amostras independentes X1, ..., X;, e Y7,...,Y,, i.i.d. den-
tro de cada amostra, podendo ter diferentes distribui¢oes. Seja ¢(x1, ..., r, Y1, ..., ys) uma fungao
conhecida que seja permutagao simétrica em x1, ..., T, € Y1, ..., Ys, separadamente. A U-estatistica é

definida para duas amostras com nicleo ¢ como sendo |?|:

1
v~ )DL S BB PHD SR TE NNERARETE

m N\ 1<ii<io<  <ip<m1<ji< jo<  <js<n
T s

A U-estatistica supra-citada é um estimador nao-viciado do parametro § = E(¢(X7, ..., X;, Y1, ..., Y5))
e possui normalidade assintotica [?].

A seguir, serdo apresentados alguns exemplos de U-estatisticas [?]:



132

1. A U-estatistica de grau a = 1 é a média

2. Para o nucleo de grau 2, ¢(z1,z2) = M, o parametro § = E¢(X;, Xo) = Var(X;) é a

variancia das observagoes. A correspondente U-estatistica é dada por

n

U— 1 ZZ(XZ;X]) :ni12<Xi_Y)2;

n 1<i< j<n i=1
2

. O ntcleo de grau 1, para z, y e para o parametro § = P(X <Y), é h(z,y) = [{x<y}. A

U-estatistica correspondente é

1 m n
U=o 2 Tnsny

i=1 j=1
A estatistica mnU é conhecida como a Estatistica de Mann-Whitney e é utilizada no teste de

Mann-Whitney para duas amostras.

Método da Bisseccao

O Método da Bissecgao [?] ¢ um método numérico para a resolugao de equagoes.

Defini¢ao 4.2. Dada uma fungao f(x), um nimero & € um zero da fun¢ao f(x) ou raiz da equagdo

f(x) =0 se f(£) =0.

A idéia central dos métodos para a resolugao de equagoes é a seguinte: a partir de uma aprox-

imacao inicial para a raiz, refina-se essa aproximagcao através de um processo iterativo. Por isso,

esses métodos numéricos consistem de duas fases:

1. Localizacao ou isolamento das raizes: Consiste na obtencao de um intervalo que contém a

raiz. Esta fase ¢ realizada por meio da andlise teorica e grafica da funcao f(x);

2. Refinamento: Consiste em, escolhidas aproximagoes iniciais no intervalo encontrado na fase

anterior, melhoré-las sucessivamente até obter-se uma aproximacao para a raiz dentro de uma

precisao e prefixada.
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O Método da Bissecgao se baseia no seguinte teorema.

Teorema 4.1. Seja f(z) uma fungdo continua num intervalo |a,b]. Se o produtof(a)f(b) for

negativo (f(a)f(b) < 0) entao existe pelo menos um ponto x = £ entre a e b que é zero de f(x).

Demonstragao: Para a demonstracao consulte [?].

A fase 2. do Método da Bissecgao consiste em: Seja uma func¢ao f(x) continua no intervalo
[a, b] tal que f(a)f(b) < 0. Por simplicidade, sera assumido que o intervalo (a,b) contém uma tnica
raiz da equacdo f(z) = 0. O objetivo do Método da Bissec¢ao é reduzir a amplitude do intervalo
que contém a raiz até se atingir a precisao requerida, (b — a) < €, usando-se, para isto, a sucessiva
divisao de [a, b] ao meio.

Prova-se que a sequéncia {xj}, gerada pelo método, converge para a raiz da fungao, isto ¢,
limp—oo), = & com as suposi¢oes de que a func¢do f ¢ continua em [a,b] e de f(a)f(b) <0 [?].

O Método da Bisseccao estéd implementado no “software” R através do comando “uniroot”.

Método de Otimizagao Irrestrita de Nelder-Mead

O Método de Nelder-Mead |?, ?] ¢ um método de busca que considera poliedros em R™ (“simplex”).
Um “simplex” correspondente & duas e trés variaveis é, respectivamente, um tridngulo e um tetrae-
dro.

Este método minimiza uma funcdo f(x) (func¢ao objetivo) de n variaveis independentes utilizando
n + 1 vértices de um poliedro flexivel em R™ sendo que cada vértice em R™ pode ser definido por
um vetor x. O termo poliedro flexivel é devido ao fato de que o Método de Nelder-Mead permite
alterar a forma de um “simplex”.

O vértice do poliedro flexivel em R"™, que atribui & f(x) o maior valor dentre os demais vértices,
é escolhido e, projetando-o através do centroide dos vértices remanescentes, um novo ponto é obtido
para substitui-lo. Valores menores da fungéo objetivo sdo obtidos pela sucessiva troca do vértice,
do “simplex”, que atribui o maior valor & f(x), por pontos melhores até que o minimo de f(x) seja
alcancado.

A seguir sera dado detalhes do Método de Nelder-Mead:
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() _ [ (%) (%) (k

T
Ty s e Tig ,...,xm)] ,t=1,...,mn+ 1, o i-ésimo vértice em R" na k-ésima it-
eracao da busca, k = 0,1,..., e seja f (x.(k)> o valor da funcao objetivo em xi(k).
sejam f (Xﬁlk)> = mazx {f (Xl ) o f ( N +1)} com a correspondéncia xi(k) = xﬁlk) e f (ng)) =

min {f ( (k ) yees | ( n+1)} com a correspondéncia x( ) = xE ). Desde que o poliedro em R” é

Seja x;

Além disso,

constituido de (n 4 1) vértices, Xi, ..., Xn4+1, considere x,4+2 como sendo o centroide de todos os

vérices exceto o vértice xp. As coordenadas do centréide sdo dadas por

k k
(k).

com j = 1,...,n onde o indice j representa cada coordenada de de x;
O procedimento para a obten¢ao de um novo vértice em R”, de modo que f(x) tenha um valor

menor, envolve as quatro operagoes seguintes:

(k) (k) (k) (k)

5o (k) ~ . . ~ -
1. Reflexao: Reflete x; 7 em relagao ao centroide através da expressao x,, /3 = X, /ot (X, 1o — Xp

. . ~ k) y k) . _
onde a > 0 é o coeficiente de reflexao, xf1 422 é o centroide e x£1 ) 6 o vertice que torna o valor

de f(x) o maior dentre os (n + 1) valores de f(x) na k-ésima iteragao;

2. Expansao: Se f ( n423) <f (xfk)), expande-se o vetor ( 51123 - x51k+)2> por meio do computo

(k) (k) ~ (x(k) (k)

da expressao X, /4 = X, /o ni3 — xn+2) onde v > 1 é o coeficiente de expansao.

Se f( n+4> < f (x{k)), troca-se xgl) por xgil e continua-se a partir da etapa 1. com
(k) (k)

k =k + 1. Caso contrério, troca-se x;~’ por x, /s e continua-se a partir da etapa 1. com
k=k+1;

3. Contracao: Se f ( n+3) > f <xi(k)), para todo i # h, contrai-se o vetor (Xﬁlk) — XEHZ2) por
meio do computo da expressao Xg:zs = xEl Lot B <th — xfﬁ2) onde 0 < 3 < 1 ¢é o coeficiente
(k) (k)

de contragao. Troca-se x;~ por x,, /s e retorna-se para a etapa 1. para o proseguimento da

busca na (k + 1)-ésima iteragao;

4. Redugao: Se f ( n+3) > f <X§1k)), reduz-se todos os vetores (Xi(k) — xl(k)), i1=1,....,n+1,

pela metade, a partir de xfk), computando-se xi(k) = ka) +0,5 (Xi(k) - Xl(k)), 1=1,...,n+1,

e retorna-se a etapa 1. para o proseguimento da busca na (k + 1)-ésima iteragao.
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Nelder e Mead recomendaram os valores @« = 1, § = 0,5 e v = 2 como valores, geralmente,
satisfatorios para a minimizacao irrestrita.

O critério usado por Nelder e Mead para finalizar a busca é o seguinte:

LS4 (0 N
ORI

=1

. | s k) \ . ~ _ .
onde € é um nimero arbitrariamente pequeno e f (xEl _22> é o valor da fungéo objetivo no centroéide

k
Xl(aJZ2-

A vantagem deste método é a ndo utilizacdo de derivadas de primeira e segunda ordem da funcao
f(x). No entanto, isso requer um namero maior de operagoes pois o método tem que avaliar o valor
da fungéo objetivo em n+1 pontos a cada iteracao e fazer as projegoes sendo que, no caso de termos
uma funcao com muitas variaveis, isto pode se tornar computacionalmente caro.

Vale observar que max f(x) = —min(—f(x)), ou seja, a minimizacado de uma fungao f(x) cor-
responde a maximizagao da fungdo —f(x). Assim, pode-se aplicar o método de minimizagao de

Nelder-Mead a —f(x) a fim obter-se a maxizagao da funcao f(x).

O Método de Nelder-Mead esta implementado no “software” R através do comando “optim”
escolhendo-se a opcao “method="Nelder-Mead"”. Este método é um método de otimizacao irrestrita
sendo que a utilizagdo conjunta das rotinas “optim” e “constrOptim” permite a otimizagdo de uma
fungao objetivo com a restrigao do tipo uxz — ¢ > 0 onde x representa o vetor de parametros a ser
otimizado e u e v sao vetores. O comando “constrOptim” utiliza uma fungao barreira |?]. A fungao
barreira é uma funcao das restrigbes que é incorporada a funcao objetivo, ou seja, considera-se a
otimizagao de uma funcao F(z) = f(x) — ¢B(x) tal que o valor da fungao F(z) tende ao infinito
quando o ponto x aproxima-se da vizinhanca da regidao formada pelas restrigbes onde f(x), c e
B(x) sao, respectivamente, a fungdo objetivo, uma constante positiva e a fungao barreira. Assim,
os pontos 6timos sao pontos do interior ou da fronteira da regiao formada pelas restrigdes sendo
que os pontos iniciais devem ser pontos pertencentes ao interior das restri¢coes. No “software” R, é
utilizada uma barreira logaritmica.

A seguinte figura ilustra o “simplex” de duas e trés variaveis. A figura correspondente ao

“simplex” de duas varidveis ilustra a etapa de reflexdo. O ponto A representa o vértice que faz



136

Figura 4.6: Figuras correspondentes aos “simplex” de duas e trés variaveis

com que a fungédo objetivo tenha o maior valor. Uma projegao é feita a partir do ponto A através do
centroide (ponto C). O ponto A é desconsiderado e um novo “simplex” é formado composto pelos

pontos antigos remanescentes e um novo ponto, B, locado ao longo da linha de projegao.
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